Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  preservcd  for  générations  on  library  shclvcs  before  il  was  carcfully  scanncd  by  Google  as  part  of  a  projecl 

to  makc  the  workl's  books  discovcrable  online. 

Il  lias  survived  long  enough  for  the  copyright  lo  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  publie  domain  book  is  one  thaï  was  never  subjeel 

lo  copyright  or  whose  légal  copyright  lerni  lias  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  locountry.  Public  domain  books 

are  our  gateways  lo  the  past.  representing  a  wealth  of  history.  culture  and  knowledge  thafs  oflen  dillicull  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  lile  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 

publisher  lo  a  library  and  linally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  lo  digili/e  public  domain  malerials  and  make  ihem  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  wc  are  merely  iheir  cuslodians.  Neverlheless.  ihis  work  is  ex  pensive,  so  in  order  lo  keep  providing  ihis  resource,  we  hâve  taken  sleps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  iiicluciiiig  placmg  lechnical  restrictions  on  aulomaied  querying. 
We  alsoasklhat  you: 

+  Make  non -commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals.  and  we  reuuest  lhat  you  use  thesc  files  for 
pcrsonal,  non -commercial  purposes. 

+  Refrain  from  autoiiiatcil  (/uerying  Donot  send  aulomaied  uneries  of  any  sort  lo  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  characler  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  texl  is  helpful.  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  malerials  for  thèse  purposes  and  may  bc  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  lile  is  essential  for  informing  people  about  this  projecl  and  hclping  them  lind 
additional  malerials  ihrough  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use.  remember  thaï  you  are  responsible  for  ensuring  lhat  whai  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
becausc  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  Uniied  Staics.  thaï  the  work  is  also  in  ihc  public  domain  for  users  in  other 

counlries.  Whelher  a  book  is  slill  in  copyright  varies  from  counlry  lo  counlry.  and  we  can'l  offer  guidanec  on  whelher  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  thaï  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringemenl  liabilily  can  bc  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google 's  mission  is  lo  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  ihe  world's  books  wlulc  liclpmg  aulliors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  eau  search  ihrough  llic  lïill  lexl  of  this  book  un  ilic  web 
al|_-.:.  :.-.-::  /  /  books  .  qooqle  .  com/| 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 
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Les  initiales  S.  P.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Président M.  POINCARÉ. 

M.  ANDRÉ. 

Vice-Présidents }  ï"™". 

M.  FOURET. 

M.  PICQUET. 

fc"*,~ ISSE?* 

...       o       ,.  m  I    M.  RAF  ri. 

V.ce-Secréta,res J   „    pARAF 

Archiviste M.  SIMART. 

Trésorier M.  CLAUDE-LAFONTAINE. 

M.  APPELL. 

M.  PICARD. 

M.  CLAYEUX. 

M.  GOMBEROUSSE(db). 

M.  DARBOUX. 

Membres  du  Conseil . .  /   M-  HALPHEN.         __tw      . 

M.  HATON  DE  LA  GOUPILL1ÈRE. 

M. JORDAN. 

M.  LAGUERRE. 

M.  LAISANT. 

M.  MANNHE1M. 

M.  ROUCHÉ. 

M.  CREMONA. 
Membres  du  Conseil  non  résidents..  {    M"  mathifu 

M.  TCHÉBICHEFF. 


(•)  MM.  le»  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 
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ACH4RD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue 

de  Chabrol,  4°,  à  Paris. 
AIQCUES,   professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,   boulevard  du  Musée,  66» 

à  Marseille. 
ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  ?.i,  à  Paris. 
APPELL,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Soufflot,  22,  à  Paris. 
ARNAUD,  élève-ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  18,  rue  Saint-Séverin,  à  Paris. 
ARON  (Henri),  banquier,  rue  de  Grammont,  i4,  à  Paris. 

ASTOR,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble. 
AUBERT,  ingénieur  des  Mines,  à  Tunis. 
AUTOMNE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Lyon. 
BKNOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  3,  à  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loire),  S.  P. 
BERDELLE,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 
BERE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  à  Lille. 

BERTRAND  (Joseph),  secret,  perp.  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Seine,  6,  à  Paris. 
BISCHOFFSHEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 
BIENAYME  (Arthur), ingénieur  de  la  Marine,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris. 
BIENAYMÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

BONCOMPACNI  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna,  palais  Piombino,  à  Rome. 
BONNET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  42,  rue  des  Écoles,  à  Paris. 
BORCHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 
BOUCHER,  ancien  directeur  de  l'École   préparatoire  des  Sciences   et  Lettres,  rue  du 
Pin,  g,  à  Angers. 

BOULANGER,  professeur  de  Mathématiques,  116,  rue  Trallier,  maison  Deloticle,  à  Mus- 
tapha inférieur  (Algérie). 

BRAULT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 

BRESABD,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  Vézelay,  3,  a  Paris. 

BRIOSCHI,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan  (Italie). 

BRISSE  (Ch.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Bécon,  55,  à  Courbevoie 
(Seine). 

BROCARD,  capitaine  à  l'École  régi  me  n  taire  du  Génie  de  Montpellier,  S.  P. 

CANTOR,  professeur  à  l'Université  de  Halle  °/d  Saal. 

CARON,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paris. 

CASEY  (John),  professeur  à  l'Université  catholique  de  Dublin,  Stephens  Greon,  8/|. 

CATALAN,  professeur  a  l'Université,  à  Liège  (Belgique). 

CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

CHEMIN,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  73,  à  Paris. 

CIRYSTAL,  professeur  à  l'Université  d'Edimbourg  (Ecosse). 

CIVIALE,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

CLAYEUX,  intendant  divisionnaire,  avenue  de  Clichy,  5a,  à  Paris. 

CLAUDE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  T révise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

COLLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 

COLLIGNON,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Suints-Pères,  28,  à  Paris- 

COMBEROUSSE  (de),  professeur  à  l'École  Centrale,  rue  Blanche,  45,  à  Paris. 

COL'RCELLES,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au   lycée  Saint-Louis,  36,  rue 
Gay-Lussac,  à  Paris. 

CRAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  Baltimore  (Maryland). 

CRENONA,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome. 

CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  107,  à  Paris. 

DARBOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

DAUTHEV1LLE,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier  (Hérault). 

DAVID,    lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  t\'2t  à 
Toulouse. 

DEFFORGES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 
de  Grenelle  Saint-Germain,  ia3,  a  Paris. 
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DELANSOY,  sous-intendant  militaire,  à  Orléans. 

DEVARTRK,  professeur  à  lu  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier  (Hérault). 

DERLITS,  docteur  es  sciences,  chargé  do  Cours  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 

DEWULF,  lieutenant-colonel,  chef  du  Génie,  à  Montpellier. 

DOSTOR,  docteur  es  sciences,  rue  de  Rennes,  m,  à  Paris. 

DREYFUS  (Ferdinand),  publicisle,  rue  de  l'Université,  25,  à  Paris. 

DURRANDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 

DYCK  WALTHER,  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

ESCARY,  professeur  au  Prytanée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

FARRR,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaiuc,  2<5,  à  Paris. 

FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FLEl'REAU,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute -Loire). 

FLOQtET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jeaune-d'Arc,  9,  à  Nancy. 

FL Y E  SAINTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Soin  niera  rd,  u,à  Pans. 

FONTES,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FOURET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Washington,  iG,  à  Paris. 

CARIEL,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine,  4»  ru© 
Antoine-Dubois,  à  Paris. 

CAUTUIER-YILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P. 

CE\0tXHI,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38,  à  Turin  (Italie). 

CENTY,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oraii. 

CERONO,  rue  Halle,  \o  et  /|2,  à  Paris. 

CIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  63,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 

COFFART,  53,  rue  Nollct,  à  Paris. 

COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  83,  rue  Denferl-Roche- 
reau,  à  Paris. 

CRAINDORCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Belgique). 

CRUE  Y,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 

CUÇCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

CUELOT,  lieutenant-colonel  au  1 18*  régiment  d'infanterie,  à  . 

CUOTHER  (Dr  Sigismond),  député  au  Reichstag allemand,  à  Ansbach  (Bavière). 

CUVO.X,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

IAAC,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin.  1,  à  Paris. 

IAMCH,  directeur  de  l'École  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 

IALPHEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Gouuod,  8.  0  Paris,  S.  P. 

IAT0N  DE  LA  COUPILLIERE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  avenue  du 
Trocadéro,  9,  à  Paris,  S.  P. 

IATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 

HE.YRI0T,  ingénieur  des  Mines,  à  Charleville  (Ardenncs). 

HENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 

1E3RY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  5,  quai  d'Anjou,  à  Pyris. 

IERXARY,  chef  d'escadrous  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (  Nord  ). 

HERJIITE,  membre  de  l'Institut,  rue  du  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 

HILAIRE,  professeur  de  Mathématiques,  rue  d'Arras,  4*  à  Douai  (  Nord). 

HIRST,  Alhenaeum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

BOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilcstrade,  49»  «  Christiania  (Norvège). 

IOURICANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lccourbe,  88,  à  Paris. 

HUCO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Sa i  11  ts- Pères, 
14  «  à  Paris. 

BiCONIOT,  capitaine  d'Artillerie  de  la  Marine,  rue  de  l'Arsenal,  1 1,  à  Paris. 

IU1IERT,  ingénieur  des  Mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  if>i,  boulevard 
Haussmann,  à  Paris. 

IMBER,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,  109,  à  Paris. 

JARLOXSkI,  professeur  au  lycée  Charleraagne,  4°>  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris. 

JACQUIER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 
Denis  (Réunion). 

JANI.Y,  chef  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère. 
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JAVARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du   Cardinal-Le- 

moine,  28,  à  Paris. 
JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenncs,  48, 

ii  Paris,  S.  P. 
JOUPFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 
JONC,  professeur  à   l'Institut  technique  supérieur,  7,  via  Principe    Umberto,  à   Mi- 
lan (Italie). 

KCNICS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

KOSTE.YEC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

KOVALEWSkY  (M—  de),  professeur  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 

KRONECkER  (D'Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 

LACOR,  i3,  rue  de  Mézières,  à  Paris. 

LAFFON  DE  LADERAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 

LACUERRE,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  membre  de  l'Institut, 
61,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris. 

LAISANT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  84  bis,  à  Paris. 

LAQUIÈRE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tababort  (Constantine). 

LAUTfl,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAVEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LRAUTÉ,  directeur  des  études  à  l'école  Mouge,  141,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LERON  (Ernest),  professeur  au  lycée  Charlemagne,  4  bis,  rue  des  Ecoles,   à  Paris 

LECORNU,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Caen 
(Calvados). 

LEFÈVRI,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duc. 

LKMHRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

LE  PAICE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  21,  à  Liège  (Belgique). 

LE  POYT,  42,  rue  Saint-Pierre,  à  Caen  (Calvados). 

LESACE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  6,  rue  d'Arras,  à  Paris. 

LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux. 

LÈVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

LEVY  (Lucien),  directeur   des  Études   de   l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

LIVY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boul.  Saint-Germain,  258,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LI6UINE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

LIE  (Sophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

LINDEMANN,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplats,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

LOIIN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186,  à 
Paris. 

LUCAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  1,  rue  Boutarel,  à  Paris. 

MACÉ  DE  LÉPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
l'Odéon,  21,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  117,  à  Paris. 

MALLOIZEL,  rue  de  l'Estrapade,  17,  à  Paris. 

NALMSTÉN,  conseiller  d'État,  à  Upsal  (Suède). 

NANNHEM,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MARCHAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3. 

HARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

MARTIN  (  Artemas),  maître  ès-arts,  docteur  en  Philosophie,  à  Erié  (Pensylvauie). 

MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  21, 
à  Nancy. 

MERCEREAl,  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  38. 

MITTAfi-LEFFLEK,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

MOUTARD,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Val-de-Gràce,  g,  à  Paris. 

M£lRER<i,  professeur  à  l'Athenée  royal  de  Liège  (Belgique). 

OCAttffc  ,u'),  ingénieur  des  Pouls  et  Chaussée*,  à  Rochefort-sur-Mer  (Charente-lufcr.) 
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OVIDIO  (Knrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piuzza  Statu to,  17,  à  Turin. 
PANEk  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
PARAF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques  à  l'École  Normale  supérieure. 
PARMENTIER  (le  général),  membre  du   Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARRAN,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 
PATIJRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 
PAUTO.YXIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas. 
PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PELLETREAI),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 
PERCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  l'École  spéciale  militaire,  à  Saint-Cyr. 
PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  l'Étoile,  17,  au  Mans. 
PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 
PRILIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICARD  (Emile),  professeur  suppléant   à    la  Faculté  des  Sciences,  rue   de  la  Sor- 
bonne, 2,  à  Paris. 
PH$UET,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Michel,  73,  à  Paris. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
PfINCARR,  ingénieur  des  Mines,  maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue 

Gay-Lussac,  66,  à  Paris, 
POKORNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
PQLICNAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (  Alpes-Maritimes),  S.  P* 
POOSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
PCCCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 
PimWle  général),  commandant  l'École  d'application    de   l'Artillerie  et  du  Génie,  à 

Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RABAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RAF F  Y,  agrégé-préparateur  à  l'École  Normale  supérieure,  rue  Denfert-Rochereau,  16, 

à  Paris,  S.  P. 
RANCY  ide),  directeur  général  de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleil,  rue  de  Châ- 

teaudun,  44»  a  Paris* 
REIKACB  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  4,  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régimentaire  du  Génie,  boulevard  de  la  Reine,  26, 

à  Versailles. 
RIBAUCOUR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Vesoul  (Haute-Saône). 
RI  BOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  à  Dijon. 
ROBET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 
RBUART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 
ROOCIE  (Eugène),  professeur  à  l'École  Centrale,  examinateur  d'admission   à  l'École 

Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
ROl'QUET,  professeur  au  lycée,  Toulouse  (Haute-Garonne). 
ROCSSELIN,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,  1 24,  à  Paris. 
SAINT-PAUL  (Duccp  de),  chef  d'état-major  de  l'artillerie  du  10*  corps,  à  Rennes  (llle- 

et-Vilaine  ). 
SARRAU,  prof,  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 
SARTUUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  la  Compagnie  du  chemin  de 

fer  du  Nord,  à  Paris. 
SAUVACE,  professeur  à  la  Faculté,  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
SCRLECEL  (Dr  Victor),  à  Warcn  (Allemagne). 
SCBOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 
SCBUBERT,  professeur,  Steindam,  89,  à  Hambourg  (Allemagne). 
SÉCOY,  rue  Pascal,  2,  à  Paris. 

SELIYANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 
SILYA  (da). 
SMART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rnr  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
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SIMONNET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles. 

SONINE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  l'orgowaju,  ^j,  à  Odessa 
(Russie). 

STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

STTDNICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frcderikshald  (Norwège,  S.  V.). 

TANNERY  (Paul),  ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  des  Tabacs,  h 
Paris,  S.  P. 

TANNERY,  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  45,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 

TCHERICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 

TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsicur-le-Pritice,  18,  à  Paris. 

TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

TRASBOT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  58,  rue  de  Rennes,  à  Paris. 

TRESCA, ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  château  de  Courtozé,  par  Vendôme  (Loir- 
et-Cher). 

VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  rj,  à  Paris. 

VANDAME,  lieutenant  d'artillerie,  démissionnaire,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille. 

VANECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème).  . 

VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  a  Paris. 

VIELLARD,  manufacturier,  aux  forges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 

VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCkENAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  8  bis,  rue  de  la  Station,  au  Vésinct  (Seinc-ct- 
Oise). 

WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

WEYR  (Df  Emile),  professeur  à  l'Université,  Maria-Thercsa-Strasse,  10,  à  Obermcid- 
ling,  prés  Vienne  (Autriche). 

WILSON,  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WORKS  DE  RONILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 

ZAROUDSkY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg. 

ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningen  (Wurtemberg). 

ZEUTHEN,  professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague. 


SOCIÉTAIRES  PERPÉTUELS. 

RENOIST,  docteur  en  droit. 

BISCUOFFSHËM,  banquier. 

MENA  Y  MB,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

RORGHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décède). 

RROCARD,  capitaine  du  Génie. 

CHASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

I.LAUDE-LAFONTAIYE,  banquier. 

CAUTUIER-YILLARS,  éditeur. 

HALPHEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

BATON  DE  LA  COUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HERHITE,  membre  de  l'Institut. 

HlftST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Gréer» wicli. 

JORDAN,  membre  de  l'Institut. 

LAFFON  DK  LADÉBAT,  amiral  (<lécédé). 
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JMNNHEIJI,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

rOLICMC  (prince  C.  de). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frcdcrikshald. 

TANKER  Y  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'Étal. 


Modifications  survenues  depuis  le  1er  janvier  1885. 

DÉMISSIONNAIRE*. 

BRÉVARD,  architecte,  à  Paris. 

IUOT0R  (S.),  à  Prague. 

LOYGCHAMPS  (de),  professeur  de  Mathématiques  spéciales,  à  Paris. 

ROUX,  architecte,  à  Paris. 

BÈRE,  ingénieur  des  manufactures  de  l'État,  à  Lille. 

NOUVEAUX   MEMBRES. 

CA1YT0R,  professeur  à  l'Université  de  Halle. 

CHRIST  AL,  professeur  à  l'Université  d'Edimbourg. 

DAUTHEY1LLE,  maitre  de  Conférences  à  la  Faculté  de  Montpellier. 

DEMARTRE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  do  Montpellier. 

DYCK  WALTHEB,  professeur  au  Polylechnicum  de  Munich. 

FERRAZ,  professeur  au  lycée  de  Toulouse. 

CI1Y0N,  lieutenant  de  vaisseau  à  bord  du  Borda . 

JABLOXSkl,  professeur  au  lycée  Charlemagne. 

NELBERC,  professeur  à  l'Athénée  royal  de  Liège. 

ROUQLET,  professeur  au  lycée  de  Toulouse. 

SAIVACE,  professeur  à  la  Faculté  de  Marseille. 

S1LVA  (da). 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Counecticut  (Ktats-Uuis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naplcs. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  a  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mat  hématie  a  (rédacteur  M.  Mittag-Leflfler,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Malhcmatics,  publié  par  l'Université  de  John  Hopkius,  à  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Craig,  à  Baltimore). 

Annales  de  l'École  Normale  supérieure. 

Annali  di Matcmatica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Matheinalik  o/*  JS'uturvidcnskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Millier,  à 
Christiania). 
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Archiv  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  Dr  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69,  à  Berlin, 
S.  W. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astronomiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis pro  pestovâni  mathematiky  a  fysiky  (rédacteur  M.  Eduard  Weyr,  à  Prague). 

Circolo  Matematico,  à  Païenne. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglini,  à  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres»  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  uber  die  Fortichritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Garl  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

J ornai  de  Sciencias  maternât  ic  as  e  astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira,  à 
Coïmbre). 

Journal  de  t  École  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  à  Berlin. 

Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 

Meleorologische  Zeiischrift. 

Réunion  des  officiers,  à  Lille. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,  à  Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  Kharkoff  (Russie). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 

Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomathiquo  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 

Tijdschrift  voor  formleer,  rekenkunde  en  de  beginselen  der  Viskunde  (rédacteur 
M.  Versluys,  à  Amsterdam). 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  Dr  Oscar  Schlômilch,  à  Dresde). 


BULLETIN 


D  F.     LA 


m  r 


SOCIETE  MATHEMATIQUE  DE  FRANCE. 
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Sur  un  Mémoire  de  Poisson;  par  M.  Bioche, 
professeur  au  lycée  de  Poitiers. 

(Séance  du  18  novembre  i885.) 

1.  Dans  un  Mémoire  lu  à  l'Académie  des  Sciences  en  i83ï>.  et 
publié  la  môme  année  dans  le  Journal  de  Crelle  et  dans  le  Jour- 
nal de  l'Ecole  Polytechnique,  Poisson,  après  avoir  rappelé  les 
théorèmes  d'EuIer  et  de  Monge,  ajoute  les  observations  suivantes  : 

«  Les  théorèmes  sur  la  courbure  des  surfaces  que  nous  venons 
de  rappeler  supposent  évidemment  que  les  tangentes  à  toutes  les 
sections  faites  par  cô  point  que  Ton  considère  sont  dans  un  même 
plan,  ou  autrement  dit  qu'il  n'y  a  en  ce  point  qu'un  plan  tangent; 
mais  il  existe  des  surfaces  où  le  plan  tangent  est  unique  et  où  ce- 
pendant ces  théorèmes  n'ont  pas  lieu.  En  ces  points  singuliers,  la 
direction  des  lignes  de  courbure  n'est  pas  indéterminée  comme 
dans  les  ombilics,  mais  leur  nombre  est  plus  grand  que  deux;  il 
peut  être  quatre  ou  six  ou  tout  autre  nombre  pair  et  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  est  susceptible  de  plusieurs 
maxima  et  minima  dont  le  nombre  total  est  toujours  égal  à  celui 
des  lignes  de  courbure.  » 

Je  me  propose  de  faire  voir  que,  lorsque  des  points  de  l'espèce 
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considérée  par  Poisson  se  rencontrent  sur  des  surfaces  algébriques, 
ces  poinls  ne  sont  pas  simples,  comme  l'expression  de  plan  lan- 
gent unique  pourrait  le  faire  croire.  Il  peut  arriver,  il  est  vrai, 
que  la  surface,  lieu  des  tangentes,  se  réduise  à  un  plan  double 
ou  se  décompose  eu  un  plan  et  des  cônes  imaginaires,  de  sorte 
que  les  tangentes  réelles  de  la  surface  sont  bien  toutes  dans  un 
même  plan.  C'est  pourquoi  il  m'a  semblé  utile  de  bien  préciser 
la  nature  de  la  singularité,  d'autant  plus  qu'il  résulte  de  ce  qui 
suit  que  les  théorèmes  de  Monge  et  d'Euler  s'appliquent  sans 
exception  à  tous  les  points  simples  des  surfaces  algébriques. 
Poisson  donnait  comme  exemple  les  surfaces  représentées  par 

l'équation 

iz  =  n1  sin  w6, 

n  étant  un  nombre  entier 5  s,  m,  S  des  coordonnées  semi-polaires. 
Le  rayon  de  courbure  étant  donné  par 

—  =  sinnO, 

K 

on  peut  disposer  de  u  pour  lui  donner  autant  de  maxima  et  mi- 
nima  que  l'on  veut.  Les  sections  normales  de  la  surface  sont  des 
paraboles  dont  le  sommet  est  à  l'origine  ;  les  tangentes  forment 
donc  un  plan.  Mais,  si  l'on  transforme  l'équation  en  passant  aux 
coordonnées  carlésiennes,  on  voit  que  l'origine  est  un  point  mul- 
tiple; l'axe  des  z  étant  une  ligne  multiple  de  la  surface  si  n>2. 
Pour  n  =  a  on  retrouve  le  paraboloïde  hyperbolique,  pour  n  =  1 
une  surface  qui  a  deux  nappes  tangentes  entre  elles  à  l'origine. 
L'équation  en  coordonnées  cartésiennes  et  l'équation  en  coordon- 
nées semi-polaires  ne  sont  donc  pas  équivalentes  en  général. 

2.  Sans  insister  davantage  sur  un  exemple  particulier,  repre- 
nons l'expression  générale  du  rayon  de  courbure  d'une  section 
normale 

—  =  r  cos2a  H-  -?.s  cosa  sina  -h  /  sin2a: 
K 

pour  que  11  soit  susceptible  de  plus  de  deux  maxima  ou  minima, 
il  faut  que  les  dérivées  partielles  r,  s,  t  de  z  dépendent  de  l'angle  a. 
C'est  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  en  un  point  simple  d'une  surface 
algébrique. 
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En  effet,  une  surface  algébrique  étant  représentée  pur  l'équation 

(i)  F(x,y,  z)  =  o, 

on  ne  peut  avoir  à  la  fois  en  un  point  simple 

dF  =  dF  _  dF  _ 

dx         1         dy  ~~    '         dz  ~~ 

Or,  si  l'origine  est  un  point  simple,  le  plan  langent  étant  le  plan 

des  xy,  on  doit  avoir 

p  =  o,        q  =  o. 

En  différent iant  l'équation,  (i)  on  trouve 

dF  dF  dF  dF 

puisque,  au  point  considéré,  p  et  q  sont  nuls,  on  a 

rfF  _  dF  _ 

dx  ~~    '  dy  ~~ 

et,  en  vertu  de  la  remarque  que  l'on  vient  de  faire,  il  faut  que 

dF 

//F 

De    plus  -T-  a    une    valeur    bien    déterminée    lorsqu'on    y    fait 

.r=j^  =  5  =  o,   puisque  c'est  un  polynôme  entier  par   rapport 
à  ces  variables. 

Pour  avoir  les  dérivées  r,  s,  /,  je  différent ie  les  équations  (a) 

/  d*F  d*F  md*F  dF 

'  d*      ^^dx-dl*-?1-!*    +rdz-  =  °> 

t     d*V  d*F  rf*F  rf*F         dF 

(3)       ^dxiïp^  ^w^^pdFdz^pqinr^s7n  =  ^ 

d*F  rf*F  md*F  dF 

7tyï     +  ** Tfrdï  +  «*  S*    '+-tdz-=0 

Les  équations  précédentes  donnent  pour  /*,  s,  t  un  système  de 
valeurs  unique  lorsqu'on  fait  x  =  }'  =  z  =  o;  car  les  coefficients 
des  inconnues  ont  une  valeur  déterminée  différente»  de  zéro;  les 

termes  indépendants  qui  se  réduisent  a  -r~r>  -, — t->  -tt»  musqué 

1  l  dx1     dx  dy     dz1     l         * 

p  et  q  sont  nuls,  sont  également  bien  déterminés,  puisque  ce  sont 
des  polynômes  en  xy  y,  z. 
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Les  points  singuliers  signalés  par  Poisson  sonl  donc  des  points 
multiples. 

3.  J'ajouterai  une  autre  remarque.  Poisson  dit  que  le  nombre 
total  des  lignes  de  courbure  est  toujours  égal  au  nombre  des 
maxima  et  des  miniina  du  rayon  de  courbure.  Il  peut  arriver  que 
le  premier  nombre  soit  supérieur  au  second. 

En  effet,  supposons  qu'en  un  point  multiple  quelconque  d'une 
surface  le  ravon  de  courbure  dune  section  normale  s'exprime  par 

en  remplaçant  les  coordonnées  cartésiennes  en  fonction  des  coor- 
données semi-polaires  dans  l'équation  connue  qui  donne  les  direc- 
tions des  lignes  de  courbure,  on  trouve  que  cette  équation  se 
transforme  en  la  suivante  : 

11  en  résulte  bien  que  les  sections  de  plus  grande  ou  de  moins 
grande  courbure  sont  des  lignes  de  courbure;  mais  il  peut  v  avoir 

des  valeurs  de  8  qui  vérifient  l'équation  -^  =  o  sans  rendre  o 

maximum  ou  minimum.  Le  nombre  des  lignes  de  courbure  peut 
donc  être  supérieur  à  celui  des  lignes  de  plus  grande  ou  moins 
grande  courbure. 

Pour  m'assurcr  qu'il  en  est  bien  ainsi  et  que  toutes  les  racines 
de  l'équation  en  H  donnent  des  lignes  de  courbure,  je  nie  sers  de 
la  méthode  dont  Poisson  s'est  servi  pour  le  cas  des  ombilics.  En 
général,  aucune  normale  MN  à  une  surface  n'est  rencontrée  rigou- 
reusement par  une  normale  voisine  M|N|,  quelque  rapprochés 
que  soient  les  points  de  la  surface  M,  M|  auxquels  elles  répondent. 
Si  l'on  appelle  A  leur  plus  courte  distance,  A  sera  du  même  ordre 
que  la  distance  u  des  deux  points  pour  une  direction  quelconque. 

Ce  qui  caractérise  une  ligne  de  courbure,  c'est  que  -  devient  in- 
finiment petit  en  même  temps  que  //. 

Or,  OZ  étant  normale  à  la  surface  considérée,  la  distance  A 
d'une  normale  voisine  à  OZ  est 
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p,  q*  x,  y  correspondant  au  pied  de  la  seconde  normale 

•^  _  9  cosO  — p  sinO 

et  enfin 

lim  -  =  T 


Donc  toutes  les  directions  0  qui  annulent  çp'(9)  donnent  des  di- 
rections de  lignes  de  courbure,  sans  qu'il  soit  nécessaire  que  la 
courbure  devienne  maxima  ou  mi  ni  ma. 

Soit,  par -exemple,  la  surface 

iz  =  m,(cos,8  -+-  a), 
on  a 

«g  =  COS,8  -h  2, 

-T5  s  =—  3  008*8  sin8. 
au  K 

La  section  d'azimut  6  =  -  n'est  pas  une  section  de  courbure 

maxima  ou  minima,  car  la  dérivée  ne  change  pas  de  signe;  mais 
cet  azimut  correspond  à  une  direction  de  ligne  de  courbure. 

On  peut  remarquer  encore  qu'il  résulte  de  l'expression  de  - 

que  le  plan  tangent  en  un  point  d'une  ligne  de  courbure  est  per- 
pendiculaire à  la  section  normale  correspondant  à  cette  ligne, 
comme  dans  le  cas  des  points  simples,  de  sorte  que,  d'une  façon 
générale,  les  lignes  de  courbure  sont  les  lignes  perpendiculaires 
aux  directions  conjuguées,  si  l'on  donne  de  ces  directions  la  défini- 
tion que  donne  Dupin  dans  ses  Développements  de  Géométrie. 

A.  Enfin,  si  l'équation  ^(8)  a  des  racines,  les  sections  correspon- 
dantes ont  des  courbures  nulles  :  on  peut  donc  les  considérer 
comme  déterminant  des  directions  de  lignes  asymptotiques. 

Donc,  les  lignes  asymptotiques  étant  données  par 

<p(8)  =  o 

et  les  lignes  de  courbure  par 

o'(8)  =  o, 

XIV.  2 
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si  le  théorème  de  Rolle  est  applicable  à  la  première  équation,  le 
nombre  des  lignes  de  courbure  est  au  moins  égal  à  celui  des  lignes 
asymptotiques,  car  deux  lignes  asymptotiques  sont  toujours  sépa- 
rées par  un  nombre  impair  de  lignes  de  courbure. 


Sur  la  recherche  de  deux  courbes  planes,  ou  surfaces,  dont 
les  points  se  correspondent  chacun  à  chacun,  à  la  fois  par 
homologie  et  par  polaires  réciproques  ;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  18  novembre  i885.) 

Le  problème  qui  fait  l'objet  de  cette  Note  a  déjà  été,  en  ce  qui 
concerne  les  courbes  planes,  posé  et  résolu  analytiquement  par 
M.  d'Ocagne  (*).  Nous  allons  en  donner  une  nouvelle  solution 
entièrement  géométrique,  et  nous  retendrons  ensuite  au  problème 
analogue  relatif  aux  surfaces. 

La  question  traitée  par  M.  d«'Ocagne  peut  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Trouver  dans  un  plan  deux  courbes  (C)  et  (C),  polaires  ré- 
ciproques par  rapport  à  une  conique  (K),  et  telles  que  la 
droite  joignant  un  point  quelconque  M  de  l'une  d'elles  au 
point  M!  de  contact  avec  l'autre  de  la  polaire  de  M  par  rap- 
port à  (K)  passe  par  un  point  fixe  O. 

Il  est  clair,  d'abord,  que  les  conditions  imposées  dans  cet 
énoncé  à  (C)  et  à  (C)  impliquent  l'homologie  de  ces  deux  courbes. 
En  effet,  soit  A  la  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  co- 
nique (K).  Puisque  les  points  M  et  M' sont  en  ligne  droite  avec  O, 
la  tangente  en  M  à  (C),  qui  est  la  polaire  de  M',  et  la  tangente 
en  M'  à  (C),  qui  est  la  polaire  de  M,  se  couperont  sur  A.  Par  con- 
séquent (C)  et  (C)  seront  homologiques  par  rapport  au  point  O, 
centre  d' homologie,  et  à  la  droite  A,  axe  d' homologie. 

Considérons  maintenant  le  point  T,  où  la  tangente  à  (C),  en  un 
point  quelconque  M,  coupe  A.  La  polaire  de  T  par  rapport  à  (K) 

(•)  Bulletin  de  la  Société  mathématique r  t.  XIII,  p.  20$. 
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est  OM,  puisque  cette  droite  contient  le  point  O,  pôle  de  À,  et  le 
point  M',  qui  est  le  pôle  de  MT.  Par  suite,  les  droites  MO  et  MT 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  droites  MA  et  MB, 
qui  joignent  le  point  M  aux  points  A  et  B  d'intersection  de  A  et 
de  (K).  La  courbe  cherchée  (C)  doit  donc  être  telle  que  la  tan- 
gente, en  l'un  quelconque  de  ses  points  M,  soit  conjuguée  harmo- 
nique de  MO  par  rapport  à  MA  et  à  MB(f).  Transformons  ho- 
mographiquement  cette  courbe,  en  faisant  coïncider  les  points  A 
et  B  avec  les  ombilics,  ou  points  communs  à  tous  les  cercles  du 
plan.  La  proportion  harmonique,  qui  se  conserve,  entre  les  droites 
MO,  MA,  MB  et  MT,  exprime  alors  que  la  tangente,  en  un  point 
quelconque  de  la  courbe  transformée,  est  constamment  perpendi- 
culaire à  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  Û  transformé  de  O. 

La  transformée  homographique  de  (C)  est  par  suite  un  cercle 
ayant  û  pour  centre,  et  la  courbe  (C)  elle-même  est  Tune  quel- 
conque des  coniques  tangentes  respectivement  en  A  et  B  à  OA 
et  à  OB,  c'est-à-dire  bitangentes  à  la  conique  (K),  en  ses  points  de 
rencontre  avec  la  droite  A.  La  seconde  courbe  cherchée  sera  la 
conique  polaire  réciproque  de  (C)  par  rapport  à  (K).  Nous  re- 
trouvons ainsi  le  résultat  que  M.  d'Ocagne  avait  obtenu  par  le 
calcul. 

Proposons-nous  maintenant  de  trouver  deux  surfaces  (S) 
et  (S'),  polaires  réciproques  par  rapport  à  une  quadrique(Q)) 
et  telles  que  la  droite  joignant  un  point  M  quelconque  de  la 
première  au  point  M'  de  contact  avec  la  seconde  du  plan  po- 
laire de  M  par  rapport  à  (Q)  passe  par  un  point  fixe  O. 

On  voit  immédiatement,  comme  pour  le  problème  précédent, 
que  les  surfaces  cherchées  doivent  être  homologiques  par  rapport 
au  point  O,  centre  d'homologie,  et  au  plan  polaire  II  de  O  par 
rapport  à  la  quadrique  (Q),  qui  est  le  plan  d'homologie.  D'ail- 
leurs, en  coupant  les  surfaces  (S),  (S')  et  la  quadrique  (Q)  par  un 
plan  quelconque  P  passant  par  le  point  O,  nous  obtiendrons  deux 
courbes  (C),  (C'),  et  une  conique  (K),  par  rapport  à  laquelle  (C) 
et  (O)  seront  polaires  réciproques,  en  même  temps  qu'elles  seront 


(*)  C'est  un  cas  particulier  des  courbes  anharmo niques,  qui  s'obtiennent,  comme 
nous  l'avons  fait  voir,  par  l'intégration  de  l'équation  de  Jacobi  (  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXYIII,  p.  1693  et  1837). 
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homolûgiques  par  rapport  au  point  O,  centre  d'homologie,  la 
droite  A  d'intersection  des  plans  P  et  II  étant  Taxe  d'homologie. 
Par  suite,  ainsi  que  nous  Pavons  démontré  plus  haut,  les 
courbes  (C)  et  (C)  seront  des  coniques  bitangentes  entre  elles 
et  à  la  conique  (K),  en  leurs  points  communs  d'intersection  avec  A. 
On  en  conclut  que  les  surfaces  cherchées  (S)  et  (S')  sont  des  qua- 
driques  circonscrites  à  la  quadrique  (Q),  le  long  de  son  intersec- 
tion avec  le  plan  II. 


Sur  une  suite  récurrente;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  18  novembre  i885.) 

1.  Le  sujet  traité  dans  le  présent  Mémoire,  quoique  élémen- 
taire par  le  fond,  se  prête,  comme  nous  espérons  le  faire  voir,  à 
des  développements  assez  curieux. 

Nous  y  envisageons  une  notion  nouvelle  qu'on  pourrait,  sans 
doute,  faire  intervenir  dans  d'autres  genres  de  questions,  et  dont 
voici  la  définition. 

Supposons  que  des  quantités  Qf,  Q2,  . ..,  Q«  dépendent  de 
certains  paramètres  />,  a,  6,  c,  . . . ,  le  nombre  n  de  ces  quantités 
étant  lui-même  fonction  des  paramètres  py  a,  6,  c,  . . .  : 

n  =  <p(/?,  a,  b,  c,  ...). 

Supposons  en  outre  que,  pour  chaque  valeur  de  p,  le  nombre  n 
ait  une  limite  supérieure  N  qui  dépende  uniquement  de  p, 

Si,  pour  un  certain  système  de  valeurs  de  />,  a,  6,  c,  . . . ,  on  a 

«p(/>,  a,  b,  c,  ...)=N, 

c'est-à-dire,  si  le  nombre  n  des  quantités  Q  a  la  valeur  maxima  N 
compatible  avec  la  valeur  de  p  considérée,  nous  disons  qu'il  y  a 
plénitude  des  quantités  Q. 

On  trouvera  dans  ce  petit  Mémoire  plusieurs  propriétés  nou- 
velles de  la  célèbre  suite  de  Fibonacci. 
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2.  Dans  une  suite  récurrente  proprement  dite  chaque  terme 
est  une  fonction  linéaire  et  homogène  d'un  certain  nombre  n  des 
termes  qui  le  précèdent  immédiatement. 

Une  telle  suite  est  définie,  en  outre  de  la  formule  ou  échelle  de 
récurrence,  par  les  valeurs  arbitrairement  attribuées  aux  n  pre- 
miers termes. 

Ainsi  la  suite  récurrente 

Uo,    Ui,     Ut,    t»35     •••>    Up,     ... 
est  définie  par  l'échelle 

et  par  les  valeurs  des  n  termes  initiaux.  U0,  U< ,  U2,  . . . ,  U^_, . 

Si,  conservant  la  même  échelle,  on  suppose  tous  les  termes 
initiaux  nuls,  à  l'exception  du  dernier  U„_i  pris  égal  à  i,  on  ob- 
tient ce  que  j'appelle  la  suite  fondamentale  de  la  précédente, 
suite  que  je  représente  par 

up  =  aUp-i  -4-  bllp-i  -+- ...  -H  lUp-n, 
Uq  =  O,  U\  =  O,  .  .  .  ,  Un-\  =  O,  tt/i-I  =  i  • 

Dans  ma  Théorie  élémentaire  des  séries  récurrentes  (*),  j'ai 
démontré  le  théorème  que  voici  : 

Le  terme  général  d'une  suite  récurrente,  à  échelle  à  n 
termes,  s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  de  n  termes 
consécutifs  de  sa  suite  fondamentale,  les  coefficients  de  cette 
forme  étant  des  fonctions  des  n  termes  initiaux  de  la  suite 
considérée. 

3.  Je  vais  rappeler  la  démonstration  que  j'ai  donnée  (2)  de  ce 
théorème,  pour  le  cas  d'une  échelle  à  deux  termes >  auquel  se  rap- 
porte la  présente  Note. 

Étant  données  la  suite  définie  par 

Up=  aUp-i-h  b\Jp-i 
et  les  valeurs  des  termes  initiaux  U0  et  U,,  considérons  la  suite 


(•)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  III,  p.  G5. 
( J  )  Loc.  cit.,  p.  7 1 . 
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fondamentale  définie  par 

up=  aup-i-+-  btip-i, 

et  posons,  pour  toute  valeur  de  py 

\p=Up—  UiUp. 
En  vertu  des  formules  précédentes,  on  voit  que 

Xp=  aXp-x-T-  b\p-t. 

D'ailleurs,  on  a 

V0=  U0   —  LTi*/<>=  U0, 
V,=  U,    -U,a,=o, 
V,=  aVt-f-   6V0=6t0. 

Ecrivons  alors  la  formule  de  récurrence  qui  lie  les  quantités  V, 
en  divisant  ses  deux  membres  par  6Ud, 


v, 

6U„ 

=  a  yp't  ■+■  b  V"~1 
6U,          611. 

Comme  nous  avons 

V, 
6U.  =0=0" 

6U.  =  ,=  a" 

us  en  déduisons 

V"  -u      • 

AU      —"p-tt 

par  suite, 

Up=z  Ui  up~\-  Vp=  Uia^-hôUpKp-i, 

formule  qui  traduit,  pour  le  cas  d'une  échelle  à  deux  termes,  le 
théorème  énoncé  plus  haut. 

Cette  formule  n'est  pas  sans  importance.  En  outre  des  applica- 
tions que  j'en  ai  données  dans  le  Mémoire  d'où  elle  est  extraite,  je 
l'ai  appliquée  depuis  dans  ma  Note  Sur  une  série  à  loi  alter- 
née (  ■  ). 

La  présente  Note  a  pour  but  d'en  développer  une  nouvelle  ap- 
plication. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XII,  p.  78. 
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4.  J'établirai   auparavant  quelques   propriétés  de  la   suite   de 
Fibonacci,  dont  j'aurai  besoin  au  cours  de  ce  travail. 
On  sait  que  cette  suite  est  définie  par 

u0  =o,        i*i  =  i , 

U/t—  Up-i-h  Up-i. 

C'est  donc  une  suite  fondamentale.  Écrivons-en  quelques  termes 

//..  M,.         //,.         M,  M4.         Ms.         //,.  llj.  Ma.  Mf.  H,9.  M,,.  M,,.  M,,.  M|4. 

o      i       i       a      3      5      8      i3      ai       34       55      8g      144      a33      377 

On  peut  prolonger  cette  suite  au-dessous  de  u9  au  moyen  d'in- 
dices négatifs,  et  je  dis  que  l'on  a 

(a)  u-p=(—i)P+iup. 

Supposons,  en  effet,  la  formule  vraie  pour  les  indices  p  —  1 
et  p  —  2.  Nous  avons  évidemment 

U-p  =  —  U-(p-i)  ■+■  U-(p-t) 

=  —  (— I^Mfi-I-HC— ly-1  "/>-!  =  (-  O^HWp-l-»"  W/»-l)==(-  l)P+lUp. 

Or  la  formule  se  vérifie  pour  p  =  o  et  />  =  i.  Elle  est  donc 
établie. 

L'équation  génératrice  de  la  suite  de  Fibonacci  est 

(3)  x* — x —  1  =  o, 

dont  les  racines  sont 

i-hv/5 


,,=  - 


positive  et  supérieure  à  1, 

1  — v/5 

X\  =  > 

•2 

négative  et  inférieure  à  1  en  valeur  absolue. 
On  a,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

*Ç  —  xÇ 

Xi  —  X\ 

D'après  cela,  on  peut  écrire 

>    M/  =   =  

^m  X±  —  X%  X\  — 


Up 


xt 

—  (<+'  —  xÇ+^-hXiXtix';—  X'j)  +  Xt  —  .Ij 
(Xt  —  Xt){Xx  —  l)(Xt—\ 
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Or,  x%  el  x2  étant  racines  de  l'équation  (3),  on  a 


(*,  — i)(:r,  — 1)=  — i; 


par  suite, 


V?  x?+1  — arÇ+»        arf—  xÇ 


1  =  0 


ou,  d'après  la  formule  de  définition, 
(4)  2«/=W|i+i— i. 


1  =  0 


Cherchons  maintenant  à  effectuer  la  somme 
i=P 

X(~~ lYui=  ^o—  «i-H  w«—  Mj-+-  1*4 — ..  .-h(—  iV'aj 


1  =  0 


Elle  peut  s'écrire,  en  vertu  de  (2), 

—  ( k0 ■+-  w-i  -+-  w_t -+■  m-j  -+-...-*-  it-p ) ; 

par  suite, 

i=P  i=P 


1=0 


î=0 


Pour  cette  somme,  on  trouvera,  comme  précédemment,  en  re- 
présentant par  x\  et  x2  les  racines  de  l'équation 


(5) 


x*  -+-  ar  —  1  =  0, 


i=p 


2M-/  = 


i=0 


g't  x't(x'{  —  x'f)  —  (x'f+i  —  x'f+i)  -h  ar;  —  ^ 


Ici,  d'après  (5),  on  a 


X  a   £F  • 


=  —  I ,         (x\  —  i)(a?',  —  1)  =  1 , 


et,  par  suite, 


i=p 


2M-'  =  — 


x'f+i-x'f-" 


1=0 


«F 1  -^  X 1 


x'P—x'f 


or,       a?. 


=  —  a_(p-4_t)  —  M_p  -4-  1  =  —  a-  (p-i)  •+- 1 


Donc 

i-p 


(6)  2(-0'««/  =  (-0*«*-i-i. 


/=0 

Le  rapprochement  des  formules  (4)  et  (Ci)  fait  voir  que,  si p  est 
impair,  on  a 

•  *=0  «  =  0 

et,  si  p  est  pair, 

i=.p  i  =  /»-»-  S 


2M/  =  —     2     (~I)/W/~  2. 


1  =  0  1  =  0 


J'établirai  enfin,  au  sujet  de  la  suite  de  Fibonacci,  une  dernière 
formule  dont  j'aurai  besoin  plus  loin. 
On  a 

Up    =      xÇ-xÇ      =      '  aUt/ 

Laissant  t  fixe,  faisons  croître />  indéfiniment;  *r2  étant,  en  va- 
leur absolue,  inférieur  à.r,,  on  a  limf  —  )      =  o,  et,  par  suite, 

(7)  lim  — —  =  x\. 

Up-l 

5.  Je  vais  maintenant  aborder  le  problème  que  j'ai  en  vue  dans 
cette  Note,  et  qui  est  le  suivant  : 

Entre  deux  quantités  données,  en  insérer  un  certain  nombre 
d y  autres,  telles  que,  dans  la  suite  ainsi  obtenue,  chaque  terme 
soit  égal  à  la  somme  des  deux  précédents. 

Soient  a  et  6  les  quantités  données.  Supposons  6  >  a.  Il  s'agit 
d'insérer,  entre  a  et  6,  p  quantités  af,  a2,  . . . ,  ocp  telles  que,  quel 
que  soit  *",  et  en  posant  a0=  a7  aLp+t  =  6,  on  ait 

D'après  la  formule  (1),  on  aura 

b  —  %p+x  =  ai  Up+t  -f-  aupy 
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up  et  up+{  étant  les  termes  d'indices  p  et  p  -+-  1  dans  la  suite  de 
Fibonacci.  De  là,  on  lire 

b  —  aup 

La  formule  (i)  donne  encore 

b —  aup                          bui  —  aiUpUi — ttn+|U/-i) 
a/=  «i  ut -+-  aui-x  = ut~\-  aui-x  =  — ■ L- ^ c— ! • 

Les  quantités  a  et  6  étant  quelconques,  nous  pouvons  faire 
a  =  M|,  6  =  «y,+2«  Nous  avons  alors  a/.i  =  iij.  Donc 

___  a^-4-i tx/-t  —Ujjup ut-i  —  ap-n M/-Q 

it/  __  — — — — — ^— — — — — -^^— — — ^ 

ou,  puisque  u{  =  i, 

M/H-l  «*/  —  Mp-Hî  M/-1  =  —  (  Up  M/-,  —  Up+t  Ui-t  ). 

Faisant  décroître  simultanément  les  indices  p  et  / ,  on  a  succès- 
sivement 

Up+X  Ut—  Up+%  M/_,  =  —  (  Up  Ui-x  —  Up+x  ui-i) 

=  Up-xUi-î—  UpUi-S 


=  (—  I  )/+l  (  Up-i+l  Ux  —  Mp-/-»-j  Mo  )  =  (—  1  )*+l  "p-/-«  î 

par  suite, 

Mp  M,—  M^,  l*/_i  =  (—  l)'-»"1  Up-i+%. 

Remarquons  en  passant  que  c'est  là  une  propriété  intéressante 
des  nombres  de  Fibonacci  (*),  propriété  dont  la  généralité  exige 
la  considération  des  termes  à  indices  négatifs  qui  ont  été  définis 
plus  haut.  Grâce  à  cette  formule,  la  valeur  de  a*  peut  être  mise 
sous  la  forme 

but-h  a(—  iyup+x-i 


(8)  «,= 


u 


p-f-i 


Remarquons  que  les  termes  n<*  et  up+\-i  sont  équidistants  des 
extrêmes  dans  la  suite 

Uq,       U),        Mj,        .  ..,        Up-x,       Upy       Up+\, 

ce  qui  permet  de  retenir  très  aisément  la  formule. 

■  ■  i 

('  )  Pour  i  =  p,  cette  formule  donne  a*  =  u^t  uf  .,  -h(—  i)?+l. 


-  27  — 

0.  Le  problème  est  résolu  ;  nous  allons  le  discuter  en  supposant 
a  et  b  positifs. 

a  et  b  étant  positifs,  on  voit  que  tous  les  termes  à  indice  pair 
sont  nécessairement  positifs. 

Les  termes  d'indice  impair  sont  positifs  à  partir  du  terme  a2A+i  < 
tel  que 

il  y  a  alors  A*  termes  négatifs. 

En  particulier,  si 

^  b 

tous  les  termes  sont  positifs.  Si  de  plus 

bu\  —  aup 

ces  termes  vont  continuellement  en  croissant  de  a  à  b.  Or,  puisque 
m i  =  i ,  celte  condition  peut  s'écrire 

b>a(up+up+i) 
ou 

Il  ne  peut  y  avoir  de  termes  négatifs  que  dans  la  première  moi- 
tié de  la  suite.  En  effet,  si  le  terme  a2A+i  est  dans  la  seconde 
moitié,  on  a  forcément 

Up-ik 


«m-i-i 


<ii 


b  » 

et,  comme  -  >  i ,  a  fortiori, 

CM* 


Up-tk  ^  b 

ce  qui  démontre  la  proposition  avancée. 

7.  Nous  allons  maintenant  chercher,  pour  une  valeur  donnée, 
le  nombre  maximum  de  termes  négatifs  que  peut  renfermer  la 
suite  considérée. 

Supposons  d'abord/?  impair,  p  =  a/i  -f- 1. 
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Il  existe  alors  un  terme  du  milieu,  pour  lequel  Ui=  up+^i\  la 
valeur  de  ce  terme  peut  donc  s'écrire 

(b  zha)ui 


qui  est  nécessairement  >  o. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer  suivant  que  n  est  pair  ou  impair. 

i°  n  pair.  —  Le  terme  du  milieu  est  ocw+|.  Le  terme  précédent 
ot„  étant  à  indice  pair  est  nécessairement  positif.  Le  terme  le  plus 
haut  qui  puisse  être  négatif  est 

bu„_t  —  <*u„+t 
»•-!  = 

Pour  qu'il  soit  négatif,  il  faut  que 

>  -  • 

u>n-\       a 

Il  y  a  alors  -  termes  négatifs. 

2°  n  impair.  —  Le  terme  le  plus  haut  qui  puisse  être  négatif  est 

bun—  aun+t 

Il  le  sera,  lorsque 

Un+i  .    b 
un         a 

et  il  y  aura  alors  — - —  termes  négatifs. 

Supposons  maintenant  p  pair,  p=  in.  Il  n'y  a  pas  de  terme 
du  milieu.  Deux  cas  à  considérer  : 

i°  n  pair.  —  Le  plus  haut  des  termes  qui  puissent  être  négatifs 

est 

bun-i —  aun+.t 
««-m  = 

11  est  négatif  pour 

Un-l         a  ' 

et  il  y  a  alors  -  termes  négatifs. 

2°  n  impair.  —  Le  nombre  des  termes  négatifs  est  maximum 
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lorsque 

an  =  

est  négalif,  c'est-à-dire  lorsque 

n  -+- 1 


et  ce  nombre  maximum  est 

a 

Si  Ton  compare  les  quatre  cas  qui  viennent  d'être  envisagés,  on 
voit  que  l'on  peut  énoncer  cette  proposition  générale  : 

Si  l'on  insère  p  termes  entre  a  et  b,  et  que  l(  -  )  représente 

le  plus  grand  nombre  impair  inférieur  ou  égal  à  la  partie  en- 
tière du  quotient  de  p  par  2,  la  suite  aura  son  nombre  maxi- 
mum de  termes  négatifs  si 


>5' 


"'(S) 


i(fU. 

et  ce  nombre  sera  -^ — 


Ce  nombre  peut  encore  s'exprimer  d'une  autre  façon.  Repré- 
sentons par  E(-)  la  partie  entière  du  quotient  de  N  par  2  et, 

ainsi  que  nous  l'avons  fait  dans  une  autre  Note  ('),  par  G(  —  )  la 

différence  N  —  E(-VNous  voyons  alors  que  le  nombre  maxi- 
mum de  termes  négatifs  peut  dans  tous  les  cas  s'exprimer  par 


m 


De  là,  on  déduit  cette  formule 


!Êh: -„[!$]. 


(■)  Voir  Bulletin  de  la  Société'  matliématique  de  France,  t.  XII,  p.  87. 
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Faisons,  par  exemple,  a  =  i,  b  =  4>  p  =  12.  Nous  avons 

,  +  ._i(£)  =  .i 

—  =  -7-         qui  est         >  -  ou  4. 
wf         5  ^  a 

Donc  la  suite  considérée  aura  son  nombre  maximum  de  termes 
négatifs  et  ce  nombre  sera 

Effectivement,  cette  suite  est,  par  application  de  la  formule  (8), 

a.  0C|.  QCf  *••  <*«•  a5-  &«•  <*,.  CX|.  Ot*.  GC|9.        GC||.         Ot,,.      h 

.      __.U-0      J>JL     __JL1_     AL. L.     AJL     _i*       _t*       11»      1|_1      l£*     AU.     / 

1  133       IliS  133        ISS  133        133       Ï3Ï       ÏTÏ       1ÎT      TT3        133        13  3       * 

Elle  a  bien  trois  termes  négatifs,  et  il  ne  saurait,  pour  p  =  12, 
y  en  avoir  davantage,  puisque  le  dernier  terme  de  la  première 
moitié  de  la  suite  est  a0,  qui  est  forcément  positif,  comme  ayant 
un  indice  pair, 

8.  Nous  poserons  ici  la  définition  qui  a  été  généralisée  au  début 
de  cette  Note,  définition  qui  est  indispensable  à  la  facilité  du  lan- 
gage. Lorsque,  pour  une  valeur  donnée  de  py  la  suite  possède  le 
nombre  maximum  de  termes  négatifs  correspondant  à  cette  va- 
leur de  p}    nombre  qui  est,   ainsi   que  nous  l'avons  vu,  égal  à 

i(£W. 

^'À  ' y  nous  dirons  qu'il  y  a  plénitude  de  termes  négatifs. 

Nous  allons  faire  une  étude  spéciale  de  la  plénitude. 

A  cet  effet,  nous  distinguerons  quatre  cas,  comme  précédem- 
ment. De  plus,  nous  conviendrons,  pour  abréger  l'écriture,  de 
poser 


+  1 


=  v 


Il  y  aura  donc,  pour  des  valeurs  données  de  />,  a  et  6,  pléni- 
lude  ou  non,  suivant  que  Kp  sera  supérieur  ou  inférieur  à  -• 
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Premier  cas.  —  p  est  de  la  forme  \n. 
Kp  est  alors  donné  par  la  formule 


Je  dis  que  ce  rapport  croît  constamment  avec  p,  c'est-à-dire 
que 

En  effet,  cette  inégalité  peut  s'écrire 

x\n~i —  x\n~l       x\H+x  —  x\n+l  ' 

Chassant  les  dénominateurs  (qui  sont  positifs),  réduisant  et  te- 
nant compte  de  ce  que  xtx2  =  — i,  on  met  bien  aisément  cette 
inégalité  sous  la  forme 

i  <#}  +  #}. 

Elle  se  trouve  ainsi  vérifiée;  car,  en  appliquant,  pour  l'expo- 
sant 5,  à  l'équation 

x1  —  x  —  i  =  o 

la  formule  qui  fait  connaître  la  somme  des  puissances  semblables 
des  racines  d'une  équation  ('),  on  trouve 

avj-*-  x\  =  ii. 

Ainsi  donc,  Rp  croît  en  même  temps  que  p.  On  trouve,  en 
effet, 

p.  Rp. 

4  3 

8  4 

ii  4,2 

16  4i23o7... 

20  4,2352... 


up 


-  +  « 


Dans  — — >  l'indice  supérieur  surpassant  l'indice  inférieur  de 


t 


(')  Voir  Serret,  Cours  d'Algèbre  supérieure,  t.  I,  p.  t\bo\  5'  édition. 
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trois  unités,  on  a,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

lim  Ry,  =  x\  =  4 , *36o3 . . . . 

Donc,  si  -  >#%  on  ne  peut  avoir  pour  aucune  valeur  de  p, 

de  la  forme  4n>   R^>  ->  et,  par  suite,  pour  aucune  de  ces  va- 
leurs,  il  ne  peut  y  avoir  plénitude  de  termes  négatifs. 

Si,  au  contraire,  -  <  3,  pour  toute  valeur  de  p  de  la  forme 

4/1,  on  a  R/)>  ->  et,  par  suite,  pour  chacune  de  ces  valeurs,  il  y 
a  plénitude  de  termes  négatifs. 
,  Si  -  est  compris  entre  3  et  x*y  la  plénitude  a  lieu  pour  toute 

valeur  de  p  supérieure  à  celle  pour  laquelle  on  a,  pour  la  première 

fois, 

up 

up  a 

-—1 

1 

Il  est  curieux  de  remarquer  l'extrême  rapidité  avec  laquelle 
croît  le  nombre  des  valeurs  de  p  pour  lesquelles  la  plénitude  a 
lieu. 

Ainsi,  pour  -  <  3,  ce  nombre  est  nul,  et  pour  -  >  2  -f-\/5 
ou  4>?36o3...,  ce  nombre  est  infini.  D'ailleurs  ce  nombre  croît 

avec  une  rapidité  d'autant  plus  grande  que  -  se  rapproche  davan- 
tage de  2  -4- y  5. 

Nous  allons  mettre  ce  fait  plus  en  évidence.  Pour  cela,  calcu- 
lons  les  intervalles   de    valeurs  de  -r>  à  l'intérieur   desquels   le 

nombre  des  plénitudes  possibles  reste  le  même,  c'est-à-dire  les 
intervalles  tels  que  R^+4 —  R^>.  Puisque/?  =  4^?  on  a 

Réduisant  au  même  dénominateur,  effaçant  les  termes  qui  se 
détruisent  et  tenant  compte  de  ce  que  xt  jt2  =  —  1,  on  met  cette 
différence  sous  la  forme 

r  r   _  __î£±£|-! -    s*~' 

k^-  kp_  ^  +  ^____  _  _ —, 
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Sp  désignant  la  somme  des  puissances  pifim**  des  racines  de  l'é- 
quation 

x1  —  x  —  i  =  o. 

On  a,  par  application  d'une  formule  connue  (*), 


S„=n-/> 

(9) 

( 


p(p  —  [X  — Q(/?  —  \L  —  2  )...(/>  —  2|*-4-  l)  ^_ 

I  .  '2  ...  {X 


en  prolongeant  ce  développement  jusqu'à  ce  qu'il  s'arrête  de  lui 
même;  par  conséquent, 

S,=   3, 

donc, 

io 


.* — R»= 


P+  P         t     ■     -     ■      P(P  —  Z)    ,  P(P  —  [l-l)(/>-a  —  2)...  (/>  —  2[X-f-l) 

4  "+"  P  "+- H...-+- — — 

*  1.2  1.2.  .  .(JL 

et  l'on  voit  que  cet   intervalle  décroît  rapidement  lorsque/?  aug- 
mente. 


Deuxième  cas.  —  p  est  de  la  forme  4ft  +  i  • 
R,,  est  donné  par 


HP  = 


u~:p\  miw--i 


Ici  encore,  on  a 

H/i<  R/j+4» 

c'est-à-dire 

~t/i+3 ~l/n-s  r*n  +  * ~l/i+s 

Zl *  s*       l  —      * 

ji«--i #,,"~1    ***  xta+l x*n+i 

que  l'on  ramène  à 

x\-+-  x\  <x\  +  x\, 

inégalité  vérifiée,  puisque 

t\-^xI  —  3 

et 

X\-*~  X\  =x  l8. 


(»)  Loc.  ctV. 

XIV.  3 


D'ailleurs,  on  trouve 


p.  Rp. 

5  5 

9  6,5 

i3  6,8 

17  6,8461... 


Dans  -^"-    l'indice   supérieur   surpasse    l'indice   inférieur  de 
quatre  unités;  on  a  donc,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

limRp  =  x\  =  6,854o3. . .. 

On  déduit  de  ce  qui  précède  que,  si  -  >  .rj,  on  ne  peut  avoir 

plénitude   de    termes   négatifs   pour  aucune  valeur  de  p  de   la 
forme  \n~\-\ . 

Si  -  <^  5,  il  y  a  plénitude  pour  toute  valeur  de  p  de  la  forme 

4n  -+-  1 .  ïnutile  d'ajouter  que  pour  la  valeur  p  =  1  qui  rentre  dans 

cette  forme,  il  ne  peut  y  avoir  de  terme  négatif,  car  la  suite  est 

alors 

a,     b  —  a,     b. 

On  peut  répéter  ici  les  remarques  faites  sur  le  cas  précédent- 
on  trouve,  par  un  calcul  analogue, 

Rp          S* —  Sj 
/H-V  —  K/i  =  ^ — «- 

Op-l  ■+-  Oj 

OU 
H  R    = ]* 

P*~*        ''     4  ,  {p      ,),   </»  —  'M/»--4)   |  _  ]   (/>-i)(/>-t*— V(p-[L-'S)...(p-*\i) 

F  Là  ""  1.2.  .  .(JL 

Troisième  cas.  —  p  est  de  la  forme  4  «4-  2. 
Ici,  l'on  a 

/>= • 

Le  rapport  R,,  va  encore  en  croissant,  attendu  que 

«.2/I  +  2  <r«l/l  +  î  r.îW4-i  ,ylW  +  4 

a__\ x»  ^   u  1  •*  f 

rî«-t-|  r2«+l    "^    rl«  +  3 r*/Ji-3 


ou 


car 


On  a,  en  effet 
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—  (Xt  H-  Xt  )<  X\  -f-  T\ , 

>jr»3  _'        T%    —m     i 

**   a      r^  •*  <t  •- J  il* 

0  i ,  ) 

i  o  if6 

i.j  i,6i538.. 

18  1,6176 


La  limite  de  Kp  est,  d'après  la  formule  (-), 

limR,,  —  n  =  1 ,6i8o3 

Donc,  si  -  >X\,  il  n'y    a  plénitude  de  termes  négatifs  pour 
aucune  valeur  de  p  de  la  forme  ^n  -f-  2. 

h 

Si  -  <  1,0,  la  plénitude  existe  pour  toute  valeur  de  p  de  cette 

forme. 

Pour  la  valeur  p  =  2,  qui  rentre  dans  ce  cas,  il  ne  peut  y  avoir 
de  terme  négatif;  car  la  suite  est  alors 

b  —  a       b  -+-  a        . 

a.     »     9     b. 

2  a 

Les  limites  i,5  et  xt  =  1 ,6i8o3. ..,  entre  lesquelles  varie  -> 

pour  que  le  nombre  des  valeurs  de  p  donnant  plénitude  passe  de 
l'infini  à  zéro,  sont,  on  le  voit,  extrêmement  rapprochées. 
Elles  différent  d'un  peu  plus  de  o,  1.  On  trouve  d'ailleurs 

R  R    -    S»-*-St 

ou,  d'après  la  formule  (9), 

R^-Rv  ^ ? 

'     /-.->.  ip-t~*KP  —  n  ,       ,  {p  —  *Kp  —  n-t-ij—t/j  — m-t-3) 

.}  -r-(  p  -+-  *)H -t-...-: 

I  .  31  I  .  9. .  .  .  JX 

Quatrième  cas.  —  p  est  de  Informe  ^n  -f-  3. 
Le  rapport  Ry,  est  donné  par 

R'/i/»-4-'» 
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II  va  en  croissant,  en  vertu  de  l'inégalité 


X* 


1/1+1 -rJn+f  ^   t«1»+J  _  .y.îrt+J  ' 


OU 

*  ^,  3'|  ~T~  J^my 

qui  est  vérifiée,  puisque,  d'après  la  formule  (9),  on  a 


En  effet,  on  trouvé 


p  V 

3  2 

7  2,5 

11  2,6 

■5  ?,6i53.. 

19  2,6176.. 


et,  à  la  limite,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

lim  Rp  =  x\  =  2,61802. . . . 

En  conséquence,  si  -  >  x2n  il  n'y  a  plénitude  de  termes  néga- 
tifs pour  aucune  valeur  de  p  de  la  forme  ^n  H-  3. 

Si  -  <  2,  il  y  a  plénitude  pour  toute  valeur  de  p  de  cette  forme. 

Or 

Enfin,  dans  ce  cas,  on  trouve 


9p+1  -r-  ?>î 

ou,  d'après  la  formule  (9), 
R/m-4 —  Hp= 


5 


,  ,  ,n  ,  ,v  ,  (/?-hi)(/>-2)  (/»-*- i)(/»  —  f*)-(#»  —  aii-»- a) 

V^  7  1.2  1.2...J1 

De  l'examen  des  quatre  cas   qui   précèdent  résultent   les    re- 
marques générales  suivantes  : 

I.  Si  -  <  1 , 5,  il  y  a  plénitude  de  termes  négatifs  pour  toute 
valeur  de  p. 


riW 


MMlMHMriÉ 
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II.  Si  -  >  x\  =  - —  =  6,854o3.  . . ,  cette  plénitude  n'a 

lieu  pour  aucune  valeur  de  p. 

Entre  ces  limites  extrêmes  : 

III.  Si  -  >jc,= =  i ,  6 1 8o3 ....  la  plénitude  n'a  lieu 

pour  aucune  valeur  de  p  de  la  forme  /\n  -+-  a. 

IV.  Si  -  >  x2  =  — — — -  =  2, 6 1 802 ....  la  plénitude  n'a  lieu 
pour  aucune  valeur  de  p  des  formes  /\n-\-i  et  4n-\-Z. 

V.  Si  -  >  x]  =  a  -\-  y/5  =  4>  236o3 . . . ,  la  plénitude  n'a  lieu 

CL 

pour  aucune  valeur  de  p  des  formes  4«  -f-  2,  4«  -+-  3  et  \n. 
Et  aussi  : 

VI.  Si  -  <  a,  t7  7  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 
des  formes  ^n  -f-  3,  ^n  et  /\n  -\-  \. 

VII.  Si  -  <  3,  //^  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 

CL 

des  formes  fin  et  4#  -t-  1  • 

VIII.  *Sï  -  <  5,  il  y  a  plénitude  pour  toutes  les  valeurs  de  p 
de  la  forme  4  n  -f-  1 . 

Exemple.  —  Prenons  a  =  1 ,  6  =  4,  c'est-à-dire  -  =  4- 

D'après  la  Remarque  IV,  la  plénitude  de  termes  négatifs  ne 
peut  avoir  lieu  pour  aucune  valeur  de  p  de  Tune  des  formes 
4/î-f-2  et  4^4-3.  D'après  la  Remarque  VIII,  elle  aura  lieu  pour 
toute  valeur  de  p  de  la  forme  4n  -+-  *  • 

Quant  aux  valeurs  de  p  de  la  forme  4ny  la  plénitude  aura  lieu 
pour  toutes  celles  de  ces  valeurs  qui  sont  supérieures  à  la  pre- 
mière d'entre  elles  pour  laquelle  on  a 

--f-S 


19  p 


S'    l> 


t 
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c'est-à-dire  à  partir  de  p  =  1 2.  Pour  p  ■=.  8,  on  a  R^,  =  4  î  ily  a 
un  terme  nul;  mais  nous  ne  comptons  pas  les  termes  nuls  comme 
négatifs. 

On  peut  donc  dire  : 

Sia  =  i,  6=4,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
quil  y  ait  plénitude  de  termes  négatifs  est  que  p  soit  ou  de  la 
forme  kny  n  étant  supérieur  ou  égala  3,  ou  de  la  forme  4^  -M  • 

9.  Nous  allons  maintenant  opérer  la  sommation  de  la  suite 
obtenue  en  intercalant,  comme  il  a  été  dit,  p  termes  entre  les 
nombres  a  et  6;  nous  représenterons  cette  somme  par  S^.  En  po- 
sant, comme  précédemment,  a  =  a0,  &  =  a/,_H,  nous  pourrons 
écrire 

La  formule  (8)  donne  alors  immédiatement 

i  =  p-+-l                                         i  =  p  +  l 
b     2      a/+(—i)|M-la     ^     (—  I)'l«/ 
q i—O  i  —  0  


up+-l 

ou,  en  vertu  des  formules  (4)  et  (6), 

,      ,                           «         biiip^—  i)+a\up-*-(—  iV] 
(io)  oP= 

Comme  l'on  a 

M#H-3  =  Up^-jH-  Mp-H, 
I£|i        =  Up+i —  #/»-+-!  » 

on  voit  que  cette  formule  peut  encore  s'écrire 

_  (6  -H  q  )**,,+, -t-  (  &  —  q)^^  —  [6  —  (—  i)/»a] 

10.  Il  nous  reste  un  dernier  point  à  examiner  :  Que  devient  la 
suite  considérée  lorsque  l'on  fait  croître  indéfiniment  le 
nombre  p  des  termes  insérés  entre  a  et  6? 

Pour  nous  en  rendre  compte,  nous  allons  replier  la  suite. 
Voici  en  quoi  consiste  cette  opération.  Si,  numérotant  la  suite  à 
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rebours,  nous  écrivons 

nous  pourrons  écrire  la  suite,  en  plaçant  l'un  au-dessous  de 
l'autre  les  termes  équidistants  des  extrêmes 

a0»        *1>        aî>         •••»        *f»        •••» 

3o»     pli     Pi»      •  •  •  »     P/>      •  •  •  » 

ces  deux  lignes  étant  prolongées  jusqu'au  milieu  de  la  suite.  S'il 
existe  un  terme  du  milieu,  nous  l'inscrirons  indifféremment  dans 
Tune  ou  l'autre  des  deux  lignes. 

Nous  avons,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

bu/-*-  ai—iYtip+i-t 

%i  = » 

Q        bup+t-t-*-a(—  i)p+»-'h/ 

43/  =  • 

Up+i 

Faisons  croître  indéfiniment  le  nombre  p.  Le  nombre  des 
termes  dans  chacune  des  deux  suites  (a)  et  ((3),  dont  la  réunion 
constitue  la  suite  considérée,  croît  indéfiniment.  De  plus,  on  a 
évidemment,  «étant  une  quantité  fixe, 

hm =  o 

up+i 

et,  en  vertu  de  la  formule  (7), 

hm  -'- =  — r; 

Up+l  x\ 

donc 

(-i)'a 


lima/  = 


x\ 


l"nft  =  -7; 


*! 


et,  à  la  limite,  la  suite  repliée  est  formée  par  la  juxtaposition  des 

deux  suites 

a  a  (—  iV'rt 


f  f  A  •  •  •  •  •  •  • 

Xt  X*  -'  ' 

/,  ; 

h 


*i  *\  x{ 

b  b  b 


^  m     »     • 
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Ainsi  donc  la  limite  de  la  suite  se  compose  de  termes  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs,  décroissant  de  a  jusqu'à  zéro  et  ne 
dépendant  que  de  a  et  de  termes  positifs  croissant  de  zéro  jusqu'à 
fr,  et  ne  dépendant  que  de  b. 

Si  nous  représentons  par  S  la  limite  de  la  somme  S^,  nous 
aurons 


Or 


par  suite. 


1 

-...  j-+-  bl  1-+- 

1 

h 

xx 

i 

-■)- 

a 

î 

-+- 

b 
i 

î 

*•? 

î 
1  H 

î 

~"xx 

i 

I 

\  —  xt 

=  J^l  t 

s  = 

—  -t- 

bxx 
x%  —  \ 

a(x 

■l  — 1) 

r-S  

+  bx\ 
xx 

• 

Mais,  x%  étant  racine  de  x-  —  x  —  î  =  o,  on  a 


x\=-  Xl-hly 

x\  —  xt  =  i  ; 

donc  enfin 

S#=  a(xt  —  î) -1-6(^-4-1). 

C'est  d'ailleurs  ce  que  donne  directement  la  formule  (io').  En 
eflel,  remarquant  que,  d'après  la  formule  (7).' 

I1111  — - —  =  .r|, 

on  a 

S  =  {b  -f-  a)Xi-T-(b  —a): 

c'est  la  formule  précédente. 

Pour  terminer,   nous  ferons  la  remarque  suivante  : 
Etant  connue  la  suite  de  Fibonacci,  on  pcul  très  aisément  cal- 
culer une  puissance  quelconque  x?  de  xt,  en  fonction  de  x%. 

En  effet,  posons  U0=i,  Uf  =  xx  et,  d'une  manière  générale, 
\JP  =  xps.  Comme  nous  avons 

nous  en  déduisons,  en  multipliant  les  deux  membres  par  .r^~", 

v     -  v     .  •  r 
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Donc,  par  application  de  la  formule  (i), 

U;i  =  xxup-\-  up-\, 
c'est-à-dire 

Tf(  —  X\  Up-\~  Up-\. 

De  là,  nous  déduirons  une  remarquable  conséquence  relative- 
ment à  la  suite  de  Fibonacci.  En  effet,  l'égalité  précédente  se 
démontre  pour  .r2  comme  pour  xK  ;  donc 

Multiplions  ces  deux  égalités  membre  à  membre,  en  tenant 
compte  de  ce  que  ^^2~  —  i ,  xK  -f-  x.Â  =  i  ;  il  vient 

(—  |  )P  =  —  ujt  -¥-  H*.  !  -4-  Up  W,,_i 
OU 

tipitp-i  =  h},—  wj_,  h-  (—  i;/', 

c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  termes  consécutifs  de  la 
suite  de  Fibonacci  est  égal  à  la  différence  des  carrés  de  ces 
deux  termes  augmentée  ou  diminuée  de  l'unité  suivant  que 
V indice  du  plus  élevé  de  ces  termes  est  pair  ou  impair. 


Sur  un  problème  de  Fermât;  par  Paul  Tannery. 

(Séance  du  2  décembre  1880.) 

i.  Diophante  ramène  un  de  ses  problèmes  (V,  25)  à  la  re- 
cherche de  trois  triangles  rectangles  en  nombres  (f)  tels,  que  le 
produit  des  trois  hypoténuses  par  les  trois  hauteurs  soit  un 
nombre  carré. 

11  se  donne  ensuite  l'un  des  trois  triangles,  soit  (5,  3,  4)î 
comme  la  hauteur  de  ce  dernier,  .\%  est  un  carré,  il  reste  donc  h 


(')  On  appelle  ainsi  un  groupe  de  trois  nombres  (a,  b,  c),  entiers  ou  fraction- 
naires, tels  que  a1=bi-^c7;  a  est  l'hypoténuse  du  triangle  rectangle,  b  sera  la 
base,  c  la  hauteur. 


-  i±  - 

chercher  deux  triangles  {a%b%c%)y  («a^sC*),  tels  que 
(i)  atCi=  5a*  c*. 

Le  reste  du  problème  est  corrompu. 

Bachet  a  donné  de  la  première  des  deux  questions  une  solution 
assez  élégante  que  Cossali  a  traduite  depuis  en  langage  algé- 
brique, mais  qui,  n'étant,  bien  entendu,  nullement  générale,  ne 
s'applique  pointa  la  forme  spéciale  (i)  à  laquelle  conduit  le  texte 
de  Diophante. 

Fermât  s'est  proposé  la  divination  de  la  solution  perdue,  mais 
il  y  a  été  moins  heureux  qu'ailleurs  (').  Au  lieu  de  s'attacher  au 
texte  même,  il  a  abordé  le  problème  a  priori  d'une  façon  qu'on 
peut  représenter  comme  suit  : 

Soit  à  traiter,  en  général,  le  problème 

(2;  axcx=ma1cl\ 

d'après  la  théorie  des  triangles  rectangles  en  nombres,  on  peut 
poser 

at=p*-±-<j*n        c,  =  ipq, 

as  =  r*  -H  s',  Cj  =  «2 rs , 

p,  7,  /\  s  étant  des  indéterminées. 

Si  l'on  suppose  d'ailleurs  r=/?,  l'équation  (2)  deviendra 

(3)  ÇiP*—  7*)  =  ms(p*+s*). 

d'où 

p*=  1 

r  ms  —  q 

Dans  ses  transformations  subséquentes,  Fermât  a  commis  une 
erreur  de  signe,  en  sorle  qu'il  résout  le  problème  de  rendre  carré 

le  nombre >  et  non  pas  le  problème  qu'il  s'était  posé.  Il  a 

reconnu  ensuite  son  erreur  et,  sans  donner  d'autres  explications, 
s'est  contenté  d'affirmer  qu'il  avait  résolu  généralement  la  ques- 
tion et  d'en  donner   une  solution  particulière,  pour  m  =  5,  en 


(')  La  solution  de  Diophante  a  été  reconstituée  d'après  le  texte  de  Bachet  par 
le  traducteur  allemand,  Schulz  (Berlin,  1832):  elle  repose  sur  un  artifice  tout 
particulier  et  ne  peut  conduire  aux  nomlue*  indiques  par  Fermât. 
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nombres  assez  grands  pour  que  l'on  ne  pût,  dit-il,  imputer  leur 
découverte  au  hasard  (').  Ces  nombres  sont  les  suivants  : 

«,=  {8543669109,        bt—  36083779309,        cx  —  32472275*80, 
«1=4263675*2938,        bt=  {1990695400,        cj=    739^200038. 

2.  Il  est  difficile  de  révoquer  en  doute  l'affirmation  de  Fermât, 
qu'il  a  résolu  généralement  le  problème;  cependant  il  peut  y  être 
arrivé  en  abandonnant  la  voie  qu'il  avait  d'abord  essayée  et  en 
retrouvant  soit  l'artifice  de  Diophante,  soit  quelque  autre  sem- 
blable. 

Si  en  effet,  dans  l'équation  (3),  on  substitue 

q  =  mt(x  -4-  i),        s  =  l(x  -+-  /?**),        p  —  ty* 
on  arrive  à  l'équation  indéterminée 

(4)  or* — 3m'a?— /«'(m'-f- 1)  =%v*> 

qui,  sous  sa  forme  générale,  est  incontestablement  rebelle  à  toutes 
les  méthodes  de  Diophante  et  de  Fermât  que  l'on  connaît. 

Mais  il  est  certain,  d'un  autre  coté,  que  c'est  au  contraire  en 
suivant  sa  première  voie  que  Fermât  a  obtenu  les  nombres  qu'il  a 
donnés.  Si  l'on  calcule  en  effet  les  nombres  générateurs  de  ces 
triangles,  il  vient 

^  =  r  =  2o57o3,        7  =  78930,        *=  17973. 

Ainsi  nous  retrouvons  l'hypothèse  fondamentale  p  =  r,  qui 
conduite  l'équation  (4). 

Il  m'a  paru  intéressant  d'appeler  sur  cette  difficulté  l'attention 
des  mathématiciens. 

En  nous  bornant  d'ailleurs  au  cas  spécial  où  m  =  5,  sur  lequel 
ont  porté  les  calculs  de  Fermât,  l'équation  (4)  devient 

(5)  x* — 754? — 650=/*; 

nous  rencontrons  une  nouvelle  complication. 

Il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  nous  avons  une  solution 


(')  QuaL'stionein  ipsam  Diophantapam  nos  i  te  ru  m  examini  suhjicientes  et  mc- 
thodurn  nos  tram  sedulo  consulentcs  tandem  generaliter  solwmus.  Kxemplum  tan- 
tum  subjiciemus  confisi  numéros  ipsos  salis  indicaturos  non  sorti,  sed  arli  solu- 
tioncm  dcberi. 


_  41  - 

immédiate  (jj  =  /•  =  i ,  q  =  2,  5  =  1).  A  la  vérité,  elle  ne   permet 
pas  de  construire  |les   triangles  demandés  par  Diopkante;  mais, 
avec  la  méthode  de  Fermât,  une  première  solution  en  donne  une 
infinité  d'autres  par  voie  de  dérivation  successive. 
Comme,  en  général, 

ma  —  s  m*—  1 

x  =  ni  — - >  y  =  mp > 

ms  —  q  *  L   ms  —  q 

cette  solution  immédiate  correspond  au  couple  de  valeurs 

En  substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

x  =  i5  -+-  t'j 

le  terme  constant  devient  le  carré  (4°)2?  et  l'équation  transformée 
peut  être  traitée  d'après  la  méthode  de  Diophante.  On  obtiendra 
ainsi  une  seconde  valeur  ;r2=^-\  d'où  l'on  pourra  déduire  les 
triangles  suivants,  satisfaisant  au  problème  de  Fermât  : 

a\  =  87125,        &!=    7923,        Ci=  86764, 
rtj  =  4G3a5,        bt  =  32877,        Cj  =  32636. 

Or  ces  nombres  sont  certainement  déjà  assez  compliqués  pour 
que  Fermât  les  eût  sans  doute  donnés,  s'il  avait  fait  la  même  dé- 
duction, d'autant  qu'elle  est  une  application  d'une  de  ses  mé- 
thodes. D'autre  part,  sa  solution  numérique  n'a  certainement  pas 
été  obtenue  par  cette  voie;  car,  si  l'on  poursuit  la  recherche  des 
solutions  suivantes,  on  arrive  presque  immédiatement  à  des 
nombres  beaucoup  plus  élevés  que  ceux  qui  correspondent  aux 
triangles  de  Fermât. 

La  façon  dont  il  a  obtenu  les  nombres  générateurs  de  ces 
triangles  reste  donc  un  mystère,  et  il  peut  être  permis  de  penser 
que,  quoi  qu'il  en  ait  dit,  il  aura  été  aidé  par  le  hasard  dans  une 
certaine  mesure. 

Je  ne  prétends  point  au  reste  traiter  la  question  à  fond;  je  me 
bornerai  aux  quelques  indications  suivantes  pour  épargner  des 
tentatives  inutiles  à  ceux  qui  voudraient  l'aborder. 

Si  (par  une  restriction  spéciale)  on  pose 
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en  même  temps  que 

l'équation  (5)  prend  la  forme 

zk —  A  z* —  B  =  iuz*-h  u*. 

D'après  les  valeurs  numériques  et  la  solution  de  Fermât,  B  -f-  u2 
se  trouve  un  carré,  et,  si  Ton  pose 

B+a*=  v*z*, 

on  trouve  s?  =  ?>,. 

L'équation  proposée  se  ramène  dès  lors  à 

z*  —  iuz  —  A  —  v*  =  o, 
où 

u2 -h  A  -r- 12=  «•*, 
et  l'on  prendra 

z  =  u  -+■  w. 

Si  Ton  se  donne  v>  =  2,  on  trouvera  d'ailleurs  que,  pour  obtenir 
ainsi  la  solution,  À  et  B  sont  soumis  à*  une  double  condition;  si 
au  contraire  on  cherche  à  déterminer  v  de  manière  à  obtenir  la 
solution  en  conséquence  de  cette  détermination,  on  tombe  sur  une 
équation  beaucoup  plus  complexe  que  la  proposée. 


Sur  V hypercycle  et  la  théorie  des  cycles  polaires; 

par  M.  Dautheville, 

Maître  de  Conférence*  à  la  Faculté  de  Montpellier. 
(Séance  du  17  février  1886.) 


I.  —  Problèmes  préliminaires. 

Nous  adopterons,  dans  ce  qui  va  suivre,  des  coordonnées  rec- 
tilignes  et  rectangulaires. 

Un  cycle  est  déterminé  par  les  coordonnées  de  son  centre  et 
son  rayon.  On  sait  que  le  rayon  d'un  cycle  est  positif  ou  négatif 
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suivant  le  sens  dans  lequel  on  suppose  parcouru  par  un  point  mo- 
bile le  cercle  au  moyen  duquel  on  définit  le  cycle. 

Considérons  une  semi -droite  1)  (fig>  i).  Menons  par  l'origine 
une  parallèle  à  la  droite  correspondante,  et  prenons  la  région  A 


sur  laquelle  se  déplacerait  un  mobile  qui  s'éloignerait  de~l*origine 
en  marchant  dans  le  sens  qui  correspond  à  la  semi-droite  donnée. 

Soit  w  l'angle,  moindre  que  t,  que  fait  A  avec  OX;  et  soit  a/ 
l'angle,  moindre  que  tt,  que  fait  A  avec  OV.  Chacun  de  ces  angles 
est  déterminé  par  son  cosinus.  Soient  a  =  cosoj,  [3=  cosco'.  On 
aa2+P2  =  i.  Réciproquement,  deux  quantités  données  a,  j3,  vé- 
rifiant la  relation  a2  -f-  [32  =  i,  peuvent,  être  considérées  comme 
les  cosinus  d'une  semi-droite  A.  Cela  posé,  la  semi-droite  D  sera 
déterminée  par  les  cosinus  a,  [3,  et  sa  distance  à  l'origine  p.  Ces 
trois  quantités  sont  les  paramètres  de  la  semi-droite. 

Soit  un  point  M  ayant  pour  coordonnées  {x,y)  et  une  semi- 
droite  D  ayant  pour  paramètres  (a,  fi,  p).  La  distance  de  M  à  D 
est,  par  définition,  le  rayon  du  cycle  de  centre  M  tangent  à  D. 
On  voit  sans  peine  que  cette  distance  d  est  donnée  par  la  formule 

suivante  : 

d  —  ,3.r  —  av  -4-//. 

Etant  donnée  une  courbe  décrite  dans  un  sens  déterminé,  les 

cosinus  directeurs  de  la  semi-droite  tangente  au  point  (jr,  v)  sont 

donnés  par  les  formules 

Os  r.       Os 

a  —  -     ,         ,5  —  ---. 
O.r  •  ily 

s  désignant  Tare  de  courbe  compris  entre  une  origine  fixe  et  le 
point  (xfv)i  arc  pris  avec  le  signe  -\-  ou  le  signe  — ,  suivant  qu'il 
est  dirigé  dans  le  sens  suivant  lequel  la  courbe  est  supposée  décrite 
ou  bien  en  sens  contraire. 
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Problème  I.  —  Etant  données  les  semi- droites  A,  A',  B, 
trouver  les  paramètres  de  la  conjuguée  harmonique  de  B, 
relativement  à  A,  A'. 

Prenons  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  rencontre  de  A 
et  de  A',  Taxe  de  x  suivant  celles  des  bissectrices  des  droites  A,  A', 
qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  tangents  aux  deux  semi- 
droites,  l'axe  des  y  suivant  l'autre  bissectrice,  et  choisissons  les 
directions  positives  des  axes,  de  manière  que  0.r,  tournant  de 
droite  à  gauche,  vienne  coïncider  avec  Oy  après  une  rotation  de 

l'angle  -• 

On  sait  comment  on  construit  la  semi-droite  cherchée  B'.  On 
décrit  le  cycle  O'  {fig*  a),  tangent  aux  trois  semi-droites  données 

Fig.  2. 


A,  B7,  B;  la  sécante  qui  joint  le  point  O  au  point  de  contact  b  de  B 
coupe  le  cycle  en  un  second  point  b'.  La  tangente  au  cycle  au 

point  b'  est  la  semi-droite  cherchée  B'.  Cela  posé,  soient  y/i  —  À*2, 

Ar,  o  les  paramètres  de  A;  — y/i  —  À'2,  Â\  o  ceux  de  A';  a,  [3,  p 
ceux  de  B;  et  enfin  a',  j3',  p1  ceux  de  B'.  Le  rayon  /•  et  les  coor- 
données x,  y  du  centre  du  cycle  tangent  à  A,  A',  B  seront  déter- 
minés par  les  équations 

kx  —  ^ i  —  k%y  —  r  =  o, 

kx  -+-  /i 


k*y  —  r  =  o, 


Q 


ç»x  —  ty  -+-  p   —  r  =  o, 


qui  donnent 


r  =  o. 


r-       P 

'    ~    k  -  fi 


kp 

r  =rz  - 

A  -  fi 


--   iS  — 
B'  étant  tangente  au  même  cycle,  on  a 

?   A_£      p       Â-? 

Ainsi  la  question  sera  résolue,  si  Ton  détermine  a',  jî'. 

Remarquons  que,  si  l'origine  des  coordonnées  est  au  centre  d'un 
cvcle,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  ce  cycle  au  point 

m  Y  jp 

M(x,  y)   sont   déterminés   par  les    relations   cl=—>   [3  = -• 

En  effet,  si  r  >  o,  désignons  par  cp  l'angle  formé  par  le  rayon  OM 
avec  OX',  angle  compté  dans  le  sens  direct.  On  aura,  en  prenant 
l'origine  des  arcs  au  pointer  =  o,  x  —  --  r. 


j-ro,         x  —  —  rcoso.         v  =  rsins, 


d'où 


dx       àjr  ào  i  r 

a  —-——--♦-—  /•  sino  •  -  —  smo  —       =— , 
*«        do  Os  *    r  '  r 

r         ày        ày  ào  i  x 

o  =  -7-  —  -; — c-  =■  rcoso*-  =  cos©  — • 

*         as        do  as  *     r  *  r 

Si  r  est  négatif,  désignons  par  o  l'angle  formé  par  OM  avec  OX, 
angle  compté  dans  le  sens  rétrograde,  et  prenons  l'origine  des  arcs 
au  point  y  —  o,  x  —  —  r.  On  aura 


$  —  —  rs,         x  =  —  rcoso,         v  =  —  rsins; 


J'où 


àx        àx  ào  (       1  \ 

a  =  —  = '-  —       r  sm  c  •  { \  — 

os        do  os  *    \      r/ 


Y 
sino  —        — , 

r 


ày        ày  ào                           (       1  \                                x 
=  -^  =  -î-  -- ^  —  —  r  cos  o  •  1 1  —       cos  o  — 


0        dv        ày  ào  /       1  \ 

8=  —  =  -^--^—  —  r  cos*  •  ( )  r 

r        <>s         a©   ds  *    \      r] 


cos  o  — 

r 


D'après  cette  remarque,  la  question  se  réduit  à  trouver  les 
coordonnées  de  b\  l'origine  étant  en  O'.  Les  cosinus  d'une  semi- 
droite  sont  les  mêmes  par  rapport  aux  axes  OX,  OV  et  par  rap- 
port aux   axes    O'X,    O'Y.    Les    coordonnées   de   b  sont   donc 


P 


1 


x  =  —  râ,    y  =  roi;   et   celles  de  O.  x  — —  .  '    Q*    1=0.    Lî 

*  A    -  -   3 

droite  06  a  pour  équation 

a(  kx  —  d 

Les  abscisses  des   points  de   rencontre  de   cette  droite  avec  le 
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cercle  O'  sont  racines  de  l'équation 

ou 

(i-+-  **  —  ik$)x*  +  ikr<i*x—  pr*[?(i  -t-  **)  —  ik]  =  o. 

L'une  des  racines  étant  ( —  r[3)  et  l'autre  ( —  /*£'),  on  a 


d'où 


**_£(,+-*«) 


1-+-A*  —  ik$ 

L'ordonnée  du  point  V  étant  a'r,  on  a  ensuite 

nr      U\+.k*)$k  —  nk*        1 

d'où 


a  r 


a  = 


1  +  **  —  **£ 
Enfin  on  a  trouvé 

on  en  tire 


P       \->rk*-ik$ 

Les  paramètres  cherchés  sont  donc 

(,-*»)»  Q,_aXr  — (i-4-Ar^p  (1  — X:»)P 

*'  i-h**-2*(d'       p"     i-h**  —  **p  '       ^~       1 -+- **  —  zkf 

Problème  II.  —   Connaissant  les  paramètres  a,  (3,  p  d'une 
semi-droite  relativement  à  un  système  d'axes,  trouver  les  pa- 
ramètres a',  P',  />'  de  la  même  semi-droite  relatifs  à  un  autre 
k  \ystème  d'axes. 

Soient  «,  b  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport 
au  premier  système  d'axes,  et  soit  w  l'angle  que  font  les  directions 
OX,  OjX|  (angle  compté  dans  le  sens  rétrograde).  On  obtient 
xiv.  4 


—  50  — 
aisément  les  formules  suivantes  : 

«   a  =  a'  cos  u>  —  Ji'  sin  w. 
(  2  )  *  jî=a'sina> —  ^' cos  eu, 

{  p=  -pa  +  *'b+p': 

Sa'  =       a  coscu  -4-  Ji  sin  u, 
3'  =■  —  a  sin  w  —  ji  cosco, 
f />'  =       jia  — a6-h/>. 

Problème  III.  —  Etant  données  deux  semi- droites  P,  P', 
deux  autres  A,  A',  y  mi  50/1 1  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port aux  premières,  et  enfin  une  semi-droite  B,  trouver  les 
paramètres  de  la  semi-droite  B',  qui  est  conjuguée  harmonique 
de  B  par  rapport  à  A,  A'. 

Prenons  les  axes  de  coordonnées  relativement  à  P,  P\  comme 
nous  avons  fait  dans  le  problème  I.  Désignons  par  les  notations 
suivantes  les  paramètres  considérés  : 

P...        v^1  —  k*y  ^'«  °         A...    a,   {J,  p  B...    a,    ji,   q 

P...    —  y/7^7*,  *,  o  A'...    a',  3\/>f     '    B'...    l\  ji\  9'. 

a',  ?',/>'  s'expriment  en  fonctions  de  a,  jî,/>  par  les  formules  (1). 
Si  Ton  transporte  l'origine  des  coordonnées  au  point  de  rencontre 
de  A,  A',  les  nouveaux  paramètres  seront 

A...     a,  {i,  o:       A'...     a',  3',  o:         B. . .     À,  jx,  qx\       Br...     À',  ji',  y'j. 

Prenons  maintenant  comme  axe  des  x  la  bissectrice  des  semi- 
droites  A,  A',  et  comme  axe  O  y  la  perpendiculaire  avec  les  mêmes 
conventions  relativement  aux  directions  positives  des  axes.  Soient 
les  nouveaux  paramètres 

A...     at,.  £,%  o;  A'...    al%  JJ',.  o; 

B...    a,,  j*,.  9,:        B'. ..    a',,  jx',,  y;. 

Soit  co  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  Ox  dans  le  sens  rétro- 
grade pour  Tamener  sur  Ox,.  <o  est  défini  par  les  conditions 

?  =  ?  1  •  X!   =  —  »i  • 

c'est-à-dire,  d'après  les  formules  (3), 

3  cos  w  —  a  fin  to  —  3'  cos  eu  —  a*  sin  tu. 


V  I 

—  ;>I  — 

On  en  déduit 

3  —  3' 
tangto  =  !- —t* 

Les  formules  (i)  donnent 

_    '-     _       ('  —  *2)*        __    aA«(A  — S) 
*       a_a        n-A-i-aAp     "  t  +  k*  —  ùy 

q       «*_q       **-(i-*-*»)P  _  2(Â--p)(Â-3-Q 

Delà 

A3  —  i                               *p  — i  Aa 

tangco  =  — S >        sinto  = — —    r «        rnmi)  = 

**  v/i-4-At  —  2A:p  y'*-1-*'  —  aA? 

Cela  posé,  les  formules  (i)  donnent 


X«  —  l^pî  — «pu*!' 
1  '         i  +  Pf  — aPtfJL,   ' 

n> — _2L*?« 

et  les  formules  de  transformation  (?,) 

X'  =  X'j  costo  —  |i',  sin  to,         jjl*  =  X',  sinto  -+-  \x\  cosco. 

i°  Calcul  de  V.  —  Le  numérateur  de  V  est 

(i  —  ??)Xj  costo  —  2 pi  sin co  -h(i  -+-  Pf  ) H-i  sinto 

OU 

(X|  costo  H-  {ii  sin  to)  —  Pî(\i  costo  —  pi  sinto)  —  api  sin  eu 

ou 

X  cos*to  -h  a(i  sin  to  costo  —  X  sin'to  —  Xpj  —  2p{  sinto 

ou 

X(cos*to  —  sin'to  —  p}  )  -+-  2  fx  sinto  costo  —  api  sinto. 

Remplaçant  maintenant  sinto,  costo,  j3|  par  leurs  valeurs  res- 
pectives 

Aa  A-f$  —  i 

COStO=  »  SintO  =r 

v/i  ■+■  A*  —  aArp  /i  +  A«  —  aAp 

oc 

pi  =  3  costo  —  i  sinto  = 


v/i-4-A-î  —  aAp 


:>2  - 


on  obtient  finalement 


À  [  (  A-^  —  i  )  a»  —  (  A-  p  „  ,  )t  ]  h-  ^  g(  A:  p  —  i  )  (  X-  ;jl  —  i  ) 


i-t-A*  —  iAp 


La  démonstalion  de  V  est 


ou  bien 


On  a  donc 

X'  = 


I-+-  35—  2p,fl, 


2a(X-^  —  i)X  —  2Âg»fji-Hi  -h  Â»-+a»  —  2Aft 


2*(Â(i  —  i)X  —  «lAraV-4-1  "+"  **  H- a*  —  2 A {i 


2°  Calcul  de  u.'.  —  Le  numérateur  est 

(1  —  p{)À|Sinu>-f-2J3i  cosio  —  (  1  -+-  Pî  )  fJt|  costo 


ou 


(X!  sinu>  —  fXi  cosio)  —  Pf(X|  sinw  -+-  \L\  cosu>)  -h  2pi  cosu>, 
qui  devient,  en  réduisant, 

Le  dénominateur  est  lemême  que  pour  V;  on  a  donc 

,=  2*g[(A-3-i)X-ha]-+-[(A-ft  —  pi  —  (X-«-4-i)g']{jL 
**  2*(À-3  — i)X  —  2À-a«|i -+- n-*' -+-**  — *A? 

3°  Calcul  de  ql .  —  Dans  le  système  initial  de  coordonnées,  le 
point  de  rencontre  des  semi-droites  A(a,  |3,/?)  et  A'(a',  P',//)  a 
pour  coordonnées 


X 


pn  —  ip 


J  = 


/»y-p/>' 

aji'— (Sa 


r  > 


ou  bien,  en  ayant  égard  aux  formules  (1), 


x  = 


p(i  —  k*) 
*-P 


>"  = 


/:/>(!  —A3) 


On  a  donc 
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Or,  par  les  formules  (i), 


*=-      ~^g' 


1-+-PJ  —  a^fJL! 

ou  bien,  en  désignant  par  D  le  dénominateur  commun  de  a'  et 

de|x', 

_      (A— p)tyi 
9x- D 

On  a  donc,  pour  déterminer  g',  l'équation 

f/,(,_*î)  A^i-A?) 

_     (Ar-3)»r    />d-^)       a^o-*?)       i 

- — d— r  /-?  ~   au--?)  "^r 

ce  qui  donne,  toutes  réductions  faites, 

-(A:--?)»?  ■4->i/>(A'-p)(A--lx) 
q        '2*(A  £  —  i)X  —  2A  a*j2  -f-  i  -+-  A-«  -+-  a«  —  ik :$  ' 

On  a  donc  les  formules  suivantes  : 

l        —        2a(/,  ^  —  i)X  —  2Âa*{x-h  i  +  Ar*-+-  a*  —  ik  p 

1     ,_  2Agf(A?-i)X-j-g]-+-[(A[3  —  i)«  —  (X-»-4-i)g»]tJL 
^  'j  **  ~~        2a(A:fi  —  i)X  —  2  A- a*  fi -h  i -+- A:* -+- a«  —  a*p       ' 

-(A-  P)*7-4-2/>(A--P)(A--{jl)         ^ 
2ï(  A :p  —  i)X  —  iktfp  -h  i  -+-  A*  h-  a*  —  2 A- fT 


II.  —  Équation  tangentielle  de  l'hypercycle;  propriétés,  principales 

qui  s'en  déduisent. 

Considérons  trois  semi-droites  P,  P',  D  et  un  cycle  R.  Consi- 
dérons une  quatrième  semi-droite  A.  Appelons  A'  la  conjuguée 
harmonique  de  A,  relativement  à  P,  P;  D'  la  conjuguée  harmo- 
nique de  D,  relativement  à  A,  A'.  Si  Ton  veut  déterminer  A  de 
manière  que  D'  soit  tangente  au  cycle  K,  on  aura  deux  relations 
seulement  entre  les  trois  paramètres  de  A,  à  savoir  la  relation  fon- 
damentale a2  -+-  [32  =  î,  et  la  relation  qui  exprime  que  la  distance 
à  D'  du  centre  de  R  est  égale  au  rayon  de  ce  cycle.  Il  y  a  donc 
une  infinité  de  semi-droites  A  jouissant  de  cctle  propriété.  L'en- 
veloppe de  ces   semi- droites  est    une   courbe    de   direction   que 


-  54  - 

M.  Laguerre,  qui  Ta  étudiée  le  premier,  a  nommée  hypercycle  ('  ). 
La  relation  qui  exprime  que  D' touche  le  cycle  K  est  précisément 
l'équation  tangentielle  de  rhypercycle.  Les  formules  que  nous 
avons  établies  plus  haut  vont  donner  cette  équation  d'une  manière 
presque  immédiate. 

L'hypercycle  est  défini  par  les  deux  semi- droites  P,  P*,  ap- 
pelées fondamentales,  la  semi-droite  D  et  le  cycle  K. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  bissectrice  des  semi-droites  fonda- 
mentales (lieu  des  centres  des  cycles  tangents),  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire,  les  sens  positifs  des  axes  étant  définis  comme 
au  problème  I.  Soient  les  paramètres  donnés 

P...    )/i  —  A*,  À\  o;         P'...    —  )/i  —  &*,  k,  o; 
D...     X,  jx,  q\  K...     a,  6,  r. 

Soit  une  tangente  à  la  courbe  A(a,  j3, />).  A'  étant  la  conjuguée 
harmonique  de  A  relativement  à  P,  P,  et  D'  la  conjuguée  harmo- 
nique de  D  relativement  à  A,  A',  si  Ton  désigne  par  V,  u/,  g*  les 
paramètres  de  D',  on  doit  avoir 

a  jx' —  6X'-~-  g' —  r  =  o. 

Remplaçons,  dans  cette  relation,  ),,  u/,  q*  par  les  valeurs  four- 
nies par  les  formules  (4),  et  nous  aurons  l'équation  tangentielle 
de  rhypercycle.  On  obtient 

(5)    Aa*-r-2KBap  —  iC/>p—  iBa  —  2  KD  3  h- 2  KC/>  —  (i  — K*)D  =0, 

où 

A  —  *K(a  -r-  ixr)  —  a(atx-f-  b\  )KS  —  b\  —  crtx  —  r  -r-  7, 
B  =  K(  a  X  —  b  jx  )  —  b  —  X  r. 


D  =  aix-i-6X  —  q  —  / 


C  =--  K  -  ;x, 


L'équation  que  nous  venons  de  trouver  peut  encore  se  simplifier 
par  un  choix  convenable  d'axes  de  coordonnées.  Nous  conserve- 
rons pour  le  moment  la  forme  précédente,  qui  suffit  à  donner  les 
propriétés  fondamentales  de  rhypercycle  et  permet  d'établir  la 
théorie  des  cycles  polaires. 


(•)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  mars  et  avril  i883. 


Théorème  I.  —  Les  tangentes  à  Uhypercycle  se  groupent 
deux  à  deux,  de  manière  à  former  un  système  harmonique 
avec  les  semi-droites  fondamentales. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  A,  A'  interviennent  d'une  manière 
symétrique  dans  la  définition  de  la  courbe.  On  peut  d'ailleurs  dé- 
montrer le  théorème  par  le  calcul,  a',  [3',  p'  désignant  les  para- 
mètres de  A',  on  a 

*?'-■  =  HJrVp-o,    *'=Ll^-!*>     *-?'=-^<*-p.», 

i £1  (i 12  \i 

/>'=-^-jj^-/>,  ,-j-Â»-2*p'^U     D      }    ,  D  =  1-4- *«-**£, 

et  Ton  voit  que  l'équation  de  la  courbe  reste  vérifiée,  si  aux  quan- 
tités (A: (3  —  i),  ...  on  substitue  (kfi —  i),  . . .'. 

Deux  tangentes,  telles  que  A,  A',  sont  dites  tangentes  conju- 
guées. On  peut  construire  géométriquement  autant  de  couples  de 
tangentes  conjuguées  que  l'on  veut.  Cela  résulte  des  remarques 
suivantes. 

Etant  donnés  deux  cycles  C,  C,  désignons  par  a  et  té  les  points 
où  ils  touchent  une  de  leurs  tangentes  communes;  par  6,  U  leurs 
points  de  contact  avec  l'autre  tangente  commune;  par  a,  jî  les 
points  milieux  des  segments  aa\  bb'.  Le  cycle  R,  qui  touche  les 
tangentes  communes  aux  points  a,  j3,  est  appelé  le  cycle  moyen 
des  deux  cycles  C,  C.  On  dit  que  c'est  le  symétrique  du  cycle  G 
relativement  au  cycle  K. 

Supposons  que  les  cycles  considérés  soient  déterminés  par  les 
paramètres  suivants  :  C(a,  b,  r);  C'(a',  b\  r');  K(an,  b"y  r").  Il 
est  évident  que  Ton  a 

q  +  ff'            ,„       h-hù'             ,       r-hr 
a  = y         0  =  ?         r  =  • 


2  '2 


Soient  deux  semi-droites  P,  P'.  Soient  A,  A'  deux  semi-droites 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  premières.  Enfin  soient 
B,  B'  deux  semi-droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
A,  A'.  Je  dis  que,  si  C  désigne  le  cycle  tangent  à  P,  F,  B,  et  C  le 
cycle  tangent  P,  P',  B7,  le  cycle  moyen  de  C  et  de  (7  sera  tangent 
à  A  et  A'.  Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  A,  par  exemple, 
louche  ce  cycle.  Prenons  pour  axe  des  x  la  bissectrice  de  P,  P'.  et 
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la  perpendiculaire  pour  Or,  comme  nous  l'avons  déjà  fait.  Soient 


P...  y7* —  *2>  k>  °>        A...     a,    p,  />;         B. . . .    X,    p.,    g. 

P'...     _ /73^i,  X-,  o;         A'...     a',  p', />';        B...     X',  jjl',  q'. 

a',  ^',  p1  s'expriment,  en  fonction  de  a,  (3,  /?,  au  moyen  des  for- 
mules (i),  et  )/,  p/,  q'  au  moyen  des  formules  (4).  Les  paramètres 
du  cycle  C  sont 


ceux  de  C 


q  kq 


et  enfin  ceux  de  C" 

i\k  —  jx        A*  —  (1/ 
11  suffit  de  démontrer  que  Ton  a  identiquement 

•2   \  A"  —  JJL  k JX  /  ^  2  \  K  —  fA  k  —  \L  / 

ou  bien 

p-* 


(f^  +  f^?)+'-°- 


Or  on  a,  en  désignant  par  D  un  diviseur  commun  de  q'  et  de  jx',. 

D(X  —  ;jl')  =  2k<x(k$  —  i)X  —  2Â«aV  H-  Â:(i  -+-  **  4-  a*  —  *X-p) 

—  2^a(Xp  — i)X  — 2A:a«  — (X'P  — i)»(x-+-(^H-i)a«(x, 

D(X-[x')  =  (A:-p)nX--!JL). 
De  là,  en  tenant  compte  de  la  dernière  formule  (4), 

X'  —  [x'  A:  —  jx  ^  £  —  p' 

y     ,     y'     _    */» 

X-fx       A  —  jx'  ~~  X  —  j3'' 

p-x- 


(  7-2 h  j-2 — p  )  -4- /?  =  o,  c.  Q.  F.  D. 

\X— ;x        k—\xj 


Il  est  dès  lors  évident,  par  analogie,  que  A  et  A'  sont  aussi  tan- 
gentes au  cycle  moyen  des  cycles  inscrits  dans  P,  B,  B'  et  P',  B,  B'. 
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Deux  cycles  n'admettant  que  deux  tangentes  communes,  on  déduit 
de  là  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Etant  donnés  deux  couples  de  semi-droites 
P,  P',  et  B,  B',  on  construit,  de  la  manière  suivante,  les  deux 
semi-droites  qui  forment  un  système  harmonique  avec  P,  P', 
ainsi  qu'avec  B,  B7.  Construisons  le  cycle  moyen  des  cycles 
inscrits  respectivement  dans  P,  P',  B  et  P,  P',  B',  puis  le  cycle 
moyen  des  cycles  inscrits  respectivement  dans  B,  B',  P  et  B, 
B',  P',  les  tangentes  communes  à  ces  deux  cycles  moyens  seront 
les  semi-droites  cherchées. 

Appliquant  cette  remarque  à  l'hypercycle,  on  aura  autant  de 
couples  de  tangentes  conjuguées  qu'on  le  désirera.  Soient,  en 
effet,  P,  P'  les  semi-droites  fondamentales,  D  et  K  la  semi-droite 
et  le  cycle  donnés.  Menons  à  h.  une  tangente  arbitraire  D',  puis 
construisons,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut,  les  deux  semi- 
droites  A,  A',  qui  forment  un  système  harmonique  d'une  part 
avec  P,  P',  d'autre  part  avec  D,  D'.  A,  A'  constituent  un  couple 
de  tangentes  conjuguées. 

III.  —  Théorie  des  cycles  polaires. 

Théorème  III.  —  Les  conjuguées  harmoniques  d'une  semi- 
droite  D' par  rapport  aux  couples  de  tangentes  conjuguées  de 
l'hyper  cycle  enveloppent  un  cycle  K/. 

Soit  un  hypercycle  défini  par  les  semi-droites  fondamentales  P, 
P,  la  semi-droite  D  et  le  cycle  K.  Prenons  les  mêmes  axes  que 
précédemment.    Nous   avons    obtenu    plus    haut   l'équation    tan- 
gentielle   de   l'hypcrcycle.     Considérons    une    autre   semi-droite 
iy(y,  u/,  qf)  et  un  autre  cycle  K/(<7',  //,  /*').  Les   mêmes  semi- 
droites  fondamentales  définissent,  avec  D'  et  K/,  un  autre  hyper- 
cycle.  On  aura  son  équation  en  remplaçant  dans  la  précédente  X 
par  V,  ....  Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  de   faire  voir 
que,  \\  (x;,  q'  étant  donnés,  on  peut  déterminer  a',  b',  r1 \  de  ma- 
nière   que   les  deux   hypercycles   coïncident.    Or,   pour  que  les 
courbes  coïncident,  il  faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  deux 
équations  soient  proportionnels.  En  identifiant  les  équations,  on 
a    six  équations  de  condition,  et  il  n'y  a  que  trois  paramètres  à 
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déterminer,  a',  b',  rJ.  Tout  se  réduit  donc  à  faire  voir  que  des  six 
équations  de  condition,  trois  sont  les  conséquences  des  trois 
autres. 

En  identifiant,  on  obtient 

a^g'-Hfiy)  —  z(a'll'-hb'V)k*-r-b'y—a,ii'-  r' +  g'      * 

A 

_  A(g'X'— 6'|i')-h6'—  XV  _  k  —  y!  _  kja'V  —  b'  tx')  -j-  6'-  XV 
~  B  ~       G       ~  B 

_  g'jJL'H_6'X'—  g  —  r'  _  k  —  jif  _  fl'^fc'V-^-r' 
"  D  ~       G       ~  D  ' 

équations  qui  se  réduisent  aux  trois  suivantes  : 

'Ak(a'+  pr)  —  2(q>'-+-  b'l')k*  -+-  yV-fl>'-  /•'■+•  yr 

(7)     <  '" 

~       G       ~~  D  "~  B 

On  peut  donc  considérer  le  théorème  comme  établi  d'une  ma- 
nière générale. 

Le  cycle  K/  a  été  nommé,  par  M.  Laguerre,  le  cycle  polaire 
de  la  semi-droite  D'. 

Deux  questions  se  présentent  tout  de  suite  : 

i°  Toute  semi-droite  a-t-elle  un  cycle  polaire? 

2°  Un  cycle  donné  peul-il  être  considéré  comme  le  cycle  po- 
laire d'une  semi-droite,  et  quelle  est  cette  semi-droite? 

La  discussion  des  équations  (7)  répond  à  ces  deux  questions. 

Théorème  IV.  —  A  toute  semi-droite  non  parallèle  à  une 
semi-droite  fondamentale  correspond  un  cycle  polaire.  Une 
semi-droite  parallèle  à  une  semi-droite  fondamentale  nfa  pas 
de  cycle  polaire.  Enfin,  une  semi-droite  fondamentale  admet 
une  infinité  de  cycles  polaires  qui  sont  tous  tangents  à  Vautre 
semi-droite  fondamentale. 

Les  équations  précédentes,  dans  lesquelles  on  considère  a\  b' , 
iJ  comme  inconnues,  se  mettent  sous  la  forme  suivante  : 

Q[ik  —  fx'(i-f-2Â:*)]a'-+-CX'(!  —  2k^)b'-hC(ikix- i)r'^  A(*  — 4u')  — C?', 
(8)      {  Ck\' a +  C{i- kii')b'    -GXV  r=B(*  — fi'), 

G  \x  «'-+-  G  X'  b'  -  G  r  ^  D  (  k  -  jx')  -h  G  g. 


En  calculant  le  déterminant  des  coefficients,  on  obtient,  toutes 
réductions  faites, 

—  aC3(*  —  fi')'. 

Donc,  si  k  —  \jJ^é  o,  c'est-à-dire  si  la  semi-droite  n'est  pas  pa- 
rallèle à  une  semi-droite  fondamentale,  les  équations  (8)  ont  une 
solution  et  une  seule. 

Supposons  k  —  u/=  o.  Les  équations  deviennent 

(i  —  ik*)(ka'  -h  lb'  —  r)  =  —  q\ 
ka'-r-X'b'-r'   =  0, 
ka'+VV—  r'   =  q'. 

Si   q'jéo,    il  n'y  a   pas  de  solution.  Si  q'=o1    on   n'a  plus 

qu'une  équation 

Ara'H-X'6— r'  =  o. 

Il  y  a  donc  une  infinité  de  cycles  polaires.  Si  l'on  prend 

X'  =  /r^/ts 

ce  qui  revient  à  supposer  que  la  semi-droite  considérée  est  la 
semi-droite  fondamentale  P,  la  condition  précédente  peut  s'é- 
crire 

ka'  -  (—  V/7^T^)6'—  r'  =  o, 

et  elle  exprime  que  tous  les  cycles  polaires  sont  tangents  à  P'. 

Les  équations  (8)  donnent  les  paramètres  du  cycle  polaire  d'une 
semi-droite  donnée;  en  les  résolvant  on  obtient  Jes  formules  sui- 
vantes, qui  sont  fondamentales  pour  l'étude  des  propriétés  des 
cycles  polaires  : 

,_  iKkV  —  (A  —  D);jl'  —  iCg'—  *kD 
a~  <iC(k-ï) 


(9) 


1  _(A  +  D)À'-  jtBÂfx'+2B 

'     V    —    77—7 77 > 

2L{k  —  (x  ) 

'  -  aB*  -+-  2/-D;jl'—  zCkq'—  A  —  D(i-hft*») 

r  '"  ~  "  «aGlA-fx') 


Théorème  V.  —  Étant  donné  un  cycle  qui  ne  touche  pas  les 
semi-droites  fondamentales,  pour  que  ce  cycle  soit  un  cycle 
polaire,  il  faut  et  il  suffit  que  les  tangentes  menées  à  ce  cycle 
parallèlement  aux  semi-droites  fondamentales  se  coupent  sur 
une  conique  particulière. 
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Celle  conique  a  reçu  le  nom  de  conique  H  (M.  Laguerre). 
Supposons  maintenant  que  a' ,  b\  r'  sont  donnés,  et  cherchons 
à  calculer  a',  u\  q  .  Aux  équations  (y)  il  faut  joindre  l'équation 

A  *  —  UL  »  =  l . 

On  a  ainsi  le  système  suivant  de  quatre  équations  à  trois  incon- 
nues : 

C6'a  — tCa  —  Diji  —  Cq  '  =  D  —  Ckr\ 
Ci  k-a—  r  )>.'—<  B  —  Ckb')? '=  Bit  —  C6  . 
aC6'n  —  A*»/.  —  [A    ~i>  —  aCitiA-rt— r'il:i "  =  itiA  —  Dï-aCUa  —  r). 

t 

Posons,  pour  abréger. 

AvT  —  r  =  A  j\        A'  =  i". 

et  remarquons,  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier,  que  le  point  jr,  y  est 
le  point  de  rencontre  des  tangentes  au  cycle  donné,  qui  sont  pa- 
rallèles aux  semi-droites  fondamentales.  Les  équations  précé- 
dentes s'écrivent 

Cb'ï'  —  KCa'—  D\s*'— Cy'=  DA— Cr\ 
\  Ci- xi  -iB-  CD*  =  BA  —  Cv, 

u°       j  jC^i-^ivÀ'^  <A  —  D  —  *CAs.rW'  =  A    A  — D  -îCj), 

Les  deux  équations  intermédiaires  sont  linéaires  en  a',  u\  et  ne 
contiennent  pas  q' .  D'ailleurs,  dans  la  première  équation,  le  coef- 
ficient de  </'  est  une  constante  différente  de  o,  0.  Pour  trouver  la 
semi-droite  cherchée,  il  su  Élit  de  déduire  a',  u.' des  deux  équations 
intermédiaires.  Ces  valeurs  portées  dans  la  première  équation 
donneront  q\  si  on  les  porte  dans  la  dernière,  on  aura  une  relation 
on  a\  b\  r',  qui  sera  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
le  cvcle  donné  soit  un  cvele  polaire. 

Tout  se  réduit  à  l'étude  dos  doux  équations  en  a',  u'.  Le  déter- 
minant do  ces  équations  est 

H  =  c;*C*Iu  —  A5  m*  —  A*.r*]  -   K\K  —  D  ./-  iB<i  —  A-»ivJ. 

Supposant  ce  déterminant  différent  de  *•  et  substituant  dans  la 
quatrième  équation  lo>  \ alours  d:^  W  u\  on  obtient 
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en  posant 

ii      /        /.*\   ,      m    *      (A-f-D)«  — 4B»ri  — X-«) 

Le  lieu  des  points  x,  y,  pour  lesquels  le  cycle  donné  est  un 
cycle  polaire,  se  compose  donc  des  semi-droites  fondamentales  et 
de  l'hyperbole  H,  qui  a  pour  asymptotes  les  semi-droites  fonda- 
mentales. 

Ecartons  pour  le  moment  le  cas  où  x,  y  serait  sur  une  semi- 
droite  fondamentale,  c'est-à-dire  le  cas  où  le  cycle  donné  touche- 
rait l'une  d'elles.  On  voit  que  si  H'^o,  pour  que  le  cycle  soit 
polaire,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  (x,y)  se  trouve  sur  l'hyper- 
bole H.  Supposons  H'=o.  Les  équations  en  V,  u/  sont  impos- 
sibles ou  indéterminées. 

Le  numérateur  de  V  est 

G  =  (i  —  A*)[aBA?  —  (  A  -h  D)y] 
et  celui  de  |x' 

H'=C}2C[(i  —  À-*)7*-A-*;r*]-hÀ-[*(A-f-D);r  —  aB(i  —  *»)^*]j. 

Si  le  point  (x,y)  se  trouve  à  la  fois  sur  les  courbes  H',  G,  H",  il 
y  a  indétermination;  dans  le  cas  contraire,  il  y  a  impossibilité.  Or 

G  coupe  H'  à  l'origine  et  au  point    x  =  — -T-^-  >         y  =  ^j.f 

2  \j  A  *  \j  A* 

A  -+-  D  B  k 

G  coupe  H*  à  l'origine  et  au  point     x  =  A — ^ —  ,         y  =  -^~- 

Il  n'y  a  donc  indétermination  que  si  le  point  xy  y  est  à  l'origine 
des  coordonnées.  Mais  nous  avons  écarté  ce  cas  en  supposant  que 
le  cycle  donné  ne  touchait  pas  les  semi-droites  fondamentales. 
Dès  lors,  si  H'=  o,  il  n'y  a  pas  de  semi-droite  admettant  le  cycle 
donné  pour  cycle  polaire.  Pour  que  le  théorème  soit  démontré,  il 
reste  à  prouver  que  H  et  H'  n'ont  pas  de  points  réels  communs 
situés  à  distance  finie.  En  se  reportant  aux  équations  de  ces  co- 
niques, on  voit  que  leurs  points  communs  situés  à  distance  finie 
se  trouvent  sur  la  droite 

A-(A-hD)*  —  aB(i  —  k*)y  —  aCA:P  =  o. 
Les  abscisses  des  points  communs  à  cette  droite  et  à  H  sont  ra- 
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cines  de  l'équation 

\r.  *(A-f-D)'|*      bt/        ftx 

qui  a  ses  racines  imaginaires. 

Théorème  VI.  —  Le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  non  pa- 
rallèle à  une  semi-droite  fondamentale  n'est  pas  tangent  à 
une  semi-droite  fondamentale.  Il  y  a  cependant  exception 
pour  les  hypercycles  d'une  nature  particulière,  et  alors  tout 
cycle  polaire  est  tangent  à  une  semi-droite  fondamentale. 

Soit  Vu/y'  une  semi-droite  non  parallèle  à  une  semi-droite  fon- 
damentale; soit  d \  bff  rr  son  cycle  polaire.  Pour  que  ce  cycle  soit 

tangent  à  la  semi-droite  A',  y  1  —  A*2,  o,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 

ait 

A  a'—  y/TH*  b'—r'=  o, 

ou,  en  remplaçant  a',  6',  r'  par  leurs  valeurs  déduites  des  for- 
mules (9), 

(A  h-  D  —  aB  v/T-^X/i  —  A*X  —  A-fi'H-i)  =  o. 

En  appelant  V  l'angle  de  la  semi-droite  donnée  avec  la  semi- 
droite  (A*,  — y'i  —  A*2,  o),  cette  relation  peut  s'écrire 

(A  +  D-1B/1-  **)(  1  —  ces  V)  =  o 

ou 

A  +  D-aB  )/\  —  A*  =  o, 

car  on  suppose  cos  V  7=:  1 .  Cette  relation  ne  sera  vérifiée  que  pour 
des  hypercycles  d'une  nature  particulière.  Ce  sont  ceux  que 
M.  Laguerre  appelle  hypercycles  cubiques.  Pour  ces  hypercycles 
tous  les  cycles  polaires  sont  tangents  à  la  même  semi-droite  fon- 
damentale. 

En  prenant  l'autre  semi-droite  fondamentale,  on  aurait  la  condi- 
tion 

A  ~  D  —  * B  v'ï^T*  =  o. 

de  sorte  que  les  hypercycles  pour  lesquels  les  cycles  polaires  sont 
tangents  à  une  semi-droite  fondamentale  sont  définis  par  la  re- 
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lation 

(A  +  D)«-  4B*(i  —  A*)  =  o. 

Théorème  VII.  —  Il  résulte  du  théorème  précédent  que,  pour 
un  hypercycle  qui  ne  vérifie  pas  la  relation  précédente,  tout  cycle 
tangent  à  une  semi-droite  fondamentale  peut  être  considéré 
comme  le  cycle  polaire  de  Vautre  semi-droite  fondamentale. 

Ce  résultat  peut  se   retrouver  analytiquement.    Soit  le  cycle 

a'y  6',  r3  tangent  à  la  semi-droite  k,  y/i  —  k2,  o. 
On  a 

ka' —  /i  —  k*  b' —  r'  =  o         ou         kx  =  / 1  —  k*y, 

x,  y  étant  toujours  le  point  de  concours  des  tangentes  au  cycle 
qui  sont  parallèles  aux  semi-droites  fondamentales.  Dans  cette  hy- 
pothèse, les  équations  (10)  deviennent 

C(aV-+-*'X'—  /-')  +  D(|jl'  —  â)=C<7', 

Cr(/i  —  k*V—  A-fx'-f- 1)  -4-  B(jjt'—  k)  =  o, 

iQyy/i—  A»(/i  —  A*X'—  *fi'-*-i)-h(ÀH-D)(fi'—  k)=  o, 

On  suppose  que 

A  -r-  D  —  2 B  /i  — A*  ^  o. 

On  déduit  donc  de  ces  équations 

{/—  A  =  o,        y/\  —  A*X'—  *jx'-hi  =  o 
ou  bien 

Ht'  =  X ,        X'=  — /i— A*. 

La  dernière  est  vérifiée,  et  la  première  donne 

C(*a'—  JT^&b'-  r')  =  C?',  q'=~-  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  a  supposé  y  ^é.  o.  Si^  était  nul,  le  cycle  serait  tangent  aux 
deux  semi-droites  fondamentales.  Dans  ce  cas  il  est  évident  que  les 
équations  donnent 

H'=A-,        \'=±)/T=kï,        q'=o. 

On  peut  considérer  le  cycle  comme  le  cycle  polaire  de  Tune  ou  de 
l'autre  des  semi-droites  fondamentales. 
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Si  l'on  résout  les  équations  (io),on  obtient  des  formules  qui  font 
connaître  les  paramètres  de  la  semi-droite  qui  a  pour  cycle  po- 
laire le  cycle  donné  a',  b\  r  : 

.  ,  __  (  1  —  A»  )[aBA.r  -  (  A  -r-  D  )y] 

A  ~  ^AC^i  —  A*  i  v«—  A*.**  )  -*-  A[<  A  -r-  D  )jr— a*(i  —  t*)y]' 

I     ,  _  aC[  i  — A* >  y«  — A«.r» ]  —  A[  A(  A  -t-  D  )x  —  aB(i  —  k*)y  ] 
11,1     'j  *  """  aCA(<i-A*\vs  —  A*.r*]^-  *[<  A-r- Dur  —  aB(i  —  A1^]' 
._  [(i  -  A»  i  v»—  A*,r»][-iC.r  —  2<  CrV  D)<  i  —  A»)  -(A  -4-  D)] 
q  ~     2CA[(i  —  A»  u«—  A«x«l  —  A[^A-^ï))j-  —  îBii-  k*)y] 


Dans  ces  formules 


ka—r 
x  _-  —  ,         y  =b. 


Les  cycles  polaires  possèdent  des  propriétés  analogues  à  celles 
des  pôles  et  des  droites  dans  les  coniques.  Les  formules  (9)  et  (i  i) 
permettent  d'établir  simplement  les  propriétés  mentionnées  par 
M.  Laguerre.  On  voit  par  là  qu'elles  sont  fondamentales  dans  l'é- 
lude des  cycles  polaires. 

Théorème  VIII.  —  Si  A  a  pour  cycle  polaire  II,  les  cycles  po- 
laires des  tangentes  à  II  sont  tangents  à  A. 

Soient 

A(X\  jx\  q').      Uia\b\r)     et     A'tX".  ,u\  ç'h     W(a\  b',  r'  ). 

On  suppose  que 

;jl  f?  —  A  b  —  7  —  /•  —  o. 

et  il  faut  prouver  que 

\i'a'  —  V b~  ~  q'  —  /•"=  o. 
On  a 

.   ,       aBAX'u'—  (  V-DVjl'ji-—  aCa'^— aA-Dfi' 

aC(A-n') 

w,      i\-^D>X'X*-+-aBAyX'— *BX" 

•iC^A  —  ;jl  ) 

—       •'-  ~*ïrA  —  aA-Dji'i-aCA-y  '-*- A  —  Dii-j-A*) 

•2  ("1  (  A-  —  u'  > 

On  déduit  dé  là 

*CU-iï)c±<ï  -AV/^7"-r,ïr=aBA*(X,îi'-r-;ji'X,'>  — ^A  — D);i>'-u(A-t-D)X,X' 

— iO(7,lu-luV^-aB(X'-^X')  —  a*D(j*f-»-|i') 
-+-»r.A-(7,^-#/>-r-A--D(n-Kt). 


-  65  - 
On  formera  par  analogie 

2C(*-fO(|Jt'a"—  Vb'+q'-S). 

L'expression  trouvée  dans  le  second  membre  gardant  la  même 
valeur  lorsqu'on  change  respectivement  V,  jx',  q'  en  \"y  [/,  qf,  on 
voit  que  l'on  a 

aC(*  -  (i')(|*'a'—  X'6-4-  q°-  r')  =  aC(*  -  {>:){y!a*—  X'6'+-  7'-  r*), 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Théorème  IX.  —  Toute  tangente  à  Vhypercycle  est  tangente 
à  son  cycle  polaire,  et  il  n'y  a  pas  d'autres  semi-droites  qui 
possèdent  la  même  propriété. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  semi-droite 
Q!,  u,',  q')  soit  tangente  à  son  cycle  polaire  (a',  b',  r1)  est 

[JL'a'-X'6'-+-?'-r'  =  o. 

Si  l'on  remplace  a',  b',  r1  par  les  valeurs  que  donnent  les  for- 
mules (g),  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 

AX'*-4-aB*Xy—  aCjiY—  ****'—  a*D[*'+aC*y'+ D(i -*-*»)  =  o. 

C'est  là  la  condition  pour  que  la  semi-droite  soit  tangente  à  l'hy- 
percycle. 

Une  conséquence  importante  de  ce  théorème  est  que  l'hyper- 
cycle  est  complètement  déterminé  quand  on  se  donne  deux  couples 
de  tangentes  conjuguées  (A,  A'),  (B,  B')  et  une  cinquième  tan- 
gente T.  Si  Ton  construit,  en  effet,  les  deux  semi-droites  qui  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  (A,  A')  et  aussi  par  rapport 
à  (B,  B'),  on  aura  les  semi-droites  fondamentales  (P,  P').  Si  l'on 
prend  maintenant  la  conjuguée  harmonique  de  T  relativement  à 
(A,  A'),  soit  Tu  puis  la  conjuguée  harmonique  de  T  relativement 
à  (B,  B'),  soit  T2,  le  cycle  tangent  aux  trois  semi-droites  T,  T( ,  Ta 
sera  le  cycle  polaire  de  T.  On  connaît  ainsi  les  semi-droites  fon- 
damentales et  le  cycle  polaire  d'une  semi-droite  donnée  :  la  courbe 
est  donc  déterminée. 

Théorème  X.  —  Les  semi-droites  dont  les  cycles  polaires  ont 
un  rayon  donné  enveloppent  un  cycle. 

En  effet,  les  paramètres  de  la  semi-droite  doiveut  vérifier  la  re- 
xiv.  5 
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lalion 

r'=  H 

ou 

îBV-f  aAD[x'—  iCAq'  —  A  —  D(i  -*- P)  =  aC(* -  [i')R, 

relation  qui  exprime  que  la  semi-droite  est  tangente  au  cycle  qui 
a  pour  paramètres 

C        k'     Ck'  iCk 

Corollaire.  —  Les  semi-droites  dont  les  cycles  polaires  se 
réduisent  à  un  point  enveloppent  un  cycle. 

Théorème  XI.  —  Le  lieu  des  cycles  polaires  de  rayon  nul 
est  la  conique  H. 

On  obtiendra  l'équation  du]  lieu  en  éliminant  V,  [//,  q'  entre 
l'équation 

et  les  équations  (9)  dans  lesquelles  on  fait 

r'  =  o,        a'  =  Xj        b'  =  y. 
Le  calcul  donne  effectivement  H  =  o. 

Théorème  XII.  —  Si  une  semi-droite  se  déplace  parallèle- 
ment à  elle-même,  le  cycle  polaire  demeure  tangent  à  deux 

semi-droites  fixes  parallèles  aux  semi-droites  fondamentales. 

I  *  

Soit  (A*,  \j i  —  A"-,  m)  une  parallèle  à  P.  Il  suffît  de  montrer 

que  Ton  peut  déterminer  m  de  manière  que  la  relation 

ka'  —  /î~-~Â?*  b'-\-  m  —  r'  =  o 

soit  vérifiée  pour  toute  valeur  de  q',  lorsque  X'  et  pi'  restent  fixes. 
Or  on  a 

,    ,_  uB*«).'  —  (A  —  DU>'—  *CAq'—  a*»D 
h  ci  —  - — , 

'JLC{k—\L') 

,_  —  aBX1—  7.kl)[x  ~2CAy-+-  A  +  D(i+ailM 

Donc  k'a — /•'  est  indépendant   de   </'.    Comme  il  en  est   de 
même  de  b\  le  théorème  est  démontré. 
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Théorème  XIII.  —  Si*  une  semi-droite  roule  sur  un  cycle,  le 
lieu  du  centre  de  son  cycle  polaire  est  une  conique. 

Supposons  que  la  semi-droite  (V,  |jl',  q')  roule  sur  le  cycle 
(a^,  U ,  r").  Le  lieu  du  centre  du  cycle  polaire  s'obtient  en  élimi- 
nant V,  [j/,  q1  entre  les  équations 

a'p'-b'K+ç'-r'^o, 

aC(X:  —  hO*  —  aBXX'n-(A  —  D)jA'-+-aA:C?'-4- aD  =  o, 

aC(*—  ^-^(An-DjV+aBAy—  îB  =  o, 

X'*+7'«  =  i, 

ou  bien  V,  jjl'  entre  les  équations 

(A  h-  D)X'-+-  a(BA-  —  Cy) ja'  =  a(B  —  Cit^), 
a(C6"  —  BA:)X'-f-  ( A  —  D  —  aCa'-  aC:r)p.'  =  -  a(XD  -4-  C/*-+-  CX.r), 

X's -+-(&'»=  1 . 

L'équation  du  lieu  est 

[(A  -+-D)(À  —  D  —  aCa'-  aCar)  -  4(C6'- BXr)(BX  —  Cy)]* 

—  [  —  a(  A  -h  D)(*D  -+-  O'-f-  CX*)  —  4(Cà"  —  BX)(B  —  CX/)]« 

—  [  —  4(BX  —  C^)(XD  -+-  Gr*+  CX#)  —  a(B  —  Cky)(X  —  D  —  aCa'-  ad*)]*  =  o 

Le  dernier  crochet  contient  seul  des  termes  du  second  degré, 
et  il  est  évident  que  ces  termes  se  détruisent. 

On  sait  que  M.  Laguerre  a,  le  premier,  donné  la  définition  et 
les  propriétés  de  Phypercycle.  Nous  nous  sommes  proposé,  dans 
ces  quelques  pages,  d'indiquer  une  méthode  analytique  qui  per- 
mette de  démontrer,  d'une  manière  régulière,  les  théorèmes  énon- 
cés par  M.  Laguerre  (Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadé- 
mie des  Sciences,  20  et  27  mars,  10  et  24  avril  1882). 


-   to  - 


.\*tte  sur  le  conoïdr  de  PUkcker:  par  M.   H.   Picquf.t. 

i  Soincc  du  \  novembre  i*^"».  i 

1.  Si  l'on  étudie  les  conditions  de  possibilité  d'une  surface 
réglée  du  troisième  de^ré.  il  est  aisé  de  voir  qu'une  pareille  sur- 
face contient,  en  outre  de  ses  génératrices  rectilignes,  deux  direc- 
trices de  même  espèce,  dont  lune  est  double  ('). 

Tout  plan  passant  par  la  directrice  double  coupe  en  outre  la  sur- 
face suivant  une  génératrice;  et  tout  plan  passant  par  la  directrice 
simple  la  coupe  encore  suivant  deux,  génératrices  qui  se  rencontrent 
sur  la  droite  double. 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  coupe  en  outre  la  sur- 
face suivant  une  conique,  qui  rencontre  la  génératrice  en  deux 
points,  dont  l'un  est  sur  la  droite  double,  tandis  que  l'autre  est  le 
point  où  le  plan  est  tancent. 

A  chaque  génératrice  de  la  surface  correspond  ainsi  un  système 
de  coniques.  Deux  coniques  d'un  même  système  se  coupent  en  un 
point  de  la  droite  double;  deux  coniques  de  systèmes  différents 
se  coupent  en  un  point. 

Par  un  point  de  la  surface  qui  n'est  pas  sur  la  droite  double,  il 
passe  une  génératrice  et  une  infinité  de  coniques  situées  dans  les 
plans  passant  par  ce  point  et  les  diverses  génératrices. 

Une  conique  quelconque  de  la  surface  rencontre  toutes  les  gé- 
nératrices, différentes  de  la  génératrice  G  qui  définit  son  système, 
en  un  point;  elle  rencontre  la  droite  double  en  celui  de  ses  deux 
points  communs  avec  G,  où  son  plan  n'est  pas  tangent;  elle  ne 
rencontre  pas  la  directrice  simple. 

Il  suit  de  là  que  les  cônes,  ayant  pour  sommet  un  môme  point  a 
de  la  droite  double  et  pour  bases  les  diverses  coniques  de  la  sur- 
face, ont  deux  génératrices  communes  :  ce  sont  les  deux  généra- 


(')  Relativement  aux  surfaces  réglées  algébriques  de  degré  quelconque,  voir  le 
Chapitre  de  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions ,  de  Salmon,  intitulé 
Ruled  sur/aces.  Kn  ce  qui  concerne  les  surfaces  réglées  du  troisième  degré,  voir, 
dans  le  même  Ouvrage,  le  commencement  du  Chapitre  consacré  au*  surfaces  du 
troisième  degré. 
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trices  de  la  surface  issues  de  ay  puisque  ces  droites  rencontrent 
toutes  les  coniques  de  la  surface. 

Ces  deux  droites  rencontrent  la  directrice  simple;  de  sorte  qu'on 
peut  dire  encore  que  tout  plan  passant  par  la  directrice  simple 
coupe  ces  cônes  suivant  des  coniques  ayant  cette  droite  pour 
corde  commune. 

Réciproquement,  on  voit  immédiatement  que  la  surface  réglée, 
dont  deux  directrices  A  et  B  sont  rectilignes,  et  dont  la  troisième 
directrice  C  est  une  conique  rencontrant  la  droite  A  en  un  point, 
est  du  troisième  degré,  et  jouit,  par  conséquent,  de  toutes  les  pro- 
priétés précédentes,  relativement  à  la  droite  A,  considérée  comme 
directrice  double  et  à  la  droite  B,  prise  pour  directrice  simple. 

2.  Si  Ton  suppose  que  la  droite  B  soit  à  l'infini  et  définisse,  par 
conséquent,  une  direction  de  plans  que  nous  supposerons  horizon- 
taux, si  Ton  suppose  en  outre  la  directrice  A  verticale,  et  si  Ton 
prend  pour  conique  C  une  conique  dont  la  projection  horizontale 
soit  un  cercle,  on  a  le  conoïde  de  Pliicker  (!  ). 

On  voit  alors  que  les  traces  horizontales  de  tous  les  cônes, 
ayant  pour  sommet  un  même  point  de  la  droite  A  et  pour  bases 
respectives  les  diverses  coniques  de  là  surface,  sont  des  co- 
niques homothétiques. 


(•)  Cette  surface  joue,  comme  on  sait,  un  rôle  fort  important  dans  la  théorie 
du  déplacement  d'une  figure  invariable  dans  l'espace.  Elle  a  été  étudiée,  pour  la 
première  fois,  par  Plucker  {Neue  Géométrie  des  Fiaumes,  p.  97),  qui  a  prouvé 
qu'elle  est  le  lieu  des  axes  des  complexes  linéaires,  dont  fait  partie  une  congruence 
linéaire.  C'est  là  le  lien  qui  la  rattache  au  déplacement  d'une  figure  invariable, 
puisque  l'étude  de  ce  dernier  se  ramène  à  celle  du  complexe  linéaire  des  nor- 
males aux  trajectoires  des  points  entraînés.  Au  lieu  d'un  déplacement  défini,  si 
l'on  suppose  un  déplacement  assujetti  a  quatre  conditions  (dans  lequel  les  points  dé- 
crivent des  surfaces  trajectoires),  il  donne  lieu  à  une  infinité  de  déplacements  définis, 
et  l'on  a  alors  une  congruence  formée  par  les  normales  aux  surfaces  trajectoires 
des  points  entraînés.  Le  lieu  des  axes  de  tous  ces  déplacements  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  le  lieu  des  droites,  qui,  à  partir  de  leurs  positions  primitives,  n'en- 
gendrent pas  de  pinceaux,  mais  des  éléments  de  surfaces  réglées  qui  se  raccordent, 
doit  donc  être  un  conoïde  de  IMiicker.  C'est  ce  qu'a  démontré  M.  Mannhcim,  par 
d'élégantes  considérations  se  rattachant  directement  au  déplacement  (Cours  de 
Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polytechnique,  p.  \\o).  Voir  également,  du 
même  Auteur,  des  Communications  à  l'Académie  des  Sciences  (G  novembre  1871  et 
2  février  i885).  Enfin  cette  surface  a  aussi  été  étudiée  par  MM.  Lindcmann  (Math. 
Ann.,  t.  VII.  p.  5ti),  Caylcy  et  H. -S.  Bail:  par  ce>  derniers,  sous  le  nom  de  cvlin- 
droïde. 
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En  particulier,  les  projections  horizontales  de  toutes  les  co- 
niques de  la  surface  sont  des  cercles. 

Suivant  le  procédé  usuel,  on  voit  que  la  surface  est  du  troi- 
sième degré;  car  le  paraboloïde  défini  par  la  droite  D,  dont  on 
cherche  les  points  d'intersection  avec  le  conoïde,  par  la  direc- 
trice verticale  A,  et  ayant  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal, 
rencontre  la  conique  C  en  trois  points  en  dehors  de  A.;  les  géné- 
ratrices horizontales  de  ce  paraboloïde,  passant  par  ces  trois  points, 
rencontrent  D  en  ses  points  d'intersection  avec  le  conoïde. 

3.  Parmi  toutes  les  directions  de  plans  parallèles  à  la  direc- 
trice A,  choisissons  celle  du  plan  vertical  de  projection  parallèle 
au  petit  axe  de  l'ellipse  C,  c'est-à-dire  aux  horizontales  du  plan 
de  cette  conique.  Elle  se  projette  alors  horizontalement,  suivant 
un  cercle  O  passant  par  le  pied  c  de  la  directrice  A  et  dont  le  dia- 
mètre de  front  ab  est  la  projection  horizontale  du  petit  axe.  Soit 
a' V  sa  projection  verticale;  le  plan  de  la  courbe  est  alors  défini 
par  cette  droite  (a6,  a'br)  et  par  l'angle  a  qu'il  fait  avec  le  plan 
vertical. 

On  aura  aisément  en  c'd'  la  projection  verticale  de  la  généra- 
trice de  la  surface  dont  la  projection  horizontale  est  cd.  Il  suffira 
de  mener  par  le  point  d,  où  la  projection  horizontale  donnée  coupe 
le  cercle  O,  la  droite  de  front  di,  de  prendre  gh  =  giy  et  de  re- 
lever le  point  h  en  h1  sur  le  rabattement  autour  de  A  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  profil  A  avec  le  plan  de  la  conique.    . 

Soit  (/w,  mr)  un  point  de  cette  génératrice;  cherchons  le  plan 
tangent  en  ce  point.  Il  y  a  plusieurs  méthodes  : 

i°  Au  moyen  de  la  tangente  en  (/?*,  m')  à  la  conique,  suivant 
laquelle  le  plan  tangent  cherché  achève  de  couper  la  surface.  On 
verra  tout  à  l'heure  le  mojln  de  construire  cette  tangente  sans 
tracer  le  cercle,  projection  horizontale  de  cette  conique. 

2°  Au  moyen  d'un  paraboloïde  de  raccordement  ayant  pour 
plans  directeurs  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical,  déterminé 
par  la  génératrice  (cd,  c'rf'i),  s'appuyant  sur  A  et  sur  la  droite  de 
front  du  plan  tangent  en  (<Y,  d1).  La  tangente  (dt,  d' t')  de  l'ellipse 
en  ce  point  y  détermine  le  plan  tangent,  et  la  direction  t'f  des 
droites  de  front  de  ce  plan  s'obtient  en  coupant  par  un  plan  de 
front,   tel  que   tj.    Menant  par  le  point  d'  une  parallèle  à  cette 
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direction,  on  obtient  en  e!  le  point  de  concours  des  projections 
verticales  des  génératrices  de  iront  du  paraboloïde,  cl  la  droite 
(nie,  //iV)  achève  de  déterminer  le  plan  tangent  en  (/??,  m'). 

3°  Au  point  d  de  A,  il  y  a  deux  plans  tangents,  qui  sont  les 
deux  plans  verticaux  cd,  ck,  projetant  horizontalement  les  deux 
génératrices  de  la  surface  issues  de  c'.  Conséquemincnt,  tout 
plan  passant  par  ce  point  coupe  le  conoïde  suivant  une  courbe 
ayant  un  point  double  en  c',  dont  les  deux  tangentes  sont  les  traces 
du  plan  sur  ces  deux  plans  verticaux.  En  particulier,  le  plan  tan- 
gent en  (//i,  m'),  qui  renferme  la  génératrice  (cm,  c' m'),  coupe, 
en  outre,  le  conoïde  suivant  une  conique  passant  au  point  (ce'), 
et  tangente  en  ce  point  au  plan  vertical  ck.  D'où  il  suit  que  : 

Tout  plan  passant  par  une  génératrice  du  conoïde  le  coupe 
en  outre  suivant  une  conique  dont  la  projection  horizontale  est 
un  cercle  tangent  en  c  à  une  droite  fixe. 

La  conique  relative  au  plan  tangent  en  (/«,  m1)  aura  donc  pour 
projection  horizontale  un  cercle  O,  passant  par  le  point  m,  pur  le 
point  c,  et  tangent  en  c  à  ck.  Son  centre  est,  par  suite,  sur  la  per- 
pendiculaire à  ck,  qui  est  la  droite  joignant  le  point  c  au  point  / 
diamétralement  opposé  à  k  dans  le  cercle  O,  ou  encore  symétrique 
de  d  par  rapport  au  diamètre  de  front  ab.  Un  point  quelconque  de 
cette  conique,  dans  l'espace,  achèvera  de  déterminer  le  plan  tangent. 
Cherchons*,  par  exemple,  le  point  sur  la  génératrice  de  contour 
apparent,  dont  la  projection  horizontale  en  s'obtient  en  joignant 
le  point  c  au  point  n  du  cercle  O,  pour  lequel  la  tangente  est 
de  front;  la  solution  est  immédiate,  et  il  n'est  pas  besoin,  pour 
trouver  ce  point,  de  construire  le  cercle  Os.  Il  suffit  d'élever  au 
milieu  de  cm  une  perpendiculaire  sur  cm,  qui  détermine  sur  en 
le  point  /  cherché;  ce  point,  relevé  en  /'  sur  la  génératrice  de 
contour  apparent,  achève  de  déterminer  le  plan  tangent.  Pour  le 


./\ 


prouver,  remarquons  que  l'angle  inscrit  Icn,  qui  a  pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  In,  est  égal  à  l'angle  c/0|.  En  effet,  cet  angle, 

étant  complémentaire  de  l'angle  mcny  a  pour  mesure  une  demi- 
circonférence,  diminuée  de  l'arc  nd  ou  de  son  égal  nk,  c'est-à-dire 
l'arc  In  :  il  suit  de  là  que,  dans  le  triangle  Otcf,  onaO,c  =  Ot/, 
et  que,  par  suite,  le  point/,  déterminé  comme  précédemment,  est 
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sur  le  cercle  0|.  Le  théorème  énoncé  plus  haut  prouve,  en  outre, 
que  la  tangente  en  m  au  cercle  O,  fait,  avec  la  génératrice  me,  un 

angle  égal  à  l'angle  mek^  et  donne  le  plan  tangent,  par  le  premier 
procédé,  sans  construire  ce  cercle.  Au  fond,  les  deux  méthodes 
diffèrent  peu,  puisque  la  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cm  dé- 
termine, par  son  point  d'intersection  avec  cAr,  un  point  de  la  tan- 
gente en  m;  mais  on  va  voir  que  la  dernière  est  importante  par 
ses  conséquences  et  ses  applications. 

On  peut  remarquer  que  fm=zfcm,  il  en  résulte  que  le  lieu  des 
points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  par  un  point/  de  la 
génératrice  singulière,  se  projette  suivant  un  cercle  qui  passe  en  c; 
et  que,  par  conséquent,  le  lieu  de  l'espace  est  une  conique  de  la 
surface.  Tous  les  cercles  analogues  sont  tangents  en  c  à  la  pro- 
jection horizontale  cq  de  la  seconde  génératrice  de  contour  appa- 
rent et  sont  alors  les  projections  horizontales  de  coniques  de  la 
surface,  situées  dans  des  plans  passant  par  cette  génératrice.  Ainsi 
on  a  cette  propriété  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents,  menés  au 
conoïde  de  Plùcker  par  un  point  d'une  des  deux  génératrices 
de  contour  apparent,  est  une  conique  de  la  surface,  située 
dans  un  plan  passant  par  Vautre, 

Il  était  clair,  a  priori,  que  ce  lieu  devait  êlre  une  conique; 
pour  un  point  quelconque  de  l'espace,  c'est  en  effet  l'intersection 
du  conoïde  avec  la  surface  polaire  de  ce  point,  laquelle,  étant  du 
deuxième  degré,  le  coupe  suivant  une  courbe  qui  se  réduit  au  qua- 
trième degré,  parce  que  la  surface  polaire  renferme  la  directrice 
double  A.  Pour  un  point  d'une  génératrice  de  contour  apparent, 
la  quartique  renferme  deux  fois  cette  génératrice  et,  par  suite,  se 
réduit  à  une  conique.  Le  théorème  précédent  prouve  que  le  plan 
de  cette  conique  passe  par  l'autre  génératrice  de  contour  apparent 
et  donne  le  moyen  de  la  construire. 

Remarque.  —  Les  droites  telles  que  (/wr,  m'r'),  pour  les  dif- 
férents points  de  la  génératrice  (cd,  c'df),  sont,  en  chaque  point 
de  cette  droite,  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice,  puisqu'elles 
sont  tangentes,  pour  chaque  point,  à  la  courbe  d'intersection  de 
la  surface  par  son  plan  tangent.  Elles  engendrent  donc  le  parabo- 
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loïde  osculateur  le  long  de  la  génératrice,  dont  le  second  plan  di- 
recteur est  dès  lors  un  plan  vertical,  parallèle  à  mr.  On  peut  donc 
dire  que  : 

Le  second  plan  directeur  du  parabo loïde  oscillateur  le  long 
d'une  génératrice  G  au  conoïde  de  Pliïcker  est  un  plan  per- 
pendiculaire au  plan  directeur  du  conoïde  et  symétrique  par 
rapport  à  G  du  plan  projetant  horizontalement  la  génératrice 
située  dans  le  même  plan  horizontal  que  G. 

4.  Le  dernier  procédé  qui  vient  d'être  indiqué  pour  construire 
le  plan  tangent  fournit  une  méthode  simple  pour  la  recherche  de 
la  ligne  d'ombre.  On  a  vu,  en  effet,  que  fm  =/c\  si  donc  (/?,  pf) 
est  le  point  d'intersection  avec  la  génératrice  de  contour  apparent, 
qui  se  projette  suivant  en  du  plan  passant  par  le  point  lumineux 
(L,  L/)  et  la  génératrice  (crf,  dd'),  on  aura  la  projection  horizon- 
tale du  point  où  ce  plan  est  tangent  en  décrivant  du  point  p 
comme  centre  avec  pc  comme  rayon  un  cercle  qui  coupera  cd  en 
un  second  point  *>,  qui  est  le  point  cherché.  Pour  trouver  (p,  /?'), 
on  mènera  par  (L,  L')  une  droite  qui  rencontre  (crf,  c'rf'),  par 
exemple  la  droite  de  front  (Ls,  LV),  et  ces  deux  droites  détermi- 
neront le  plan  dont  on  cherche  le  point  de  contact.  Le  plan  ver- 
tical en  coupera  la  première  au  point  (m,  u')y  la  seconde  au  point 
(c,  c'),  de  sorte  que  la  droite  du!  coupe  la  projection  verticale  de 
la  génératrice  de  contour  apparent  en  un  point  //,  qui  est  le  point 
demandé  et  qui  se  projette  horizontalement  en  p.  On  obtient  ainsi 
un  point  quelconque  (t>,  v')  de  la  ligne  d'ombre;  la  tangente  en  ce 
point  se  trouve  aisément  :  en  projection  horizontale,  c'est  la  con- 
juguée harmonique  de  la  droite  i>L  par  rapport  aux  projections 
des  asymptotes  de  l'indicatrice  en  (t*,  i>'),  qui  sont  la  génératrice  vc 
et  la  parallèle  à  /wr,  menée  par  c  ;  comme  elle  est  située  dans  le 
plan  tangent  en  v,  on  en  conclut  sa  projection  verticale  au  moyen 
du  point  (Xj  xr)j  où  elle  rencontre  (Lw,  U  u'). 

On  a  vu  plus  haut  que  la  courbe  d'ombre  est  une  quartique  :  la 
construction  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  prouve  qu'elle 
rencontre  la  directrice  A  en  trois  points,  deux  sur  les  génératrices 
de  contour  apparent,  le  troisième  sur  la  génératrice  dont  la  pro- 
jection horizontale  est  cL;  c'est  donc  la  quartique  unicursale,  à 
trois  points  doubles  apparents,  car  l'autre  quartique  gauche  n'a.  pas 
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de  sécante  triple.  La  projection  horizontale  est  alors  une  quarlique 
dont  c  est  un  point  triple,  pour  lequel  les  trois  tangentes  sont  en, 
cq  et  cL.  Si  Ton  suppose  les  génératrices  du  conoïde  indéfinies 
vers  la  droite  de  l'épure  et  limitées  à  la  courbe  d'ombre,  tout  le 
plan  horizontal ,  à  droite  de  la  génératrice  de  bout  ce,  est  recouvert 
parla  surface,  sauf  les  parties  cyc,  cz{w  k  l'intérieur  de  la  courbe 
d'ombre;  tout  le  plan  horizontal  à  gauche  est  vu,  sauf  les  parties 
cre,  cz%wy  à  l'intérieur  de  la  ligne  d'ombre. 

Le  plan  central,  pour  une  génératrice  quelconque,  est  le  plan 
qui  la  projette  horizontalement;  il  touche  la  surface  sur  la  direc- 
trice A.  Le  plan  tangent  à  l'infini  est  donc  le  plan  horizontal  de 
cette  génératrice.  Les  points  à  l'infini  de  la  ligne  d'ombre  sont 
alors  les  deux  points  à  l'infini  sur  les  génératrices  situées  dans  le 
plan  horizontal  du  point  lumineux,  points  imaginaires  dans  l'épure, 
et  les  points  où  elle  rencontre  les  deux  génératrices  à  l'infini  de  la 
surface,  génératrices  imaginaires  puisque  la  conique  directrice  est 
une  ellipse.  Celle-ci  se  projetant  suivant  un  cercle,  on  en  conclut 
aisément  que  la  projection  horizontale  de  la  ligne  d'ombre  passe 
par  les  points  cycliques  ;  c'est  alors  une  quartique  circulaire  à  point 
triple.  Ses  deux  autres  points  à  l'infini  sont  réels  ou  imaginaires, 
suivant  la  position  du  point  lumineux;  ils  sont  sur  les  projections 
horizontales  des  génératrices  situées  dans  le  plan  horizontal  de  ce 
point.  Comme  toutes  les  courbes  tracées  sur  la  surface,  la  ligne 
d'ombre  est  vue  tout  entière  en  projection  horizontale  ;  les  parties 
pointillées  des  deux  cercles  O  et  0|  ne  sont  pas  des  parties  cachées, 
mais  des  parties  qui  n'existent  pas,  si  on  limite,  comme  il  a  été 
dit  plus  haut,  la  surface  à  la  ligne  d'ombre. 

La  projection  verticale  de  la  ligne  d'ombre  est  une  quartique 
unicursale  tangente  aux  deux  génératrices  de  contour  apparent  en 
leur  point  d'intersection  avec  la  directrice  A;  ses  deux  autres  points 
sur  cette  droite  sont  l'un  sur  la  génératrice  projetée  horizontale- 
ment en  Le,  où  la  ligne  d'ombre  rencontre  effectivement  la  direc- 
trice, l'autre  en  «>',  projection  verticale  du  point  où  la  ligne  d'ombre 
rencontre  la  génératrice  de  bout  av. 

C'est  une  quartique  unicursale  dont  le  tracé  révèle  un  point 
double  réel;  on  doit  alors  s'attendre  à  en  trouver  deux  autres 
imaginaires.  Cherchons  pour  cela  ses  points  à  l'infini  :  d'eux 
d'entre  eux  sont  les  projections  verticales  des  points  de  la  courbe 
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d'ombre  sur  les  génératrices  à  l'infini  du  conoïdc;  le  plan  vertical 
de  projection  étant  quelconque  parmi  tous  les  plans  verticaux  (car 
il  y  a  toujours  sur  la  surface  des  coniques  dont  les  plans  ont  leurs 
horizontales  parallèles  à  un  plan  vertical  donné),  il  n'y  a  pas  de  rai- 
son pour  que  la  direction  limite  de  la  droite,  qui  joint  les  deux 
points  à  distance  finie  de  la  courbe  d'ombre  dans  un  plan  horizontal, 
lorsque  ce  plan  s'éloigne  indéfiniment,  soit  perpendiculaire  au  plan 
vertical  de  projection;  dès  lors,  ces  deux  points  sont  des  points 
simples  de  la  courbe  d'ombre.  11  n'en  est  pas  de  même  des  points 
à  l'infini  sur  les  génératrices  situées  dans  le  plan  horizontal  du 
point  lumineux.  Si  l'on  déplace  ce  point  de  façon  qu'elles  soient 
réelles,  on  voit  facilement  que,  suivant  que  l'on  coupe  la  surface 
par  un  plan  horizontal  un  peu  supérieur  ou  un  peu  in  férié up  au 
plan  horizontal  du  point  lumineux,  on  obtient  sur  la  courbe  d'ombre 
un  point  très  éloigné,  mais  dans  des  sens  différents,  sur  chacune  des 
deux  génératrices  d'intersection.  La  ligne  d'ombre  a  donc,  à  l'infini, 
un  point  double  particulier,  qui  est  le  Selbstberiihrungspunkt 
des  Allemands,  et  que  l'on  peut  appeler  point  à1  autocontact.  11  ne 
peut  pas  y  en  avoir  un  troisième;  car  une  conique  qui  passerait 
par  les  deux  premiers,  qui  serait  tangente  au  point  d'autocontact 
à  la  tangente  d'autocontact  et  qui  passerait  en  outre  par  un  point 
arbitraire  de  la  courbe,  la  couperait  en  neuf  points;  par  suite,  la 
courbe  se  décomposerait.  On  a  là  un  curieux  exemple  de  quar- 
lique  unicursale  n'ayant  que  deux  points  doubles;  il  est  aisé  de 
vérifier  qu'elle  est  unicursale;  car,  si,  par  un  point  simple  de  la 
courbe  et  par  le  point  double  ordinaire,  on  fait  passer  une  conique 
(jui  lui  soit  tangente  au  point  d'autocontact,  on  connaît  tous  les 
points  d'intersection,  sauf  un,  lequel  s'exprimera  rationnellement 
en  fonction  du  paramètre  restant  dans  l'équation  de  la  conique. 

Nota.  —  Dans  cette  étude,  il  n'a  pas  été  question  des  arcs  utiles 
ou  virtuels  de  la  ligne  d'ombre.  On  sait  que  les  extrémités  de  ces 
arcs  s'obtiendraient  en  menant  du  point  L  des  tangentes  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe;  en  ces  points,  elle  se  raccorde 
avec  la  courbe  d'ombre  portée,  lieu  du  troisième  point  d'intersec- 
tion du  ravon  lumineux  avec  la  surface,  et  dont  les  arcs  utiles 
doivent  être  substitués  aux  arcs  virtuels  de  la  ligne  d'ombre. 
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Sur  les  déterminants  d'ordre  infini;  par  M.  H.  Poikcaré. 

(Séance  du  17  février  188G.) 

J'ai  eu  l'occasion,  à  propos  d'une  élégante  méthode  de  calcul 
employée  par  M.  Appell,  de  m'occuper  de  la  théorie  d'un  système 
d'équations  linéaires,  lorsque  le  nombre  des  équations  et  celui  des 
inconnues  sont  infinis  [Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  Xlll,  p.  xy). 

La  lecture  d'un  Mémoire  fort  important  de  M.  Ilill  sur  le  mou- 
vement du  périgée  de  la  Lune  a  attiré  de  nouveau  mon  attention 
sur  cette  question  {On  the  part  of  the  motion  0/  the  lunar  pé- 
rigée ivhich  is  a  fonction  of  the  mean  motions  of  the  Sun  and 
Afoon;  Cambridge,  Wilson,  1877.) 

Le  problème  que  j'avais  d'abord  étudié  est  le  suivant  : 

Considérons  une  suite  indéfinie  de  quantités  données 

a\t     ait     •••'     an,     •••         (lima„=oc,  n  =  x>) 
et  une  suite  indéûnie  de  quantités  inconnues 

Ai,     Aj,      . . . ,     A/j,      . . . , 

Il  s'agit  de  déterminer  ces  quantités  A,  de  telle  sorte  que  les 
séries 

lAna{J  (/?=  i,  2,  ...,  a<£ inf.) 

soient  absolument  convergentes  et  aient  pour  somme  zéro. 

J'ai  dit  dans  la  Note  citée  que  la  résolution  des  équations  li- 
néaires 

(1)  SAi,a;=o 

était  plutôt  une  question  d'inégalité  qu'une  question  d'égalité.  Ce 
passage  a  dû  paraître  obscur  à  plus  d'un  lecteur.  Je  suis  mainte- 
nant en  mesure  de  préciser  davantage  ma  pensée. 

Soient 

Ai  =  B|,         Aj=Bj,         ....         A/j=B/ï,         ... 

une  solution   particulière  des  équations  i  1).  Ecrivons  la  solution 
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générale  de  ces  équations  sous  la  forme 

A1  =  A1B1,        Aj=AîBj,        .,.,        An=  knhni 


•  •  •  » 


on  trouvera,  sinon  les  valeurs  les  plus  générales  des  quantités  A, 
au  moins  des  valeurs  assez  générales,  de  la  façon  suivante  : 
Soient 

une  suite  indéfinie  de  quantités. 
Posons 

S|B„aSI  =  Sp 

et  supposons  que  les  quantités  X  aient  été  choisies  de  telle  sorte 
que  la  série 

soit  absolument  convergente.  Alors,  quel  que  soit  l'entier  posi- 
tif q,  la  série  à  double  entrée 

2XpB„ag+7  (n,  p  =  i,  a,  . . .,  ad  inf.) 

converge  aussi  absolument;  or  elle  s'écrit 

SXpCZB^aJT*); 
elle  a  donc  pour  somme  o,  puisque  Ton  a  par  hypothèse 

2BaaS^=o. 

Si  donc  on  pose 

hn=Z\papn  (p  =  i,  a,  ...,  oo), 

on  aura 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  q. 
Donc,  si  Ton  fait 

A|=/i|Bj,        Aj=  AjBj,         ...,        A,t=  Zi^Bn,         ..., 

on  aura  une  solution  particulière  des  équations  (i). 

La  série  Y,\pa^  convergeant  absolument  pour  toutes  les  valeurs 
de  a„,  la  fonction 

S\pxp=G(x) 

est  une  fonction  entière 
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Donc,  pour  que 

soient  une  solution  des  équations  (i),  il  suffit  que  l'on  puisse  trou- 
ver une  fonction  entière 

Z\pxp=--  G(x), 

telle  que 

G(an)  =  A„ 

et  que  la  série 

2|XPSP| 

converge. 

Nous  pouvons  toujours,  d'après  le  théorème  de  Weierstrass, 
construire  une  fonction  entière  F (4?)  qui  s'annule  pour 

x  =  aj,        x  =  ai}         ...,        x  =  an,         ... 

et  n'ait  pas  d'autre  zéro. 

Nous  pouvons  de  même,  d'après  le  théorème  de  Mittag-Lefller, 
construire  une  fonction  méromorphe  R(#)  qui  ait  pour  infinis 
simples 

X  =  CL\y  X  =  C*i,  .  ..,  X  =  Ct/if  ..., 

avec  les  résidus  respectifs 

A,  /*,  hn 

et  n'ayant  pas  d'autres  infinis. 

Cette  fonction  R(x)  sera  de  la  forme  suivante 

R(a?)  =  hx  Ri(#)  H- A,Rî(ar)-4-...-+-/in  Rn(x)  -h. . .; 

R#i(ar)  sera  une  fonction  méromorphe  de  x,  indépendante  des  h 
et  admettant  l'infini  unique  x  =  an  avec  le  résidu  =77; — • 

Quand  je  dis  que  Rn(x)  est  indépendant  des  h>  cela  ne  doit 
pas  s'entendre  d'une  manière  absolue.  Le  théorème  de  Mittag- 
Leffler  nous  enseigne  la  manière  de  former  les  fonctions  R„,  quand 
les  hn  sont  donnés  de  façon  que  la  série  ^hnRn  converge.  Il  est 
clair  que  la  série  ZhnRn  peut  converger  pour  certaines  valeurs 
des  h  et  diverger  pour  d'autres  valeurs  :  en  ce  sens  on  peut  dire 
que  les  fonctions  R„  dépendent  des  h. 

Mais  supposons,  par  exemple,  qu'on  ait  trouvé  une  suite  de  fonc- 
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lions  R„,  telle  que  la  série 

v  k-  R 

converge  absolumenl.  Alors  la  série 

2A„Rn 

convergera  aussi  absolument,  pourvu  qu'on  ait 

(2)  \àa\<\kn\. 

Ainsi,  pourvu  que  les  h  satisfassent  aux  inégalités  (2),  les  R„ 
seront  indépendants  des  h. 
Posons  maintenant 


on  aura 
et 
Soit 

on  aura 


G(x)  =  F(x)  R(x),        Gn(x)  =  F(x)  Rn(x)f 
G(x)=ZhnGn(x) 

Gn(x)  =  Slnpxr,        G(x)=  2\pxp, 


Si  M„  est  le  plus  grand  module  que  puisse  prendre  la  fonction 
G„(x)  à  l'intérieur  d'un  certain  cercle  C,  il  résulte  de  la  manière 
dont  les  fonctions  G„  ont  été  formées  que 

*\hnMn\ 

converge  ;  par  conséquent  la  série 

2hnlapxP 

convergera  absolument  pour  toutes  les  valeurs  der  intérieures  au 
cercle  C  ou,  puisque  ce  cercle  est  quelconque,  dans  toute  l'éten- 
due du  plan. 

Cela  posé,  je  dis  qu'il  est  impossible  que  la  série 

converge  absolument;  car,  si  elle  était  convergente,  on  pourrait 
faire 

(3)  hx  =  Aj  =  . . .  =  hn~\  =  hn+t  =. .  .=  o,        Art  =  i, 
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et  alors  la  fonction  Gn(x)  satisferait  aux  conditions  imposées  à  la 
fonction  G(x),  à  savoir  que  G(aft)  =  hfiy  et  qu'en  remplaçant 
dans  la  série  qui  représente  G(.r),  xP  par  S^,,  cette  série  reste 
absolument  convergente.  Il  en  résulterait  que  les  valeurs  (3)  des  A 
satisferaient  aux  équations  (i),  ce  qui  donnerait 

B„  =  o, 

ce  que  nous  ne  supposerons  pas. 

Il  faut  donc  que  S  |  "knpSp  |  diverge  et,  par  conséquent,  il  est  im- 
possible que  le  rapport 

s, 

reste  constamment  inférieur  à  une  limite  donnée. 
Posons  maintenant 

H(x)  étant  une  fonction  entière  quelconque.  La  fonction  entière 
G(x)  satisfera  à  la  première  condition  que  nous  nous  sommes  im- 
posée, à  savoir  que 

G(an)  =  hn. 

Il  reste  à  savoir  si  elle  satisfait  à  la  seconde.  Posons 

F(x)ll(x)  =  po-f-pi-r   -p,a?2n-..  .-\- ç>pxP -t- . . ., 
G(\r)  =  X0-f-  Xi ;r-«-  \ixt  -+-...-»-  \pxi' -+-. .  .  ; 
d'où 

kp  =  pp-+-  ll\  A ip-'r-  h*  f\fp-\-  .  .  .-4-  /l/i  Anp-{-  .... 


Nous  voulons  que  la  série 


VX   s 


converge  absolument;  soient 

tUj,        [Ij,         ....        \Lp 

une  suite  de  quantités,  telle  que  la  série 


*     ... 


SjXpSp 


converge  absolument.  Si  l'on  a 

*/>  I  <  I  [J-p  I . 

la  série  E\pSp  convergera  également.  Ainsi,  si  les  //  satisfont  aux 
xiv.  G 
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inégalités  (2)  et  de  plus  aux  inégalités  suivantes 

ces  quantités  satisferont  aux  équations  (1). 

Pour  revenir  aux  quantités  A,  si  l'on  a  à  la  fois  les  inégalités 


(4) 


|A„|<U-„B„|, 


0  j.v\  hui 

Op-+-  ~.An  — 


<l."*l. 


les  A„  satisferont  aux  équations 


(1)  ZA„aj;  =  o. 

Ainsi  ces  égalités  en  nombre  infini  peuvent  être  remplacées  par 


des  inégalités  en  nombre  infini. 


On  peut  remarquer  que  dans  les  inégalités  (4)  entrent  un  grand 
nombre  de  quantités  qui  peuvent  être  choisies  arbitrairement  dans 
une  certaine  mesure.  Les  kn  sont  seulement  assujettis  à  la  condi- 
tion que  la  série 

2|*,,MM 


converge;  les  u.p  à  la  condition  que  la  série 

sin,s,| 

converge. 

Quant  aux  pp  ils  sont  arbitraires  dans  une  large  mesure,  car  ils 
sont  les  coefficients  du  développement  de  F(.r)H(x),  H(jr)étant 
une  fonction  entière  quelconque. 

Les  équations  (1)  ne  suffisent  pas  en  général  pour  déterminer 
complètement  les  rapports  des  quantités  A„.  Mais,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  par  l'exemple  même  traité  par  M.  Appcll,  il  peut  arri- 
ver que  ces  rapports  soient  entièrement  déterminés  par  ces  équa- 
tions (1),  jointes  à  la  condition  qu'une  certaine  série 

soit  convergente. 

Or  cette  dernière  condition  peut  être  remplacée  par  une  infi- 
nité d'inégalités  (4  bis).  Donc  les  rapports  des  quantités  A„  seront 
entièrement  déterminés  par  les  inégalités  (4)  et  (4  bis)  qui  sont 
eu  nombre  infini. 
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Considérons  maintenant  un  Tableau  à  double  entrée,  indéfini 


'       f         «11       «31 
«11  «  «32 


(  >  » 


«13        «23 


«1»       «2/t 


I 


«il 
«15 
«43 


«/il 
««î 
«/I3 


•     •  •     • 


«/*-!,/*  *  «/I4  1,/l« 


Dans  ce  Tableau  les  termes  de  la  diagonale  principale  sont  tous 


égaux  a  i . 


Soit  S„  le  déterminant  formé  en  prenant  les  n  premières  lignes 
et  les  n  premières  colonnes  du  Tableau  (5).  Je  dirai  que  le  Ta- 
bleau (5)  est  un  déterminant  d'ordre  infini  et  que  ce  déterminant 
converge  si  A„  tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  A  quand 
n  croît  indéfiniment. 

Pour  nous  rendre  compte  des  conditions  de  convergence  d'un 
déterminant,  appuyons-nous  sur  le  mode  suivant  de  génération, 
qui  n'est  autre  que  celui  qui  est  connu  sous  le  nom  de  clefs  al- 
gébriques. - 

Soit  à  développer  le  déterminant 


l)  = 


«11        «12 
«Il        «22 


«l/l 
«2// 


a 


nn 


«ni      anl 

Développons  le  produit 

IMS*  «/>«)» 

puis  affectons  chacun  des  termes  du  produit  développé,  suivant  les 
cas,  de  l'un  des  coefficients  -h-i,  — i  ou  o;  nous  obtiendrons 
ainsi  D. 

Il  est  aisé  d'en  déduire  l'inégalité  suivante;  formons  le  produit 

n  =  np(Zn\aPn\h 

on  aura 


(6) 


|D|<11. 


Supposons  maintenant  qu'on  remplace  dans  le  déterminant  D 
un  certain  nombre  d'éléments  par  zéro,  le  déterminant  D  devien- 
dra D'  et  ïï  deviendra  H';  un  certain  nombre  de  termes  s'annule- 


—  Si   - 

ront  dans  le  développement  de  II,  et  les  termes  correspondants 
s'annuleront  aussi  dans  le  développement  de  D.  On  aura  alors 

(-)  ;  n  -  r>  |<  ii  -  ir. 

Telles  sont  les  deux  inégalités  très  simples  cpii  vont  nous  servir  de 
point  de  départ. 

Pour  que  le  déterminant  A  d'ordre  infini  converge,  il  suffit  que 
le  produit  II  correspondant,  qui  s'écrit 

i    (lJ-  l«21  I  "+-  I  «31  I  —..."H"»!  !  -+---MI-H  «li  I  "H«mI  -H- --h  \aH  |  -4-...I 

converge  lui-même  ou,  d'après  un  théorème  bien  connu,  que  la 
série 

l*n  I  —  l«3il  -+- 1 «41 1  -i-...-4-  i«»i  !-+-... -t-  ; «u ;  -h  j«3îl  —...-+- 1 «u |  n-... 

converge  elle-même. 

En  effet,  soient  A„  et  Aw+/,  les  déterminants  obtenus  en  prenant 
dans  le  Tableau  (5)  les  n  premières,  puis  les  n -\- p  premières 
lignes  et  colonnes.  Soient  \\n  et  Hn+p  les  valeurs  correspondantes 
du  produit  II  défini  plus  haut. 

Comme  dans  le  Tableau  (f>)  les  termes  de  la  diagonale  princi- 
pale sont  égaux  à  i ,  on  passera  de  Aw+/1  à  A„  en  annulant  un  cer- 
tain nombre  des  éléments  de  ce  déterminant  Aw+/,  :  on  aura  donc 


Mais,  si  le  produit  (8)  converge,  le  second  membre  de  cette  iné- 
galité tend  vers  zéro  quand  n  et  p  croissent  indéfiniment.  Il  en 
est  donc  de  même  du  premier  membre,  ce  qui  prouve  que  A«  tend 
vers  une  limite  finie  et  déterminée.  c.   q.   f.   d. 

Donc,  pour  que  le  déterminant  A  converge,  il  suffit  que  la  série 
obtenue  en  prenant  dans  ce  déterminant  tous  les  éléments  qui 
n'appartiennent  pas  à  la  diagonale  principale  converge  absolu- 
ment. 

Je  vais  faire  voir  maintenant  que  le  déterminant  converge  abso- 
lument, c'est-à-dire  qu'on  peut  modifier  Tordre  des  colonnes  ou 
des  lignes  sans  changer  la  valeur  limite  du  déterminant. 

Soient  en  effet  deux  Tableaux  analogues  à  (5)  et  ne  différant 
que  par  l'ordre  des  colonnes  et  des  lignes.  Je  supposerai  toutefois 
que,  dans  l'un  comme  dans  l'autre  Tableau,  les  éléments  égaux  à  i 
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occupent  Ici  diagonale  principale.  Soit  Aw  le  déterminant  obtenu 
on  prenant  les  n  premières  lignes  et  colonnes  du  premier  Tableau. 
Soit  A'  le  déterminant  obtenu  en  prenant  les  p  premières  lignes 
et  colonnes  du  second  Tableau  ,  p  étant  assez  grand  pour  que  tous 
les  éléments  de  A„  se  retrouvent  dans  A' .  Soient  \\n  et  FI'  les  pro- 
duits Il  correspondant  à  A«  et  A' .  On  passera  de  A^,  à  A„  en  an- 
nulant dans  A'   un  certain  nombre  d'éléments.  Je  puis  donc  écrire 

\\ft--\n\<\]'p-Uft. 

Mais  le  produit  (8)  étant  absolument  convergent,  on  aura 

liin IIJ,  =  limllft  (n.  p  =  x  ). 

On  aura  donc  aussi 

liin A'/;  —  lim  A„  c.  o.    F.   1). 

Imaginons  maintenant  que  le  Tableau  (5)  soit  indéfini  dans  les 
deux  sens,  de  sorte  que  les  colonnes  et  les  lignes  soient  numéro- 
tées depuis  —  oc  jusqu'à  -+-  oc. 

Le  terme  qui  appartiendra  à  la  fois  à  la  ligne  numérotée  n  et  à 
la  colonne  numérotée  p  s'appellera  anp.  D'ailleurs  n  et  p  pourront 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  positives  ou  négatives,  y  compris 
la  valeur  zéro. 

Nous  appellerons  A„  le  déterminant  formé  en  prenant  les 
in  -+- 1  lignes  numérotées,  —  n,  —  «  +  i,  —  n  -f-  2,  ...,  —  1 ,  o, 
i,2,  . . . ,  n  —  1 ,  n  et  les  in  -+-  1  colonnes  portant  les  mêmes  nu- 
méros. Le  déterminant  d'ordre  infini  convergera  si  A„  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée. 

Nous  supposerons  toujours  que  les  termes  de  la  diagonale  prin- 
cipale sont  égaux  à  1,  c'est-à-dire  que  a„„=  1 . 

Alors,  en  raisonnant  tout  à  fait  comme  plus  haut,  on  trouverait 
que  le  déterminant  converge  absolument  pourvu  que  la  série 

-  |  anp  |      (  n  ,./>:  //,  p  variant  <le  —  x  à  -r-  x) 

soit  convergente. 

Supposons  maintenant  que  dans  notre  Tableau  à  double  entrée, 
c'est-à-dire  d'après  la  définition  qui  précède,  dans  notre  détermi- 
nant d'ordre  infini,  on  remplace  tous  les  éléments  d'une  certaine 


—  s«  — 
ligne  par  une  suite  de  quantités 

qui  soient  toutes  plus  petites  en  valeur  absolue  qu'un  certain 
nombre  positif  A*.  Je  dis  que  le  déterminant  restera  convergent  si 
la  série 

converge. 

En  effet,  prenons,  comme  il  a  été  dit  plus  haut,  un  -+-  î  lignes 
et  a/i  -H  i  colonnes  dans  le  Tableau  à  double  entrée,  de  façon  à 
former  le  déterminant  A„.  Supposons  que  Ton  fasse  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  éléments  de  chaque  ligne,  en  exceptant  la 
ligne  dont  les  éléments  ont  été  remplacés  par  des  quantités  jc. 
Faisons  ensuite  le  produit  II,,  des  \\n  sommes  ainsi  obtenues.  Un 
terme  quelconque  du  déterminant  A„  sera  un  terme  du  produit  II„ 
'  multiplié  par  une  des  quantités  x  ou  par  cette  quantité  changée 
de  signe.  Donc,  d'après  l'hypothèse 


Xi  |  <  / 

on  devra  avoir 

]An|<AIIM. 

Si  l'on-  annule  quelques-uns  des  éléments  de  Aw  ce  détermi- 
nant devient  A',,  et  le  produit  llM  devient  lïn.  Quelques-uns  des 
termes  du  produit  \\n  s'annulent  et  les  termes  correspondants 
de  Art  s'annulent  également.  On  a  donc 

Observons  maintenant  que,  pour  passer  du  déterminant  Aw+/, 
au  déterminant  A„,  il  suffit  d'y  annuler  certains  éléments;  nous 
trouverons 


et  nous  en  déduirons,  comme  précédemment,  que  Aw  tend  vers 
une  limite  finie  et  déterminée,  pourvu  qu'il  en  soit  ainsi  de  Il„, 
et  c'est  précisément  ce  qui  arrive  quand  la  série 

-  I  «rip  I  *'«.!"/" 

converge. 

J'arrive  maintenant  au  cas  particulier  traité  par  M.  Hill.   (> 
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savant  astronome  envisage  l'équation  suivante 

/    x  d*w       * 

(9)  -^r-*-8^0' 

où  0  est  une  série  de  la  forme  suivante 

0  =  0O  -+-  2  ©i  COS  t  H-  '2  ©i  COS  2  f  -+-  2  63  COS  3  t  -h  .  .  .  , 

ce  qu'on  peut  écrire 

en  supposant  que  i  =  y/ —  i ,  que  /*  varie  de  — x>  à  +  oc  et  que 
&„  =  -+■  0_,i.  Alors  la  théorie  des  équations  linéaires  nous  apprend 
que  l'équation  (g)  admet  une  intégrale  de  la  forme  suivante 

(10)  w  =  2bneln+cUi, 

n  variant  de  —  oo  à  -h  oo  et  les  bn  et  c  étant  des  constantes  conve- 
nablement choisies.  Elle  admettra  en  outre  l'intégrale 

w  =  2  b'n  e-(n+c)it 

(b'n  étant  l'imaginaire  conjuguée  de  b„)  et  elle  n'en  aura  pas 
d'autre. 

Les  quantités  bn  et  c  seront  déterminées  par  deux  conditions  : 

i°  Que  la  série  (10)  soit  convergente; 

•i"  Que  les  équations  linéaires 

/     *  ^   ^        t        /  x.i  //?  varie  de  —  00  à -f- x\ 

(11)  ZpQn-pbp  —  (n-\-c)*bn=zo     [r        .     ,  %  ) 

p        F   f      ^  '  ^n  varie  de  —  oc  a  -+-  oc/ 

en  nombre  infini  soient  satisfaites. 

M.  Hill  a  traité  ces  équations  d'après  les  règles  ordinaires  du 
calcul.  Bien  que  cette  hardiesse  ait  été  justifiée  par  le  succès, 
puisqu'il  est  arrivé  ainsi  au  nombre  même  donné  par  l'observation 
(muiatis  mutandis)^  il  ne  sera  peut-être  pas  hors  de  propos  de 
démontrer  analytiquement  la  légitimité  de  sa  méthode. 

Le  déterminant  d'ordre  infini  auquel  conduisent  les  équa- 
tions (1 1)  est  défini  comme  il  suit;  en  conservant  à  anp  le  même 
sens  que  plus  haut, 

««/i  =  00  —  (n  -f-c)*         et         anp  =  eu-/t  (i</0- 

Pour  ramener  ce  déterminant  à  la  forme  étudiée  plus  haut,  c'est- 
à-dire  pour  faire  en  sorte  que  les  éléments  de  la  diagonale  princi- 
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pale  soient  tous  égaux  à    1,  nous  diviserons  la   /ileme  ligne  par 

B0 —  ( n  -j-  c)'2y  ce  qui  donnera 


H;#--;j 


«««  =  I ,  «np  =   A r~ T«  (*</>)• 


On  obtiendra  ainsi  le  déterminant  que  M.  Hill  a  appelé  \3{c). 

Je  dis  qu'il  est  convergent,  pour  cela  il  suffit  en  effet  que  la 
série 


1 


('*</>> 


e0  —  i/i  +  rjJ 

converge.  Or  cette  série  est  le  produit  de  deux  autres,  à  savoir  de 

-  I  &n  I        (  n  £  o,  n  variant  de  —  x  à  -r-  x  ) 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 

a  S  |  B„  |  (  7i  -f- 1.  u,   . .   ,  ad  inf.  > 

et  de 

Cette  dernière  série  est  manifestement  convergente  et  il  en  est  de 
même  de  la  première  dans  le  cas  particulier  envisagé  par  M.  Hill. 
Donc  le  déterminant  [j(c)  converge  absolument. 

Ce  premier  point  établi,  on  en  déduira  sans  peine  les  propriétés 
de  ce  déterminant,  telles  qu'elles  ont  été  énoncées  par  M.  Hill. 
Supposons  donc  qu'on  ait  déterminé  c,  de  telle  sorte  que 

nie)  =  o. 

Remplaçons  dans  le  déterminant  \3(c)  les  éléments  d'une  ligne 
quelconque  par  des  indéterminées  .r.  Prenons,  par  exemple,  la 
ligne  numérotée  zéro  et  remplaçons-v 

W„  H„ 

•  •  •  '  **0  -//  —    77 ~  >  ....  (Iqq  —    I  .  fïort   —    — ~  >  ... 

h0  —  c2  e0  --  c* 

respectivement  par 

D'après  ce  qui  précède,  le  déterminant  ainsi  obtenu  convergera 
encore,  pourvu  que  les  quantités  x  soient  toutes  plus  petites  en 
valeur  absolue  qu'un  nombre  donné  /•*.  La  valeur  limite  de  ce  dé- 
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terminant  d'ordre  infini  sera  évidemment  une  fonction  linéaire  des 
quantités  x  et  pourra  s'écrire 

•  .  •  —t~  A — ri X — n  "•    •  •  •  "t"  A()3?u  ~~t~  A\  3P\  —*—  ...  —r~  -A/j J?/j  ~t"  •  .  •  . 

On  obtiendra  d'ailleurs  évidemment  Aw,  par  exemple  en  don- 
nant à  xn  la  valeur  i  et  aux  autres  x  la  valeur  zéro. 

Je  dis  que  les  quantités  An  ainsi  définies  satisfont  aux  équa- 
tions (ii).  En  effet,  faisons  en  particulier,  pour  une  valeur  quel- 
conque de  ny 

Le  déterminant  ainsi  obtenu  sera  absolument  convergent,  car 
la  série 


i 


00  —  (  n  -+-  c  )* 
devant  converger,  les  quantités 


8/|—  p 


Gq-{-  (n  -h  c)* 

auront  une  valeur  absolue  limitée.  De  plus,  ce  déterminant  a  pour 
somme  zéro,  car  il  a  deux  lignes  identiques  (pourvu  que  n  ^  o  ).  Il 
est  encore  nul  si  n  =  o,  car  il  se  réduit  alors  à  0(c)f  qui  par  hy- 
pothèse est  nul.  On  a  donc 


l,kpXp  =  o 


ou 


ou  enfin 

(n)  SA^-p+AB(n  +  c)i  =  o  (/i>  =  />). 

Les  équations  (i  i)  admettent  évidemment  une  infinité  de  solu- 
tions; mais  nous  savons  d'avance  qu'un  seul  système  de  solutions 
peut  donner  une  série 

2Ape<P+c)" 

qui  soit  convergente,  car  l'équation  (<))  n'a  que  deux  intégrales. 
Il  reste  donc  à  établir  que  la  série  ZApelP+cUt  converge. 
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Or  on  obtiendra  cette  série  en  faisant 

xp=  e{p+*ut, 


dans  le  déterminant  défini  plus  haut.  Or  le  module  de  xp  est  égal 
à  i  et  est  par  conséquent  limité. 

Donc  le  déterminant  restera  convergent.  c.  q.  f.  d. 

Je  crois  qu'après  les  explications  qui  précèdent,  la  belle  mé- 
thode de  M.  Hill  ne  peut  plus  donner  prise  à  aucune  objection. 


Sur  V équation  du  quatrième  degré  et  les  fonctions 
elliptiques;  par  M.  A.-E.   Pellrt. 

(Séance  du  17  mars  1886.) 

1.  Lorsque  les  racines  d'une  équation  de  degré  pair  2  m  peuvent 
se  partager  en  m  groupes  de  deux  racines  satisfaisant  à  une  rela- 
tion de  la  forme 

(1)  aj1^j4-6(jJ+j",)+c  =  o, 

les  racines  de  chaque  groupe  étant  inégales,  on  peut  ramener  l'é- 
quation à  être  réciproque  ou  à  ne  contenir  que  les  puissances 
paires  de  l'inconnue  par  une  substitution  linéaire.  Nous  considé- 
rerons les  deux  cas,  a  différent  de  o  et  a.  nul. 

Premier  cas  :  a^o.  —  L'équation  devient  réciproque  en  po- 

sanl  x  =  olz  -h  (3  et  paire  en  posant  .r  =  a  ^— -^  -h  [5,  a  étant  égal 

à ?  3  à >  et  0  une  quantité  indéterminée,  différente 

de  o. 

Second  cas  :  a  =  o.  —  L'équation  devient  paire  en   posant 

c              ,   .                                                     z  rb  i  c  , 

x  =  y.y t5  cl  réciproque  en  posant  x  =  a  -^^ — =->  a  étant 

une  quantité  indéterminée. 

2.  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré  n'a  pas  de  racines 
égales,  on  peut  former  de  trois  manière*  différentes  deux  groupes 
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de  deux  racines;  à  chaque  manière  correspond  une  relation  de  la 
forme  (i),  et,  par  conséquent,  on  peut  amener  l'équation  à  être 
paire  ou  réciproque  de  trois  manières  différentes.  Soit  l'équation 

X*  -+-  4  PX*  -+-  6QX«  h-  .j  KX  +  Sr,  <> 
ou,  en  posant  X  =  .r  —  P, 

/(  x  )  =  x*  -f-  6 q  x1  -f-  \rx  -h  s  ~  o. 

Cherchons  à  rendre  cette  équation  réciproque  par  la  substitu- 
tion x  =  ol  z  -h  jî  ;  on  obtient  les  équations 

f  6/'(  p)l»  -/(  (J)  [/"'(  ?  )]«  =  o,         «'  =  ££^>  • 

La  première  développée  devient 

en  supposant  r  di (Forent  de  o;  puis  on  a 

D'après  sa  formation,  l'équation  cp([3)  =  o  admet  comme  ra- 
cine toute  racine  multiple  de  l'équation  f(x)  =  o1  avec  le  même 
degré  de  multiplicité,  et  réciproquement. 

Supposons  réels  les  coefficients  de  l'équation  f{x)  =  o.  Il  en  est 
de  même  des  coefficients  de  l'équation  cp(^)  =  o.  Désignons  par 
£o>  ?i>  ?2  ses  trois  racines;  on  a 

aî  =  ?'(po)  =  (?o-pi)(?o-?î): 

par  conséquent,  lorsque  les  trois  racines  de  l'équation  en  J3  sont 
réelles,  les  valeurs  de  a2  correspondant  à  la  plus  grande  et  à  la  plus 
petite  sont  positives;  si  l'équation  en  jî  n'a  qu'une  racine  réelle, 

la  valeur  correspondante  de  a2  est  positive. 

■\ 

Effectuons  la  substitution  .-r  =  a  - ^  -h  3,  a,  3,  o  étant  réels, 

y  —  o       r       '  ■ 

ce  qui  est  toujours  possible  d'après  ce  qui  précède;  et  soit 
l'équation  à  laquelle  on  arrive.  Les  autres  transformations  pour 


—  U2  — 
oblcnir  une  équation  paire  seront  données  par  la  formule 


"VA:-?1 


C 
donc,  lorsque  les  racines  de  l'équation  en  jî  sont  réelles,  -jr  est  po- 
sitif, par  suite  les  racines  de  l'équation  /( x)  =  o  sont  toutes  réelles 

ou  toutes  imaginaires;  lorsqu'une  seule  des  trois  valeurs  de  fi  est 

C 
réelle,  j  est  négatif;  l'équation  /(x)  =  o  a  deux  racines  réelles  et 

deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

3.  Ainsi  les  intégrales  elliptiques  peuvent  se  ramener  par  une 
transformation  linéaire  à  la  forme 


j 


F(x)cix 


où  F(#)  est  une  fonction  rationnelle.  Si  F(x)  est  une  fonction 
impaire,  c'est-à-dire  égale  à  xf(x*),  f{x*)  étant  une  fonction 
rationnelle,  on  voit,  en  prenant  x2  pour  variable,  que  l'intégrale 
précédente  se  ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle.  Si 
F(x)  n'est  pas  une  fonction  impaire,  effectuons  la  substitution 


x=\/ 


G<\ 

v ^  ;  il  vient 

A  7  —  0 


4 

J 


et,  si  Ffl/T  ?  _  n  )  est  une  fonction  impaire,  cette  dernière  se 

ramène  à  l'intégrale  d'une  fonction  rationnelle;  pour  cela,  il  faut 
que  l'on  ait 

et,  dans  le  cas  où  F(x)  est  une  fonction  paire  F(x2), 

f<")  =  -f(^); 

ce  qui  renferme  un  résultat  de  M.  Hermite  {Journal  de  Af.  Resal; 
année  1880). 


î>3  — 


Considérons   en    particulier   l'intégrale   /  — _r .-...' ...  cl 


effectuons  la  substitution  x  =  — ;  on  a 

v/a y  —  » 


J  ^t^îT(,-x-.,ï-)  j  ^y4(>^; 


•a  r/v 


)»_<i±±lV    ,,. 


Posons 


il  vient 


•»*     _  /.',      _l  y*  -  '  -  „ 


//  = 


l  H-  /.r* 


et 


(  I  —  A  )    /  . =    /        —  — -_        .     rr  : , 

J0        )/(l—  X*)(l  —  k*X*)        J0       |/(I—K«)(I  —  *'«#/«) 

et  Ton  est  conduit  ainsi  naturellement  à  l'échelle  des  modules  de 
Lagrange  (Bertrand,  Calcul  intégral,  noi  650  et  suiv.  ;  0?>9). 


Sur  certaines  suites  de  fractions  irréductibles; 
par  M.  Maurice  d'Ocag^k. 

(Séance  du  7  avril  iWi.) 

Soit 

/ai     at    a%  «„, 

une  suite  de  fractions  proprement  dites,  irréductible*,  rangée*  par 
ordre  de  grandeur  croissante,  et  telles  que.  pour  toute  valeur  de 
l'indice  /w,  on  ait 

z  étant  un  entier  positif,  nul  ou  négatif.  N  un  entier  positif.  Noms 

supposons  d'ailleurs  que  -.-  est  la  plut  petite  de*  fraction*  •ah*>- 

faisant  à  la  condition  requise. 

Nou*  représenterons  une  telle  ruile  par  la  notation  Sa.  \  ..  #-1 
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,  nous  dirons  que  a  est  la  caractéristique  et  N  la  base  de  la  suite 
considérée.  Lorsque  la  caractéristique  est  nulle,  on  retombe  sur 
les  suites  dites  de  Farcy,  étudiées  par  Cauchy  {Bulletin  des 
Sciences,  1816),  et  M.  Stouvenel  (Journal  de  Liouville,  t.  V, 
1840). 

M.  Halphen,  dans  une  remarquable  étude  sur  ce  sujet  (Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France^  1877),  a  fait  connaître 
une  classe  étendue  de  suites  de  nombres  commensurables  jouis- 
sant de  la  propriété  démontrée  par  Cauchy  pour  les  suites  de 
Farey,  à  savoir  que  le  numérateur  de  la  différence  de  deux 
fractions  consécutives  est  égal  à  V unité,  d'où  Ton  déduit  que 

Kn  particulier,  les  suites  S,  ci-dessus  définies,  jouissent  de  celle 
propriété.  Nous  avons  déduit  de  là,  au  sujet  de  ces  suites  S,  un 
certain  nombre  de  remarques  dont  nous  allons  énoncer  les  prin- 
cipales ('). 

La  propriété  (1)  permet  d'abord  de  trouver  la  loi  d'enchaînement 
des  termes  successifs  de  la  suite  ti(a.  N).  Cette  loi  est  contenue 
dans  les  formules  suivantes  : 

tt  1  =■  1 .  a  2  =  1  ; 

t>\  —  N  —  a.         ht  —  \  —  a  —  1  ; 

ftttl  =  Aflfm_|  — tfm-l 


b,n  —  kbm-\  —  b,n- 


2 


K(jr)  représentant,  suivant  Pusage,  la  partie  entière  de  la  quan- 
tité x.  Mais  j'ai  remarqué  que  la  connaissance  d'une  suite  de 
caractéristique  nulle  fci(o,  N)  entraîne  la  connaissance  immé- 
diate de  toutes  les  suites  de  même  base  S(a,  N).  J'entends  par 
là  que  l'on  peut,  connaissant  la  suite  5(o,  N),  écrire  immédiate- 
ment un  terme  de  rang  quelconque  de  la  suite  S  (a,  N),  ce  qui 
dispense  des  longs  calculs  qui  résulteraient  de  l'application  des 
formules  précédentes. 


(')  Nous  rciivnyon*  les  lecteurs  qui  voudraient  prendre  connaissance  de  nos 
démonstrations  au  Mémoire  d'où  ces  remarques  sont  extraites.  Ce  Mémoire  pa- 
raîtra cette  année  dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles, 
recueil  que  notre  Société  reçoit,  bien  qu'il  ait  été  omis,  par  mégarde,  sur  la  liste 
des  échanges  placé»;  au  commencement  du  présent  Volume. 
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J'ai,  en  effet,  démontré  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  le  mième  terme  de  la  suite  Ô(o,  N)  est  j^-, 

"tu 

«^  CL 

le  mième  terme  de  la  suite  S  (a,  N)  est  -. 

Ainsi,  de  la  suite  Ô(o,  9),  qui  est 

1   1   1   1   1  x     1  2  1  3  a  3  4   1 
98705947385792 

5435253745678 
9758374956789 

on  déduit  immédiatement 

^    .  1   1   1   1   1  2  1  •à     1  3  a  3  4 

S(I,9) 87654735â53]5 


B(a,g). 


1  1  1  1  1  a  1  a 
7  6  5Ï35Ï3 
1      1      1      1      1      a 


S(3,9) 6    5     4    3     â    3 

8(4,9) 


*»\3j  9/*  ••••••• 

5(6,9) 

3(7.9) 


1  1      1      1 

5  4     3a 

1  1      1 

4  3â 

1  1 

3  â 

[ 
2 


Lorsque  la  caractéristique  a  est  négative,  auquel  cas  nous  met- 
trons son  signe  en  évidence  en  posant  a  =  —  [3,  le  théorème  I  a 
besoin  d'être  complété.  En  effet,  une  suite  ti( — [3,  N)a  un  nombre 
illimité  de  termes.  A  cet  égard,  j'ai  démontré  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Théorème  II.  —  Si  la  suite  t*(o,  N)  se  compose  de  p  —  1 
termes,  le  pième  terme  de  la  suite  $( —  jî,  N)  est  égal  à  -r 

Théorème  III.  —  p  étant  le  rang  du  terme  5 dans  la  suite 

r  °  p  -»- 1 

S( — 3,  N),  le  terme  qui,  dans  cette  suite,  occupe  le  pième  rang 
après  un  terme  quelconque  -r—  est  égal  a  -5 y- ^ 
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Corollaire.  —  Si   .  m*~p  est  le  terme  qui  occupe  le  pieme  rang 

dm 

après  le  terme  -.—  >  on  a 

bm-*-p —  pam-hp  —  Vin  —  p*Z//t. 

Les  théorèmes  I  et  II  font  connaître  immédiatement  les  p  pre- 
miers termes  de  la  suite  6( — [î,  N).  Le  théorème  III  permet  de 
déduire,  sans  calcul,  de  ces  p  premiers  termes,  les  groupes  suc- 
cessifs de  p  termes  de  cette  suite  illimitée. 

Représentant  par  &(a,  N)  le  nombre  des  termes  de  la  suite 
S  (a,  N),  lorsque  a  n'est  pas  négatif,  on  voit  immédiatement  que, 
si  ©(A)  représente,  suivant  l'usage,  le  nombre  des  entiers  non  su- 
périeurs à  l'entier  k  et  premiers  avec  lui,  on  a 


(a)  t(o,N)=2*<* 


k  =  N 

kl 
J'ai  démontré  aussi  la  formule,  moins  facile  à  obtenir, 

*  =  N-«-»-l 


(l>)  C(*,N)=£      2      ©<*). 


*  =  s 


En  vertu  du  théorème  II  et  de  la  formule  (a),  on  voit  que  le 
nombre  />,  pour  une  suite  à  caractéristique  négative  et  de  base  K, 
est  donné  par  la  formule 


A=N 


(r)  /»=2?(*>. 

Les  théorèmes  précédents  reçoivent  une  interprétation  géomé- 
trique fort  simple,  si  Ton  convient  de  représenter  la  fraction  -r  par 
le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont 

jr  =  by        v  =  a. 

Dans  ce  svstème  de  représentation,  toutes  les  fractions  propre- 
ment dites  sont  données  par  les  sommets  d'un  réseau  à  mailles 
carrées,  compris  entre  Taxe  Ox  et  la  bissectrice  de  l'angle  xOy. 
Le  point  représentatif  de  toute  fraction  irréductible  est  tel  que  le 
segment  de  droite,  qui  unit  ce  point  à  l'origine,  ne  contient  aucun 
autre  sommet  du  réseau. 
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Imposer  à  une  fraction  j  une  certaine  condition,  telle  que 

/(«,*)<N? 

c'est  astreindre  le  point  représentatif  de  cette  fraction  à  se  trouver 
dans  une  certaine  région  du  plan,  limitée  par  l'axe  0.r,  la  bissec- 
trice de  l'angle  xOy  et  la  courbe  dont  l'équation  est 

f(**y)  —  n  =  o, 

ce  point  représentatif  pouvant  d'ailleurs  se  trouver  sur  cette  courbe 
elle-même.  Dans  le  cas  des  suites  il,  auquel  se  rapporte  la  présente 
Note,  cette  courbe  est  une  droite.  Ranger  les  fractions  irréduc- 
tibles qui  répondent  à  la  condition  requise  par  ordre  de  grandeur 
croissante,  cela  revient  à  prendre  ces  fractions  dans  l'ordre  où  leurs 
points  représentatifs  sont  successivement  atteints  par  une  droite 
pivotant  autour  de  l'origine  O,  dans  le  sens  de  Ox  vers  O  v. 
La   propriété  fondamentale   liant  deux   fractions  consécutives 

,m~t-  et  j^-7  dont  les  points  représentatifs  seront  désignés  par 

Am_!  et  A^,,  propriété  qui  s'exprime  par  l'égalité 

se  traduit  géométriquement  comme  suit  :  La  surface  du  triangle 
AmAm_fO  est  égale  à  £. 

Le  théorème  I  conduit  à  l'énoncé  géométrique  que  voici  : 

Les  points  représentatifs  des  termes  de  même  rang,  dans 
toutes  les  suites  de  même  base,  sont  régulièrement  espacés  sur 
*une  parallèle  à  Vaxe  Ox;   Véquidistance  de  ces  points  com- 
prend autant  de  divisions  qu'il  y  en  a  entre  cette  parallèle  et 
£'axe  Ox. 

Quant  au  corollaire  du  théorème  111,  il  se  traduit  ainsi  : 

p  étant  le  rang  du  terme  g dans  la  suite  6( — (3,  N),  si 

£  *on  prend,  dans  cette  suite,  tous  les  termes  de  p  en  p,  à  partir 
9  un  terme  quelconque,  les  points  représentatif  s  de  ces  termes 
ont  régulièrement  espacés  sur  une  droite  dont  le  coefficient 

ngulaire  est  égal  à  g  • 


XIV. 
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Au  sujet  de  la  décomposition  d'une  forme  quadratique  en  une 
somme  de  carrés  de  formes  linéaires  et  indépendantes  (!); 
par  M.  de  Preslk. 

(Séance  du  ai  avril  1886.) 

La  théorie  de  la  décomposition  d'une  forme  quadratique  en  une 
somme  de  carrés  indépendants  peut  se  déduire  du  théorème  sui- 
vant, dont  nous  allons  proposer  une  démonstration  : 

Si  une  forme  quadratique  est  décomposée  en  une  somme  de 
carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  le  déterminant  prin- 
cipal du  discriminant  de  la  forme  quadratique  est  en  valeur 
absolue  égal  au  carré  du  déterminant  principal  du  système 
des  coefficients  des  variables  dans  les  formes  linéaires  compo- 
santes. 

Soit  U  une  forme  quadratique  à  m  variables  x^  ...,  x^,  ...,  xm\ 
soient  P,,  ...,  P*,  ...,  P,,,  n  formes  linéaires  indépendantes  de  ces 
variables,  en  lesquelles  la  forme  U  est  décomposée,  a-kh  le  coeffi- 
cient de  la  variable  x^  dans  P*;  l'expression  de  P*  est  la  suivante  : 

1>  v^—  '"  *.  ~ 

Les  formes  linéaires  étant  indépendantes,  le  déterminant  prin- 
cipal du  système  des  coefficients  des  variables  est  d'ordre  n.  et 
nous  pouvons,  sans  nuire  à  la  généralité  de  la  proposition,  sup- 
poser que  ce  déterminant  principal  0  soit 

0  —    I   «X/i   |  /1-1.  s,-  «• 

Désignons  par  3  la  quantité  ±  1  ;  nous  aurons 

L    —  -A-i  *A»  A-' 

Soit  /  un  indice  de  x\  nous  aurons 

=  -A-i  S*«*/l  A 


'À  <)x 


l 


(•)  Le  présent  travail  suppose  connue  la  remarquable  théorie  de  la  résolution 
des  équations  linéaires  de  M.  K.  Kouché,  publiée  dans  le  Journal  de  l'École 
Polytechnique  en   18K:». 
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ou,  en  remplaçant  P*  par  sa  valeur, 

dans  cette  expression,  le  coefficient  de  xh  est 

V  ^  — W  ^-         -» 

-A-l  H<*kl<*kh, 

le  discriminant  A  est  donc 

i°  Considérons  un  mineur  quelconque  du  discriminant,  nous 
pouvons  le  décomposer  en  déterminants  partiels  obtenus  en  combi- 
nant entre  elles  les  colonnes  partielles  correspondant  aux  différentes 
valeurs  de  À".  Cette  décomposition  faite,  les  déterminants  partiels 
dans  la  composition  desquels  entrent  deux  colonnes  partielles  de 
même  rang,  c'est-à-dire  correspondant  à  une  même  valeur  de  A*, 
sont  nuls. 

En  effet,  les  éléments  de  l'une  étant 

«*/,#A»      Clkktt^kh'y      ^k/^kh'j       •••> 

les  éléments  de  l'autre  seront 

akftakh'y      akl1akh">      aklyakh">       •••» 

et,  par  suite,  seront  proportionnels  aux  premiers. 

2°  Les  mineurs  du  discriminant  d'ordre  supérieur  à  n  sont  nuls. 

En  opérant  la  décomposition  précédente,  il  faudra  associer  n-\-  i 

colonnes  partielles  prises  chacune  parmi  les  n  -+-  i  colonnes  du 

discriminant,  lesquelles  n'ont  chacune  que  n  colonnes  partielles; 

donc  au  moins  deux  colonnes  partielles  auront  le  môme  rang,  et 

les  mineurs  seront  nuls. 

3°  Parmi  les  mineurs  du  discriminant  d'ordre  /i,  il  y  en  a  un 
<?gal    en   valeur   absolue   au   carré   du    déterminant   principal  du 
système  des  coefficients  des  variables  dans  les  formes  linéaires. 
Considérons  le  mineur  S'  du  discriminant 

t>écomposons-le  en  déterminants  partiels  ;  parmi  ceux-ci  les  dé- 
terminants partiels  provenant  de  l'association  de  colonnes  partielles 
<ie  même  rang  seront  nuls;  les  déterminants  partiels  provenant  de 
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l'association  de  colonnes  partielles  de  rang  différent  (ce  qui  est 
possible,  car  ces  colonnes  partielles  doivent  être  prises  dans  les 
n  colonnes  de  3',  qui  ont  chacune  n  colonnes  partielles)  ne  seront 
pas  nuls,  et  contiendront  le  facteur  nj^fe*. 

On  peut  conserver  dans  la  somme  provenant  de  la  décomposi- 
tion précédente  les  déterminants  partiels  nuls,  en  supposant  que, 
dans  les  facteurs  e*,  k  ait  toutes  les  valeurs  de  i  à  n\  et  le  produit 
nj^J  étant  égal  à  ±:  i ,  on  aura 

S'  —  -4-1  X*=rt/z*//z*  a  |A=!fi-* 
0   —  —  I  ">k=\  aM<*kh  I  /  =l,  j_rt> 

la  quantité  placée  entre  traits  verticaux  représentant  l'élément  ap- 
partenant à  la  Pème  ligne  et  à  la  hu'me  colonne.  On  l'obtiendra  en 
considérant  les  sommes 

et  faisant  la  somme  des  produits  des  termes  de  même  rang.  On  a 
donc  le  carré  du  déterminant  principal  o  et,  par  suite, 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


Détermination  des  nombres  de  Bernoulli ;  par  M.   de  Peesle. 

(Séance  du  6  juin  1886.) 

1.  Exposé  de  la  question.  —  Les  nombres  de  Bernoulli  B  sont 
définis  par  la  relation 

x  ex-^\  x2  x>  X*" 

1  =  B, B, — -  —...  —  (—i)"  B7I =t 

i  ex—\  \ .).  1.2.3.4  i.2...(2/i) 

La  valeur  de  cotx  est 

cota:  =  /■         — 

et,  en  développant  le  second  membre  à  l'aide  de  la  relation  précé- 
dente, 


I  _,    1*X         ..        2*  a?3  ,        v     ^        lk\nx\n-\ 

cota?  = B, h  Bj 

x  1 .2 


1.2.3-4  l.2...(2/i) 
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si  nous  désignons  parC*  le  coefficient  de  ur2/,~!,  nous  aurons 

C"=(-,)",.a..^n,B"         B"=(-° 5-  -  U" 

L'expression  de  la  tangente  se  déduit  de  celle  de  la  cotangente 

par  la  relation 

tangj-  =  cotj*  —  2cota.r  ; 

on  aura  donc,  pour  le  coefficient  E„  de  •r2""1,  dans  tangj?, 
et,  par  suite, 

si  donc  nous  connaissions  le  développement  de  tang#,  nous  dé- 
duirions de  la  dernière  égalité  la  valeur  de  B;J. 

2.  Développement  de  la  tangente  en  série  entière.  —  Nous 
allons  d'abord  nous  proposer  la  détermination  des  dérivées  succes- 
sives de  tang  x.  Soit 

o(x)  =  an  co%~tnx\ 
nous  aurons 

<p'  (x)  =  inan  cos-lln-*-l)  x  simr, 

*'(x)  =  2/1(2/1  +  i)aff  cos-ît'M-,,a?sinîx  -h  2/ta„  <:os  *nx 

ou  bien 

o'(x;  =  2/1(2/1  -r-  ija„  cos-,,/M-,,x  —  i n*an  <:os  tnx. 

La  dérivée  de  tang  x  étant  cos~*.r,  de  la  valeur  de  ^(x),  on  dé- 
duira les  expressions  successives  des  dérivées  impaires  de  tangx  ; 

Dj  tan^jr  =  1  cos~*x. 

Dj  tan^jr  —  1 .2.3co5_ijr  —  1 .2*.  1'.  co^-*jr, 

D4tan<:j-  —  i.2.'i.4.j.co«î-*jr  —  i.2.ï.2,''i*— al/'o*  *x 

DT  tangjr  —  1 .2.3.  {.i.O.^'.ot   *jr  —  1.2. 5.  i.î.a*'i*  —  2* ■-  ï*;'o*  *• 

—  1.2.3.2"    !• — 2# — l^1;"/*     '  S  -  -  I  .2*.  I*  "/*    lX. 

D»  tangjr  =  i.a.3-4- j-0-7.?.9',f/fc    î'  ar 

—  1.2. 3.;.j. ^.7. a*  1*— a8— ï1— i1    '.'.*    */ 

—  1.2.3-4.^.2-    I  *—>-—>■■     Il>5-    2lV         '>*!*."/•     *' 

—  1.2.3.2*     I1  —  >*  —  1  "  ï-  -     \--jT     "••     m  /   ~  J     /*     l*'*,»     */ 
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Désignons  par  Sf  (s2)7"  la  somme  des  produits  obtenus  en  pre- 
nant les  nombres  i2,  :>.2,  32, . . .,  72ct,  en  formant  avec  eux  tous  les 
produits  possibles  de  degré  ur  avec  répétition,  nous  apercevons  la 
loi  déformation  suivante  : 

I)jw+1  tan£.r  =  i.i...(±n  -f- 1  ) eus -*i«+Uj-. 

—  i  .2. .  .(an  —  i  )i*S'{(zi )l  eos-*".r 

-4-  I  .'2.  .  .(2/1  —  3  U^'/-1  (£*)*  COS-'tit-tïj;  ___ 

-+-(—  i)/'  i.a...[a(/*--/>)-T-i]af/,S7-',-,(31)',cos-t,«-i»+l,j- 

-H  (—  !)#»+*.  I  .2.  .  .[2(/l  —  />)  —  1  ].2î(*M-l)S;'-/>(5ï)/'-MC0S-*(''-/»)  *  =*= 

Supposons  cette  loi  vraie  pour  D2w+I  tangtf,  elle  le  sera  encore 
pour  D2//+8  tangjc  ;  en  effet  : 

Dans  D2/î+3  tangjc,  le  coefficient  de  cos~2(/l~^+l,x  sera 

(  —  l)/'+,2(/l  —  p)[l(n  —  />)-M].I.2...[2(/l—  p)  —  l]z*P+U$*-f>(z*)P+l 
—  (— l)/'2*(  FI  — />  -h  I)*  1.2.  .  .[2(/l  —  p)  -Hl]2*P  Sï"^1  S(5«)^ 

ou  bien 

(—  l)/>+l  .  I  .2.  .  .  [2(/l  —  /»)  -+-  l]  2*'^D  [Sï^t^)^"1 
-+- (,*—/>-+-  I  )*Sf-P+i  (Z*)P] 

ou  encore 

(—  i)*»+«i.2...|a[(/i-t-i)  —  /»]  —  ija*^+«Sï+,-',(5*  )#»+», 

car  on  a 

Sv(5«)'-=Sy-,(5«)'--4-7»Sï(5*)'-»; 

la  loi  est  donc  générale. 

3.  Expression  des  nombres  de  BernoullL  —  Dans  l'expres- 
sion de  D2//+,  tang.r  supposons  a:  nul;  nous  avons 

i .  a . . .  (  2  n  --  I  )  —  1  . 2  . . .  (  2  n  —  i  )  2*  S"  (  zi  )!  h-  . . . 

-r-  (  —  I  )/'  M.  I.  2...  [2(/l— />)—  l|2*i#H-lîS'/-',(5ï  )l'+l- 

Cette  expression,  divisée  par  i.A...(:iri  -+-i),  est  le  coefficient 
de  .r2"*'  dans  le  développement  de  tango:;  nous  avons  donc 

2* 

21./*  — /*)|2(/l         p)  ■-    lj...(2/l  -h  I)       '  ' 

-ri-ll" -""        -      - 

I  .  2...  I  2  /l    —  I  • 


-  103  - 
et,  par  suite, 


•X(n  —  />)['2(tt -+-/>)-*- l]...(  2/1  -M)      l        V       ' 

-M— 0" 


i  .a. .  .(a/i  -h  i) 


Nouvelle  construction  de  la  courbe  d' ombre  propre  dy  une  surf  ace 
de  révolution  et  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
cette  courbe  ;  par  M.  Neu,  élève  à  l'hcole  Polytechnique. 

(Séance  du  19  mai   1886.) 

Soient  C,  C  les  projections  du  méridien  principal  qui,  en  tour- 
nant autour  de  l'axe  vertical  O,  engendre  la  surface. 

1 .  Supposons  la  surface  éclairée  par  des  rayons  parallèles  de 
direction  OR,  O'R'  (Jig*  1)  ;  si  l'on  fait  tourner  ce  rayon  autour 
de  Taxe  O,  le  point  R  décrira  le  cercle  T  et  le  point  R'  décrira  l'ho- 
rizontale H'. 

Proposons-nous  de  déterminer  le  point  de  la  courbe  d'ombre 
situé  sur  un  parallèle  PP\  Soit  mm'  le  point  cherché  :  en  ce  point 
le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  au  rayon  lumineux.  Fai- 
sons tourner  ce  plan  autour  de  l'axe  O  de  façon  à  amener  le 
point  mm'  dans  le  plan  méridien  principal  en  msm\.  En  ce  point 
le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  vertical  et  sa  trace  ver- 
tîcale  est  la  tangente  iw^T  en  m\  à  la  courbe  C.  Le  point  mm1  a 
tourné  d'un  angle  z  dans  le  sens  Iri^onométriqiie  :  si  Ion  fait 
tourner  le  ravon  OR.  OR'  du  même  anirle  dan*  le  même  sens,  sa 
projection  verticale  de\iendra  parallèle  a  m\'ï.  puisque  le  plan 
tangent  en  un  point  de  la  courba  d'ombre  a  la  surface  considérée 
doit  être  parallèle  au  rayon  lumineux.  iJe  là  résulte  pour  la  con- 
struction du  point  de  la  courba  d'ombre  «itué  »ur  un  parallèle 
PP'  la  construction  suivante  : 

Mener  par  lr  point  O'  ';rj»r  droit':  O  A  parallèle  *  la  tangente 
en  m\  à  C.  Le  point  V  où  celle  parallèle  1  encontre  If  *e  projette 
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en  A  sur  F;  le  point   m  se  trouve  sur  une  droite  Om  telle  que 

,>iO/n,  =  ROA. 

Pour  déterminer  cette  droite  il  suffit,  d'un  point  quelconque  B 
de  la  bissectrice  de  l'angle  /?i|OR  comme  centre,  de  décrire   un 


Fig.  i. 


arc  de  cercle  passant  par  A  ;  cet  arc  de  cercle  coupe  T  au  point  c 
situé  sur  Om.On  aurait  une  seconde  solution  /i,  n'en  considérant 
A'  comme  projection  du  point  At . 

Cette  construction  permet  d'obtenir  des  points  sur  un  parallèle 
ou  sur  un  méridien  donnés  :  elle  fournit  immédiatement  les  paral- 
lèles limites. 

Déterminons  la  tangente  à  la  courbe  au  point  mm'  ;  il  suffit  de 
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construire  la  projection  horizontale  de  cette  tangente  puisque  nous 
connaissons  le  plan  tangent. 

Si  la  courbe  G  est  un  arc  de  cercle  de  rayon  p  dont  le  centre 
est  à  une  distance  r  de  Taxe,  on  sait  que  la  projection  horizontale 
de  la  courbe  d'ombre  est  une  conchoïde  de  l'ellipse  ombre  propre 
d'une  sphère  de  centre  O  et  de  rayon  p.  Le  pôle  de  cette  conchoïde 
est  le  point  O,  le  paramètre  est  r.  Pour  obtenir  le  point/?  de  cette 
ellipse  correspondant  au  point  m  il  suffit  de  prendre  sur  Om  une 
longueur  mp  =  r.  Sur  la  droite  0'R'2,  faisant  avec  H'  un  angle 
égal  à  l'angle  du  rayon  lumineux  avec  le  plan  horizontal,  portons 
Rj  d  =  p  ;  le  point  d  se  projette  sur  H'  en  e;  de  sera  la  demi-dis- 
tance focale  de  l'ellipse  considérée  dont  le  grand  axe  est  perpen- 
diculaire à  OR  ;  on  obtient  ainsi  les  foyers  F,  F'.  On  en  déduit  la 
normale  pq  à  l'ellipse  au  point  p  ;  cette  droite  rencontre  la  perpen- 
diculaire Or  à  Om  au  point  q;  qm  sera  la  normale  à  la  courbe 
d'ombre  au  point  m.  De  là  résulte  la  construction  suivante. 

Sur  la  droite  0'R'2  prendre  K2d=  p  ;  d  se  projette  en  e  sur  H'. 

Sur  une  perpendiculaire  à  OR  porter  OF  =  OF'  =  de)  cette  con- 
struction servira  pour  tous  les  points  situés  sur  la  portion  de  la 
surface  engendrée  par  un  même  arc  de  cercle. 

Sur  O/n  prendre  le  point  p  tel  que  mp  =  r  ;  mener  la  bissec- 
trice/?£  de  l'angle  F'pF  qui  coupe  la  perpendiculaire  en  O  à  mO 
au  point  q  ;  qm  sera  la  normale  à  la  courbe  au  point  m. 

Si  la  courbe  G  n'est  pas  un  arc  de  cercle,  on  considérera  le  tore 
osculateur  à  la  surface  le  long  du  parallèle  PP';  les  deux  courbes 
d'ombre  sur  la  surface  et  sur  le  tore  ont  même  tangente  au 
point  m\  il  suffira  donc  de  mener,  comme  dans  le  cas  précédent, 
la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  sur  le  tore  engendré  par  le  cercle 
osculateur  à  la  courbe  G  au  point  m\ . 

2.  Supposons  la  surface  éclairée  par  un  (lambeau  SS'  (Jig*  2). 
Par  un  raisonnement  analogue  au  précédent  on  arrive  à  la  con- 
struction suivante  : 

Mener  l'horizontale  H'  passant  par  S'  et  tracer  le  cercle  V  de 
*?ayon  OS,  prendre  en  S\  l'intersection  de  H'  et  de  la  tangente  en 
m\  &  la  méridienne  :  S',  se  projette  horizontalement  enS,  ou  en  S2 
siur  le  cercle  T  ;  joindre  OS  t ,  OS2  et  prendre  les  symétriques  de  ces 
droites  par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  m,OS;  on  a  ainsi 
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deux   droites   qui    coupent  le   parallèle  V  aux   points    cherchés 
m  et  n. 

Fig.  a. 
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Pour  déterminer  la  tangente  au  point  m  on  peut  supposer  que 
le  point  S  S'  s'éloigne  à  l'infini  sur  le  ravon  S//*,  S'/?*'  et  opérer 
comme  dans  le  cas  des  ra\ons  parallèles. 
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Quelques  questions  se  rapportant  à  V étude  des  antiparallèles 
des  côtés  d'un  triangle  ;  par  Emile  Lemoine,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Polytechnique. 

(Séance  du  19  mai  i88<>.) 

Depuis  quelques  années  la  figure  formée  par  les  intersections 
des  côtés  d'un  triangle  avec  trois  droites  parallèles  à  ces  côtés  et 
passant  par  un  même  point  a  été  l'objet  de  nombreuses  études, 
tant  en  France  qu'à  l'étranger,  à  propos,  par  exemple,  des  propriétés 
des  points  de  Brocard  et  du  point  de  Lemoine  (');  nous  allons 
nous  occuper  ici  de  la  figure  formée  par  les  intersections  des  côtés 
d'un  triangle  avec  les  trois  antiparallèles  à  ces  côtés  menées  par  un 
point  de  son  plan  en  développant  l'étude  que  nous  avions  com- 
mencée dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XII, 
p.  72,  1 883-84,  et  dont  M.  Casey  (Treatise  on  the  analytical 
Geometry)  nous  a  fait  l'honneur  de  reproduire  quelques  résultats. 
Nous  nous  servirons  des  coordonnées  normales. 

Définitions,  notations  et  propositions  préliminaires. 

Par  un  point  O  (a,  [3,  y)  du  plan  d'un  triangle  ABC  je  mène  les 
antiparallèles  de  chaque  côté  : 

L'antiparallèle  de  BC  coupe  BC  en  it,  GA  en  i2,  AB  en  i3, 

»  CA  »  2j  2j  »  23, 

»  AB  »  3i  3j       »        3s. 

Ces  antiparallèles  à  BC,  AC,  AB  ont  respectivement  pour  équa- 
tions 

la(by  -+-  cp)  -+-  7]  [(6*—  c*)y  —  aca]  —  £[(&*—  c*  )£  -h  ab%]  =  o, 
—  É[(c'—  «2)Y-+-^C?J  -+-T)6(ca-+-aY)  -+-Ç[(C*  — -a1)*  —  ab$]  =  o, 

(*)  Nous  rappelons  que  les  points  de  Brocard  O  et  O'  dans  un   triangle   ABC 
Sont  définis  par  les  égalités  d'angles 

OAC  =  OBA=  OCB,        O'AB  -  O'BC  =  OC  A. 

J-e  point  de  Lemoine  est  le  point  inverse   du   rentre  de  gravité;  il  a    par  consé- 
quent pour  coordonnées  normales  a,  0f  c. 
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au  moyen  de  ces  équations  on  aurait  immédiatement  les  coordon- 
nées des  neuf  points  i(,  is,  i3,  24,  22>  2j,  3t,  35,  33. 

Nous  allons  placer  ici  le  Tableau  des  longueurs  des  principales 


lignes  de  la  figure  exprimées  en  fonction  des  côtés  et   des  dis- 
tances x,  ii,  y  du  point  O  aux  trois  côtés. 
Nous  supposerons  «i  >  ft  r>  c  : 

ont  respectix  ement  pour  longueurs 

m 

^  ^  > 

^.  ^.  «- 

ijij.      *»•*••     *:>t 

ont  respectivement  pour  longueurs 

IV.  a 

—  «         c*  .  .  .     .        ,    . 

>  ■ie*:gr.jfcii:  vv»::.e  à  ;V.r\::r.JÙre  îi  surtjur?  de   VBC  : 

»  »  .  t  -  -  ~_  ~ —    «.  -  • 

JZ     .  .î  ►   N  ■        *  *-ï   _       -4  *  Ni 

.-.'.v  .  .■:■.•    .  .  a* 
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A.^        - ,  A.3= L_^, 

A      _  bc      bc$  —  (a*  —  c»)v  _  cb$  —  (q«—  c»)y 

*î_        a*-c«  2~S  '  A2î~  iS  ' 

a*  —  b*  25)  .  aS 

R     __  ac      aca-  (6*—  c*)v  aC3t_(£i__  c*)y 

K,i-     grr^ îs '  Bl3= ïs -' 

B*3~     — ïs — '  B2l=  — Js — ' 

R~  _  ac       acYH-(a*— 6*)a  acv  -h  (a1—  6*)a 

a*  —  os  2  S  2  S 

~  a6a-H(A«—  c*)3  _,  ab      ab*  -+-  (&*  —  c*)û 

ds  =       _ ,  Ci  1=7-= ~ —> 

2  b  O* — C*  2  S 

r-     _       «^?-H(a*— c*)a  aô      a63-h(a*  — c«)a 

2  b  a* —  c*  2  S 

r  b(a$  +  b%)  a(b<i  +  a$) 

2  b  2  S 

Les  longueurs  des  anliparallèles  à  BC  menées  par  A,  B,  G  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

abc  ac       ab 


^_c*7      b7       c 

Les  longueurs  des  an ti parallèles  à  GA  menées  par  A,  B,  G  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

cb  abc  ab 

— ,     — -,     — . 

a        a*  —  c*        c 

Les  longueurs  des  antiparallèles  à  AB  menées  par  A,  B,  C  et 
terminées  aux  côtés  opposés  sont  respectivement 

bc       ac  abc 


a7      b7     a*—  6* 

Remarque.  —  Si  Ton  considère  les  tangentes  au  cercle  circon- 
scrit menées  par  chaque  sommet  et  que  Ton  prenne  les  longueurs 
de  chaque  tangente  entre  ce  sommet  et  le  côté  opposé,  l'inverse 
de  la  plus  petite  de  ces  longueurs  est  égal  à  la  somme  des  inverses 
des  deux  autres. 

Nous  appellerons  ah  [3,,  yt  les  pieds  des  bissectrices  intérieures 
eta't,    (î'j,   y'j   les  pieds  des   bissectrices  extérieures.    Les  points 


-  no  - 

o,  oa.  oh*  oc  seront  respectivement  les  centres  du  cercle  inscrit  et 
des  cercles  exinscrits  ;  /\  /•„,  /•$,  rc  les  rayons  de  ces  cercles; 
R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  : 

A',   B',  G'  sont  les  points  de  contact  de  BC,  GA,  AB  avec  le  cercle  inscrit  ; 
A'a,  Ba,  G'c  »>  »>  e\ioscritoa; 

k)„  BJ,,  C'h  »  ot,\ 

Art,  )*£,  Ac  les  points  où  les  droites  qui  joignent  respectivement 
A,  B,  C  au  centre  du  cercle  circonscrit  coupent  BC,  AC,  AB. 

Af,  Bt,  C,  les  pôles  de  BC,  AC,  AB  par  rapport  au  cercle  cir- 
conscrit ou  les  associés  respectivement  en  A,  en  B,  en  C  du  point 
de  Lemoine  (voir  plus  loin  la  note  sur  les  points  associés). 

On  trouve 

87  ac  cos  C  -+-  y*  ba  cos  A  -4-  »3  cb  cos  B 

(A)  surf.  i,233,  =  —  *-* * -; , 

2  3 

,,%x  „  n  %*rab  cos  B  -*-  71  bc  cos  C  ■+-  *3  en  cos  A 

(B)  surf.  1,^,3,=       O '-— -j- : ; 

2  o 

pour  le  point  de  Lemoine  ces  deux  surfaces  sont  égales  à 

I  surf.  ii2i}3  = i- r .. r— 

(  G  )  ' 
' '  i  £7(6*  —  r*  )  cos  A  -u  -;x(  c2  —  a5  )  cos  B  -h  a3(««  —  &«  )  cosC 

!  2^ 

r           _              <?2        S*/ (  r2—  /;*)  cos  A — 7«/>rcosC-f-  a36rcosB 
(  L>)     surf.  1,9.3 3,= r-4  --*■ *-- ! , 

surf.  «23  i3  3i2i  ij3t=  S  —  —[£»*(*?*  — u/jrcos A) -t- a 2  $m;(cb  —  a*cosA)|. 


Construction  des  droites. 

(  \a  )  *  -+-  ?  cos  G  —  7  cos  B  =  o, 

(  I/,  )  a  cos  C  -f-  3  h  •  v  cos  A  —  o, 

(  lf)  acosB -•- ^  cosA  h- 7  =  0. 

Kn  B  je  mène  une  perpendiculaire  à  AB  qui  coupe  AC  en  14; 
en  C  une  perpendiculaire  à  AC  qui  coupe  AB  en  ir;  la  droite  u  ir 
et  la  droite  (1„)  se  confondent.  Le  quadrilatère  CB  n,  ir  étant  in- 
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scriptible  à  un  cercle,  on  voit  que  (I„)  esl  une  antiparallèle  à  BC 
[Remarquons  que  (I„)  passe  par  A,,  (1$)  par  B,,  (lc)  parC,.]  Ap- 
pelons* \a  le  point  où  (I„)  coupe  BC,  on  voit  que  i„  est  le  conjugué 
harmonique  de  \a  par  rapport  à  B  et  à  C. 

Demènle  (1$)  et(Ir),  respectivement  antiparallèles  à  ACetà  AB, 
donneront  ia<>  2$,  %c  î  3«,  3^,  3r  par  leurs  intersections  avec  les 
trois  côtés  du  triangle  de  référence,  ib  et  3C  étant  conjugués  har- 
moniques de  \b,  \c. 

Nous  appellerons  !«,  1$,  \c  les  sommets  du  triangle  formé  parles 
droites   (I*),  (Ia),   (le)?   I«  étant  l'intersection  des  droites  (I*), 

\  *C/î     •    •    •  • 

Remarques.  — AX,,  B/^,  Ckc  étant  trois  droites  concourantes, 
i a, 26, 3<.  sont  en  ligne  droite;  donc  les  deux  triangles  ABC,  Ulftl,. 
sont  homologiques;  Taxe  d'homologie  \a  %b  3C  a  pour  équation 

*  P  Y 

cosA        cosB        cosG 

le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 

i  i  i 


cosA  —  cosBcosG       cosB  —  cosGcosA       cosC —  cosAcosB 

Construction  des  droites. 

<LJfl)  —  (p  —  «)*-+-  bfi-T-cy  =o, 

<^h)  ««  —  (/>  — £)£-+- c?  —o, 

•C  Jc)  aa-h6£J —  (p  —  c)y=o. 

(Ja),  (J^),  (3C)  sont  respectivement  parallèles  à  BC,  AC,  AB; 
le  centre  d'homothétie  du  triangle  qu'elles  forment  et  du  Iriangle 
-ABC  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC. 

Soient 

J<iA,  iac  les  points  où  (Ja)  coupe  BA  et  CA, 
J*c  ha  ceux  où  (Ja)  coupe  CB  et  AB, 
Jca,  icb  ceux  où  (Jr)  coupe  AC  et  BC, 

A'  ii,a  et  Ciai,  sont  parallèles  à  AAJ,. 
A'  ica  et  BJac  »  à  AAJ.. 

B'  5Cb  et  AJ/,c  »  à  BB'C. 

B'Jab  et  CSùa  »  a  BB«. 

G'  Jac  et  BJr„  »  à  CCa. 

G'  J/tc  et  AJr^  »  à  Ci-j£. 
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d'où,  pour  construire  (J*),  on  mène  par  C  une  parallèle  à  AA^  qui 
coupe  AB  en  iab  ;  'a  parallèle  à  BC  menée  par  iab  est  la  droite  ( ia)  ', 
pour  avoir  Jtf$,  on  pourrait  partir  encore  de  B'  en  menant  une  pa- 
rallèle à  BB'a  ;  de  même  on  pourrait  se  proposer  de  trouver  d'abord 
Jac  en  partant  soit  de  B,  soit  de  G  et  menant  une  parallèle  soit  à 
AA^.,  soit  à  CC'a. 

Nous  avons  aussi  à  nous  servir  des  neuf  droites  du  groupe  K  : 

|    (i)     p<X-hb$  +  C*(  =  0, 

(2)  (/>  —  6)a-T-6?-4-CY  =  o, 

(3)  (/>  — <?)a-+-^p -hCY  =  o, 

(4)  aa-f-/>3-f-cY  =  o, 
(K)                              {(5)  «*-+-(/>  —  c)p  -4-  cy  =  o, 

(6)  aa-4-(/> —  a)^-+-CY=o, 

(7)  aa-f- ftp -r-/>Y  —  o? 

(8)  aa  -h  b$  -h  ( p  —  a)Y  =  o, 
\  (9)  «a+ft?  +  (/>-6)if  =  o, 

qui  jouissent  de  propriétés  analogues  aux  droites  (J«),  (J$)f  (Jr)- 

Les  trois  premières  sont  parallèles  à  BC  ; 

Les  trois  suivantes,  à  CA  ; 

Les  trois  dernières,  à  AB . 

(1),  (4)  et  (7)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC}  le 
centre  d'homothétie  est  le  point  rr,  ra,  ri,  ; 

(2),  (5),  (8)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC;  le 
centre  d'homothélie  est  le  point  /•„,  /•*,  rc  ; 

(3),  (6),  (9)  forment  un  triangle  homothétique  à  ABC;  le 
centre  d'homothétie  est  le  point  />,  r„,  ri,. 

Pour  étudier  toutes  les  droites  du  groupe,  il  nous  suffira  d'étu- 
dier les  deux  types  qui  comprennent  les  neuf  droites;  nous  pren- 
drons, par  exemple, 

p  %  -+-  h  3  -h  c  y  =0 

et 

%(p  —  b)  -f-  &£-+-  cy  =  0. 

La  droite  />  a  -f-  />  p  -j-  c  y  =  o  est  parallèle  à  BC  ;  elle  coupe  AC 
en  V  et  AB  en  V;  BV  et  AA^  sont  parallèles,  CV  et  A\;  égale- 
ment. 

La  droite  (p  —  6)a-f-  b$-k-cv  =  o  est  parallèle  à  BC;  elle  coupe 
AC  en  V,  et  AB  en  \\  ;  BV,  et  AA  sont  parallèles,  CV,  et  AA;, 
également. 
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Étude  de  12  points;  groupe  (M). 

Nous  les  définissons  ainsi 

ot0,   aa,   a0,  <xc  sont  sur  BC, 
Po>  Pa,  P*>  Pc         »        CA, 
Yo,  Ya,  Y*>  Y*         »         AB> 
o«o,    o  p0)    oy0  sont  respectivement  perpendiculaires  à  A o,    Bo,    Go; 


Oa«a,   OaPa,   Oa^a 

» 

» 

Aofl,  Boa,  Coa: 

Ob*b,    Ob$b,   Ot^b 

» 

» 

Aoô,  Bo^,  Coj,  ; 

Oc*c,     Ocpc,   Oc^c 

» 

» 

Aoc,  Boc,  Coc; 

» 

Pc 

0 

'  (P—c),  o,  —  (j0  —  a), 

» 

Yo 

» 

—  (p  —  b),  (p  —  a),  o, 

» 

«a 

» 

o,  —  (/>  —  6),  (p  —  c), 

» 

Pa 

» 

(p  —  b),  o,  — ^>, 

» 

Y« 

» 

—  (/>  — <0i  />>  °» 

» 

«6 

» 

o,  —  (/>  — a),  J0, 

» 

Pa 

» 

(p-a)^o,  —(p  —  c), 

» 

Y* 

» 

—  P>  (P  —  C)>  o, 

» 

a* 

» 

°»  — />»  (/>  —  *)» 

» 

Pc 

» 

/>>  o,  —  (/>  —  £), 

» 

Yc 

» 

-(/>  —  «)>  (P  —  b),  "• 

on  voit  alors  que 

/  A«ç  et  Ci  BJ.  sont  parallèles  ;      a0  a  pour  coordonnées  o,  — (/>  —  c),  (/>  —  ft  ), 

B  p0  et  Ac  C^ 

Cyo  et  B'a  A6 

AaaetB^C; 

B  pa  et  G'  Ai 

Cva  et  B'  A; 

A  a*  et  G'  Ba 

Bp6etAaCc 

Gya  et  A'  B'c 

A«c  et  B'C'a 

B  pc  et  A'  CA 
\  Cyc  et  A^  Bi 

Les  points  a0,  po>  Y°  sont  sur  'a  droite 
(No)  «Q*-a)-+-PQ*-£)-+-YO>--c)  =  <>î 

les  points  aa,  (3$,  yc  sont  sur  la  droite 

a  S  y 

(N'0)  1 ^-r  H *— =o; 

x    0/  p  —  a       /?  —  o       p  —  c 

les  points  aa,  pa,  ya  sont  sur  la  droite 

(Na)  */>-+- PQ* -c)T-4-Y(i>--£)  =  o; 

les  points  a0,  pc,  y0  sont  sur  la  droite 

(Ni)  -  +  — £-  4-  — L  =  O. 

7  P        P  —  c        P  —  b 

On  aurait  de  même  les  droites  (N*),  (N^),  (Nr)?  (N'c). 

xiv.  8 


t 
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Le  point  d'intersection  Na  de  (N$)  et  de  (Nc)  est 

—  (b-i-c),     &cosC,     ccosB; 
le  point  d'intersection  N^  de  (N^)  et  de  (N^.)  est 

—  (b  -f-c)  tang*  -  »     ôcosC,     ccosB; 

le  point  d'intersection  N0„  de  (NG)  et  de  (N*)  est 

(b  —  c),     — ôcosC,     ccosB; 
le  point  d'intersection  N^a  de(N'0)  et  de  (N^)  est 

(b  —  c)cot*  —  y     —  ôcosC,     ccosB; 

on  aurait  de  même  les  points  N$,  N^,  Nc,  N^.,  N0$,  N^,  Noc,  N^c. 
Les  deux  triangles  ABC,  N„NaNc  sont  homologiques  ;  l'axe  d'ho- 
mologie  est  (N^,)  et  le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 
tangA,  tangB,  tangC,  qui  est  aussi  le  centre  d'homologie  de  ABC 
et  de  N^N'^N^.  Les  deux  triangles  ABC,  No^N^N^  sont  homolo- 
giques  ;  l'axe  d'homologie  est  (N^.),  le  centre  d'homologie  est  tangA, 
tangB,  —  tangC  qui  est  aussi  le  centre  d'homologie  de  ABC  et  de 
N^N^N;,  de  même  pour  ABC,  NoaN*Noc,  ABC,  N;a  N'é  N;„  .... 

Remarque.  —  Le  centre  d'homologie  des  deux  triangles  ABC, 
N0aN0^Nc  est  le  point  associé  en  A  (*  )  du  centre  d'homologie  des 


(')  Nous  avons  montré,  à  diverses  reprises,  l'importance  de  la  notion  des 
points  associés  dans  la  géométrie  du  triangle.  Voici  les  définitions.et  quelques  pro- 
priétés. 

Le  point  O  ayant  pour  coordonnées  a,  Ji,  y  aura  respectivement  les  points  Om  : 
—  «,  ji,  y  ;  Ob  :  a,  —  p,  y;  Oc  :  a,  £,  —  y  pour  points  associés  en  A,  en  B  et  en  C. 

Une  courbe  est  simplement  associée  à  elle-même  en  A,  si  elle  est  le  lieu  du 
point  O  en  même  temps  que  le  lieu  du  point  Om. 

Si  une  courbe  est  doublement  associée  à  elle-même,  par  exemple  en  A  et  en  B, 
elle  l'est  aussi  en  C,  c'est-à-dire  qu'elle  est  triplement  associée  à  elle-même. 

l'ne  courbe  de  degré  impair  ne  peut  être  doublement  associée  à  elle-même,  à 
moins  qu'un  des  côtés  du  triangle  de  référence  nc  fasse  partie  de  la  courbe. 

t'ne  conique,  qui  est  elle-même  triplement  son  associée,  a  évidemment  une 
équation  de  la  forme  La'  —  M  Ji1  —  \yJ  =  o,  c'est-à-dire  : 

i°  Qu'elle  ne  peut  couper  à  la  fois  en  des  points  réels  les  trois  cotés  du 
triangle  de  référence  ; 

•_»°  Oue  les   deux  points  d'intersection  d'un  côté  du  triangle  de  référence  avec 


—  iir>  - 

deux  triangles  ABC,  NaN^Nc;  nous  avons  déjà  rencontré  ce  point 
(voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique 7  p.  76;  i884)- 

Lemme.  —  Soit  une  circonférence  tangente  à  deux  droites  X 
et  Y.  Je  mène  une  tangente  à  cette  circonférence  qui  coupe  Xen  x, 
Y  en  y  ;  par  x  je  mène  une  parallèle  à  une  direction  donnée  X, 
par  j'  une  parallèle  à  une  direction  donnée  [x  :  ces  deux  droites  se 
rencontrent  en  O.  Le  lieu  de  O,  si  la  tangente  varie,  est  une  hyper- 
bole dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  \  et  à  [x. 

Nous  n'insistons  pas  sur  la  démonstration  fort  simple  de  ce 
lemme. 

A.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  inscrit  : 

i°  Prenons  pour  droites  X  et  Y  lés  deux  côtés  AB  et  AC  du 
triangle  de  référence  et  pourX  et  u.  les  antiparallèles  à  AB  et  à  AC. 
L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

\  -{-(zpcosA  —  b  —  c)Py^~(c  —  a)ay-\-(b —  a)ot(3. 

a°  Prenons  BC  et  BA  pour  droites  X  et  Y  et  pour  \  et  jx  les  an- 
tiparallèles à  BA  et  à  BC. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(p  .         j  o  =  **(p-a)-p(p-b)  +  yHp-c) 

3°  Prenons  CA  et  CB  pour  droites  X  et  Y  et  pour  X  et  jx  les  an- 
tiparallèles à  CB  et  à  CA. 


cette  conique  sont   conjugués  harmoniques  par  rapport   aux  deux  sommets  qui 
sont  sur  ce  côté. 

Si  une  parabole  est  à  elle-même  triplement  son  associée,  son  équation  a  Tune 
des  trois  formes 

—  <i'a*\  +  (b*  +  c*\)  (y*  +  \F)  =  o, 

—  P»&»X-»-(c»  +tfM  (a'  +  Xy1)  =  0, 

—  r'c'X  -+-  (a»  ■+-  b*\)  O1  -f-  Xa»)  =  o; 

clic  est  inscrite  dans   le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  milieux  des  côtés  du 
triangle  de  référence. 

Si  une  hyperbole  équilatère  est  à  elle-même  triplement  son  associée,  elle  passe 
par  les  quatre  centres  des  cercles  tangents  aux  trois  cotés  du  triangle  de  réfé- 
rence et  réciproquement. 
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L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

j  o  =  a«(/?-a)+p«(i>-6)-T«(/>~c) 

(b —  c)$y-h(a  —  c)<v{  -+-(a/>cosC  —  a — £)«{L 


(Pa)  coupe  AC  et  AB  aux  pieds  (3<,  yt  des  bissectrices  inté- 


rieures ; 


(Pa)  coupe  encore  AC  et  AB  en  (î0,  y0  ; 

(Pa)  passe  par  A«  et  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  AB 
et  à  AC. 

Les  hyperboles  (Pa),  (Pc)  jouissent  de  propriétés  analogues. 

B.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  oa. 

i°  Prenons  AB  et  AC  pour  X  et  Y  et  pour  \  et  ja  les  antiparal- 
lèles à  AC  et  à  AB. 

L'hyperbolp  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(P')  i  °  =  aV?-*-P,(/>-c)-hY,(/>--*> 

\         ~ i2(P  ~  «)cosA  —  b  —  c]yP  -+-(c -ha)*^ -*-(a-hb)a$. 

a°  Prenons  BC  et  BA  pour  X  et  Y  et  pour  X  et  [x  les  antiparal- 
lèles à  AB  et  à  BC. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(Pi)  I  °  =  a^  +  P,(/'-c)-Y,(/>-6)^(c~*)TP 

(  -f-[a(jp  —  a)cosB-f-c  —  «]«Y  -+-  («  -+-  b)*$. 

3°  Prenons  CA  et  CB  pour  X  et  pour  Y  et  pour  X  et  jjl  les  anti- 
parallèles à  CB  et  CA. 

L'hyperbole  lieu  de  O  aura  pour  équation 

(p,}  j  o  =  **p-p(p-c)  +  i*(p-b) 

l         -h(b  —  c)$y  -\-(c  -h  a)zy  -+-[z(p  —  a)cosC-h  b  —  a]z$. 

C.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  oty  on  aura 
de  même  : 

i°  AB  et  AC  pris  pour  X  et  Y,  les  antiparallèles  à  A  et  à  B  pour 
\  et  [x, 

(P")  i  °  =  aî</>--c)-+-PV>-Y,(/>  —  a> 

(  ■+-  [*(P  —  b)cos\  -h  c —  6]yJ3  ■+-  (c  —  a)«Y  -*-(«  -+-£)«?; 

a°  BA  et  BC  pris  pour  X  et  Y  ;  les  antiparallèles  à  BC  et  à  BA 
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pour  A  et  [x, 

|  o  =  **(p  —  c)  +  $*p  +  «i*(p-a)-h(c-hb)tf 
(  —[*(p  —  b)cosB  —  c  —  a]x*(  -h(a-\-  b)a$; 

3°  CA  et  CB  pris  pour  X  et  Y  ;  les  antiparallèles  à  CB  et  CA 
pour  X  et  [x, 

(c-+-6)Yp-+-(a  —  c)«y-+-[2(/>  —  £)cosC-+-a  —  6]ap. 


D.  Supposons  que  le  cercle  soit  le  cercle  exinscrit  oCJ  on  aura 
enfin  : 

i°  AB  et  AC  pris  pour  X  et  Y  ;  les  antiparallèles  à  AC  et  à  AB 
pour  X  et  (x, 

(       -+-[2(/> — c)cosA  -h  &  —  c]Py -»-(«-+- c)aY  -K^  — a)a3; 

2°  BA  et  BG  pris  pour  X  et  Y  les  antiparallèles  à  BC  et  à  BA 
pour  \  et  (x, 

(P*)  i  o=-««(p-6)  +  p(/>-a)  +  TfV  +  (*  +  0?T 

(  ~t-*[a(/> —  c)cosB  -f-  a  —  c]«y  •+-(«  —  £)*?> 

3°  CA  et  CB  pris  pour  X  et  Y;  les  an ti parallèles  à  CB  et  à  CA 
pour  \  et  (x, 

(Pw)         i  o  =  *Hp-l>)-hp(j>-a)  +  i*p+(b-hc)fa 

\  -f-(a-4-c)aY  —  [*(P  —  c)cosG  —  a  —  &]»p. 

(P^)  a  pour  asymptotes  des  an  ti  parallèles  à  AB  et  à  AC,  coupe 
AB  en  ya  et  en  y't ,  AC  en  $a  et  en  j3't  et  passe  par  A« . 

(P'A)  a  pour  asymptotes  des  antiparallèles  à  AB  et  à  BC,  coupe 
BC  en  0La  et  en  a0  AB  en  ^a  et  en  y'j  et  passe  par  B4;  de  même 
(P^)a  pour  asymptotes  des  antiparallèlcs  à  CAet  à  CB,  coupe  CA 
en  [3a  et  $\ ,  CB  en  ol{  et  aa  et  passe  par  C< . 

II  n'est  pas  nécessaire  d'insister  sur  les  courbes  (P],),  (!*$)>  (P^)> 
(P*),  (P^),  (P^)  qui  jouissent  de  propriétés  analogues. 

Problème  I.  —  Trouver  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  il?  22,  3 3  soient  en  ligne  droite. 

11  suffit  d'exprimer  que  la  surface  du  triangle  i|2233  est 
nulle. 
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La  formule  (C)  nous  donne 
(i)      Py(6*— c*)cosA-haY(c*— a*)cosB  -+- «£(«*— &1)  cosC  =  o; 

c'est  une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  AJBC.  Elle 
passe  par  le  point  de  Lemoine  et  a  pour  inverse  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  centre  de  gravité. 
Le  centre  de  l'hyperbole  (1)  a  pour  coordonnées 

cosAsin*(B —  c),     cosBsin*(C  —  A),    cosCsin'(A  —  B). 

La  tangente  à  cette  courbe  au  point  de  Lemoine  passe  par  le 
point  a  tang  A,  b  tangB,  c  tangC  ou 

q«  6»  c« 

cosÀ       cosB'     cosG' 


V»     sin(B  —  C) 

Z*    —     =oî 


et  a  pour  équation 

tangA 

Remarque  L  —  SiO  est  le  point  de  Lemoine,  la  droite  \{  22  3S 
a  pour  équation 


2s- 


=  o; 


tangA 

nous  savons  que  les  six  points  i2,  is,  ?<,  2S,  3«,  32  sont  alors  sur 
un  cercle,  que  3223,  i23i,  iK  i2  sont  respectivement  parallèles  à 
BG,  ACj  AB  et  proportionnels  à  cosA,  cosB,  cosC. 

Remarque  IL  —  Si,  pour  trouver  le  lieu,  nous  nous  étions  servi 
du  théorème  de  Ménélaiis  qui  donne 

i|B  2jC:  3^A  __ 

iiC  22A  3jH 

nous  aurions  trouvé  une  équation  du  troisième  degré  en  a,  (3,  y, 
mais  contenant  le  facteur  ax  -f-  bfi  -h  cy  qui,  égalé  à  zéro,  repré- 
sente la  droite  de  l'infini  ;  ce  facteur  étant  enlevé,  on  trouve  natu- 
rellement l'équation  (1). 

Problème  II.  —  Trouver  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  i3,  20  3 i  soient  en  ligne  droite. 

La  formule  (B)  nous  donne  immédiatement 
(2)  $yab  cosB  -+-  Y«^ccosC  -+-  a3 ca  cosA  =  o, 

qui  représente  une  conique  circonscrite  à  ABC. 
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Problème  III.  —  Trouver  le  lieu  du  point  O,  tel  que  les  trois 
points  i2,  23,  3«  soient  en  ligne  droite. 

La  formule  (A)  nous  donne  immédiatement 

(3)  $yac  cosC  -+■  yoLba  cosA  -t-  afic&cosB  =  o 

qui  représente  une  conique  circonscrite  à  ABC. 

Remarque.  —  Si  trois  points  (pris  chacun  sur  un  côté  diffé- 
rent de  ABC)  parmi  les  neuf  points  i<,  i2,  i3,  2<,  22,  23,  34,  32,  33 
sont  en  ligne  droite,  les  six  autres  sont  sur  une  conique  ;  cela 
permet  d'énoncer  autrement  les  problèmes  I,  II,  III  et  V. 

Problème  IV.  —  Trouver  le  lieu  des  points  O  pour  lesquels 
les  deux  triangles  i,2334,  i3,2<32  sont  équivalents. 

m 

i°  On  peut  pour  cela  écrire  que  les  expressions  (A)  et  (B)  sont 
«gales,  ce  qui  donnera  le  lieu  qui  a  pour  équation 

a^YC8»11  *B  —  sinaC)  -4-  byx(s'\n*C  —  sinaA)  -+-  c<xp(sin2A  —  sinaB); 

on  la  met  facilement  sous  la  forme 

Py(£*  —  c*)  cosA-h  Ya(c*—  a*)  cosB  -+-  af^a*—  6*)cosC  =  o, 

c'est-à-dire  l'équation  (1). 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème  I.  —  Si  les  trois  points  i4,  22,  33  sont  en  ligne 
droite  les  triangles  1 2  23  3« ,  1 3  is  32  sont  équivalents. 

20  On  peut  aussi    écrire  que  les  deux  expressions  (A)  et  (B) 
ont  une  somme  égale  à  zéro. 
Ce  qui  donne  la  conique 

(4)  2apY(6cosB -hccosC)  =  0, 

qui  passe  par  le  point 

1  1  1 

(cs  —  6*)cosA'     (a*— c^cosB*     (6*—  a*)cosC' 

Remarque  /.  —  Il  est  facile  de  voir  que  les  quatre   coniques 
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(i),  (2),  (3),  (4)  passent  au  point 

a 
à1  cos*  A  —  bc  cosB  cosG 

b 

b1  cos*  B  —  ca  cos  G  cos  A 

c 


c*cos*C  —  ab  cos  A  cosB 

ou 

sin  A 
sin1 2  A  —  sinaB  sin  a  G 

et  que  pour  ce  point  les  trois  groupes  i<,   22,    3S  ;   i8,   24,  32  ; 
i2,  23,  34  sont  formés  chacun  de  trois  points  en  ligne  droite. 

Problème  V.  —  Trouver  le  point  O  pour  lequel  les  trois  points 
1 1 ,  28,  32  sont  en  ligne  droite.    . 

La  formule  (D)  nous  donne  comme  équation  du  lieu 

(5)  Py(c* —  £*)cosA  —  yzbc cosG  -hap^ccosB  =  o; 

de  même,  les  trois  points  22  is  3«  seront  en  ligne  droite  si  O  décrit 
le  lieu 

(6)  Py^ccosC-h  Y*(a* —  c1)cosB  —  ap  ac  cos  A  =  o, 

et  les  trois  points  33  2,  i2  seront  en  ligne  droite  si  O  décrit  le  lieu 

(7)  —  fyyab  cosB  -4-  Y<xa6  cosA  -h  a$(b* —  a1)  cosG  =  o; 

en  ajoutant  (5),  (6),  (7)  membre  à  membre,  on  trouve  une  iden- 
tité; donc  ces  trois  coniques  se  coupent  en  un  même  point  pour 
lequel  les  points  i(,  23,  32;  a2,  '»»  *V,  33,  24,  i2  forment  trois 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite. 
Ce  point  a  pour  coordonnées 

sinA 
SI112A  sinaB  -+-  sin2A  siniG  —  sinaB  sin-^C 

sinB 
sin'^B  sin  2  G  -h  sinaB  sin  2  A  —  sin  2  A  sin  2  G 

sinG 

— — ; j ; • 

sin 2 G  sin 2  A  -+-  sin  2 G  sin2B  —  sin 2  A  sinaB 

Problème  VI.  —  Trouver  le  point  O  pour  lequel  les  trois  lon- 
gueurs O  1  n  Oa2,  033  sont  égales. 
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En  nous  reportant  aux  expressions  de  ces  longueurs  données 
précédemment,  on  voit  que  cette  égalité  a  lieu  pour  le  point  T 


£*—  c*        c*—a*       a*—b* 
abc 

et  pour  les  trois  associés  ( K  )  Ta,  T$,  Tc. 
Le  point  T  étant  à  l'infini,  il  ne  reste  que  les  trois  points  T„ 

£i_ci       c*—a*       a»— 6» 

,     — ,     , 

abc 

* 

On  a  alors,  pour  le  point  Taj 

abc 


iiTa  = 


6*-c*' 


pour  le  point  T$, 


pour  le  point  Tc, 


rp  abc 


abc 

Il  le  — 


a*  —  b* 


Remarque  I.  —  Ces  longueurs  sont  respectivement  égales  à  la 
partie  de  la  tangente  au  cercle  circonscrit  comprise  entre  le 
sommet  et  le  côté  opposé. 

Remarque  IL  —  Les  expressions  données  en  fonction  de  a,  (î,  y 
des  diverses  lignes  de  la  figure  nous  permettent  d'écrire  immédia- 
tement le  lieu  du  point  O  qui  correspond  à  une  relation  donnée 
entre  ces  lignes  ;  elles  permettent  aussi  d'établir  (par  exemple,  en 
se  servant  de  l'identité  2 S  =  aa  -+-  b$  -f-  cy)  une  série  d'autres 
identités  et  aussi  d'énoncer  un  grand  nombre  de  théorèmes.  En 
voici  quelques  exemples  : 

1.  Quel  que  soit  O,  on  a 

abc  =  O  11(6*—  c»)  -f-  Oa,(c*  —  a*)  -+-  033(a«—  6*), 

abc  =  a*0 3, -+-  b*0  1,-+- c*0*j=  a*02i-+-  6*0 3, -4-  C*Oi5, 

Oi,x  O23  x  0  3,=  Oi,x  O2,  x  03,. 

(')  Voir  précédemment  la  Note  sur  les  points  associés. 
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2.  £,e  point  O,  pour  lequel  on  a 

Oit     _     Oa,     _     03» 
6«—  c*  ~~  c*— a*  ~"  a*—  £*' 


est  tel  que  O  i  {  -h  O  1 2  +  O  33  e$£  m/i  minimum. 
Les  coordonnées  de  ce  point  O  so/i£ 

, ,     . 

a  &  c 

3.  Pour  tous  les  points  d'une  même  parallèle  à  Vaxe  cFho- 
mologie  du  triangle  ABC  et  du  triangle  formé  par  les  pieds 
des  symmédianes,  on  a 

iî  i3-h2j2i-h  3t3j=  const. 
etc.,  etc. 

Problème  VII.  —  Trouver  le  lieu  des  points  O  pour  lesquels 
io  *3>  O?  informent  une  division  harmonique. 

En  écrivant  les  valeurs  des  rapports  au  moyen  des  expressions 
précédemment  données  des  longueurs  I3I1,  I3I2)  oi4,  oi2,  on  a 

2(c*  —  b*)       b       c 

— -  —  q  -4-  -  =  o  : 

c'est  une  hyperbole  circonscrite  à  ABC  ;  elle  passe  par  le  point  de 

l'infini >  j,  -;  c'est-à-dire  qu'elle  a  une  asymptote  parallèle  à 

la  médiane  partant  de  A. 

Théorème  II.  —  Si  le  point  O  décrit  une  hyperbole  circon- 
scrite au  triangle  ABC  et  qui  ait  une  asymptote  antiparallèle 
à  BC,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  comprenant 
O  et  les  trois  points  où  V  antiparallèle  à  BC  menée  par  O  coupe 
les  trois  côtés  est  constant. 

Problème  VIII.  —  Trouver  les  points  O  du  plan  pour  lesquels 
Vhexagone  2,  34  i3  23  32  12  est  circonscriptible  à  un  cercle. 

Ce  cercle  ne  peut  être  que  l'un  des  quatre  cercles  inscrits  dans 
le  triangle  ABC  ;  il  y  aura  quatre  points  O  donnant  une  solution 
du  problème;  appelons  H0  celui  de  ces  points  qui  correspond  au 
cercle  inscrit,  H„,  11$,  Hcceux  qui  correspondent  respectivement 
aux  cercles  exinscrits  ort,  0b,  oc. 
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Cherchons  d'abord  le  point  H0  :  puisque  H0  23  et  H032  sont  an- 
tiparallèles à  AC  et  à  AB  et  que  2332  doit  être  tangente  au  cercle 
inscrit,  il  est  évident  que  H0  appartient  à  l'hyperbole  (P«);  de 
même  H0  appartient  à  (P^)  et  à  (Pc). 

Le  problème  revient  à  chercher  le  point  commun  à  ces  trois  hy- 
perboles ou  par  conséquent  à  deux  d'entre  elles. 

Si  Ton  ajoute  (P^),  (Pc)?  on  voit  que  H0  sera  sur  la  droite 

(8)  a(p —  a)  -i-  P(jdcosC  —  6)-f-  y(/>cosB  —  c)  =  o; 
il  sera  de  même  sur  les  droites 

(9)  *(p  cosG  —  a)  -h  [3(/>  —  &)-*-  y(p  cosA  —  c)  =  o, 

(10)  a(p  cosB  —  a)  -5-  p(/>  cos  A  —  b)  -f-  yQ»  —  c)  =  o. 

L'équation  (8)  peut  s'écrire 

P(ol-t-  pcosC  -+-  ycosB)  —  (aa  -h  b$  -+-  cf)  =  o, 

par  conséquent  (8)  est  parallèle  à  l'an ti parallèle  (la)  à  BC  :  c'est 
donc  l'antiparallèle  à  BC  passant  par  H0. 

Donc  les  intersections  de  (8),  diagonale  de  l'hexagone  cherché, 
avec  AC  et  AB,  seront  les  sommets  i3  et  i3  de  cet  hexagone. 

De  même  (9)  et  (10)  représentent  les  diagonales'  2j23  et  3|  32. 

Calculons  les  coordonnées  de  H0. 

Il  suffit  évidemment  de  résoudre  deux  des  équations  (8),  (9)  et 
{10),  mais  les  résultats  ne  se  présentant  pas  immédiatement  sous 
une  forme  symétrique,  nous  allons  procéder  autrement. 

En  retranchant  deux  à  deux  les  trois  équations  (8),  (9)  et  (10), 
on  trouve 

<n)  —  a(i  —  cosB)  -f-  P(cosA  —  cosC)h-  y(i —  cosB)  =  o, 

<ia)  <x(i  —  cosC)  —  p(i  —  cosG)  -+-  y(cosB  —  cosA)  =  o, 

(i3)  a(cosG      cosB)-r-p(i  —  cosA)  —  7(1  — cosA)  =  o, 

qui  représentent  trois  droites  passant  en  H0;  en  tirant  de  deux 
d'entre  elles  les  valeurs  a,  (3,  y,  on  trouve  facilement  pour  ces 
coordonnées 

(1  —  cosA)(i  —  cosA  — cosB  —  cosC), 
(1  —  cosB)(i  --  cosB  —  cosA  —  cosG), 

(1  — -  cosC)(i-+-  cosG  —  cosA  —  cosB), 
ou 

crra(2R  —  ra),     &r/,(2R  —  rb),     crc(iR  —  rc) 
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ou 

ara ( brt, H-  crc—  ara),     brt,( ara ■+-  crc—  brt),    crc ( ara -h  brt  —  crc). 

Construction  géométrique  du  point  H0. 

PREMIERE    CONSTRUCTION. 

La  droite  (8)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(/>  —  a) a —  6p  —  cy  -t-/>((3cosC  -h  fcosB)  =  o; 

c'est  donc  Pantiparallèle  à  BC  qui  passe  par  le  point  d'intersection 
des  deux  droites 

p  cos  G  -+-  y  cos  B  =  o  ; 

c'est-à-dire  Ai„, 

—  (p  —  a)ai-hb$-hcy  =  o; 

c'est-à-dire  (J«). 

Donc  pour  construire  (8)  on  joint  Aia;  on  mène  par  C  une* 
parallèle  à  BB^,  parallèle  qui  coupe  AB  en  un  point  par  lequel  oim 
mène  une  parallèle  à  BC  ;  cette  parallèle  coupe  A  i  a  en  un  poinU 
par  lequel  on  mène  l'antiparallèle  à  BC  :  c'est  la  droite  (8). 

On  construit  de  même  soit  (9),  soit  (10),  et  le  point  H0  est  déter- 
miné. 

SECONDE    CONSTRUCTION. 

Au  lieu  de  construire  deux  des  droites  (8),  (9)  et  (10)  comme 
cela  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'idée,  il  est  plus  simple 
de  construire  deux  des  droites  (1 1),  (12),  (i3). 

(11)  peut  s'écrire 

(  Y  -h  p  cos  A  -f-  a  cos  B  )  —  (  a  -+-  p  cos  G  -f-  y  cos  B  )  =  o  : 

donc  (1 1)  passe  par  1$,  intersection  des  deux  droites  (Ir)  et  (I*); 
mais  (1 1  )  coupe  AC  au  pied  (34  de  la  bissectrice  de  l'angle  CBA  : 
donc  la  droite  (11)  est  la  droite  [3, 1$,  de  même  (12)  est  la  droite 
y4  lc  et  (i3)  est  la  droite  a,  Irt;  donc: 

Théorème  III.  —  Les  trois  droites  afIa,  (^1*,  yt  lc  se  coupent 
au  point  H0. 
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Remarque.   —  La  tangente  i22«  au  cercle  inscrit  a  pour  équa- 
tion 

p— a  a      p—b 

"  P„      ~^„a  -T=o. 


c — jdcosB       rc — jdcosA 

Cherchons  maintenant  le  point  Ha. 

On  verrait  de  même,  par  les  considérations  qui  nous  ont  servi 
pour  le  point  H0,  que  Ha  est  le  point  commun  aux  trois  hyperboles 
(P^),  (P^),  (Fc)  ou  encore  le  point  commun  à  leurs  intersections 
deux  à  deux,  c'est-à-dire  le  point  commun  aux  droites 

(8')  a/?-*-  £[(/>  —  a)cosC-h  b]-h  y[(p  —  a)cosB  -4-  c]  =  o, 

(9)    a[(P  —  a)  cosG  —  a]  —  p(/>  —  c)  -r-  y[(/>  —  «)  cos  A  —  c]  =  o, 
(ro')  *[(p  —  a)cosB  —  a]  ■+-  (3[(/> —  a)  cos  A  —  b]  —  *((p  —  b)  =  o; 

(8')  peut  s'écrire 

ajPH-  P/>cosc-h  Yi>cosB  -+-  p(&  —  acosC)-+-  y(C  —  acosB)  =  o 

ou 

P(ol  -+-  pcosG  -4-  ycosB)-+-cosA(Pc  -+-  y£)  =  o; 

comme  les  deux  droites  a  -f-  (îcosC  +  ycosB  =  o  et  {ic-f-  y  6  =  o 
sont  des  antiparallèles  à  BC,  on  voit  que  (8')  est  antiparallèle 
àBC. 

(8')  donne  donc  par  ses  intersections  avec  AC  et  AB  les  points 
i2,  i3  de  l'hexagone  cherché  :  elle  est  une  de  ses  diagonales. 

(9')  peut  s'écrire 

(p  —  a)(acosC  -h  (3  ■+-  y  cos  A)  —  (as  -+■  6p-f-  cy)  =  o, 

ce  qui  prouve  qu'elle  est  parallèle  à  (1$),  c'est-à-dire  antiparallèle 
à  AC;  de  même  (10')  est  antiparallèle  à  BC;  (9')  et  (10')  sont  donc 
aussi  des  diagonales  de  l'hexagone  cherché. 

Calcul  des  coordonnées  de  Ha. 

Des  équations  (8'),  (9')  et  (10)  on  déduit,  en  retranchant  (io;) 
de  (9')  et  divisant  par  (p  —  a), 

(11')  a(cosC  —  cosB)-f-  P(i  —  cosA)  —  7(1  —  cosA)  =  o. 

En  ajoutant  (8')  et  (9'),  puis  divisant  par  (p —  a), 

(m!)  a(i  -+-  cosG)  -f-  P(i  ■+-  cosC)  -+-  y(cosA  -h  cosB)  =  o. 
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En  ajoutant  (8')  et  (10'),  puis  divisant  par  (p  —  a), 

(i3')  a(i-+-  cosB)-t-  P(cosA  -+-  cosC)-f-  yO  -+-  cosB)  =  o; 

de  deux  des  équations  (i  i'),  (12'),  (i3;)  on  déduit  facilement  pour 
les  coordonnées  de  Ha 

—  (1  —  cosA)(i  -+-  cosA  -f-  cosB  -+-  cosC), 
(1  -+-  cosB)(i  —  cosA  —  cosB  -h  cosC), 
(1-4-  cosC)  (1  —  cosA  -f-  cosB  —  cosC), 

ou 

-ar(aR  +  r),     brc(iR  —  rc),     crt,(iR  —  r^). 

Remarquons  en  passant  les  identités 

cos  A  -f-  cos  B  -+■  cos  G  =  1  h-  —  > 

K 

cos  B  h-  cos  C  —  cos  A  =  ~  —  1 , 

K 

OU 

cosB  -h  cos  G  = 


~7R~' 


COS  A  =  I =r— 

2K 


L'équation  (1 1')  et  l'équation  (i3')  sont  identiques,  cela  prouve 

que 

a(cosG  —  cosB)-t-  p(i  —  cosA)  —  f(\  —  cos  A)  =  o 

est  l'équation  de  la  droite    H0H«,  celles  de  H0H$,  H0HC  seront 
donc  respectivement 

—  a(i  —  cosB)-f-  p(cosA  —  cosC)  -+-  y(i  —  cosB)  =  o, 
a(i —  cos  G)  —  p(i  —  cos  G) -h  y(cosB  —  cos  A)  =  o. 

Si  nous  cherchons  à  déterminer  EU,  nous  trouverions  trois  équa- 
tions analogues  à  (1 1  '),  (12'),  (i3'),  parmi  lesquelles  se  retrouvera 

a(i-f-  cosC)  h-  P(i-4-  cosC)-+-  y  (cos  A  -4-  cosB)  =  o; 

c'est-à-dire  (12'). 

Cette  équation  est  donc  l'équation  de  H„Ha;  de  même  H„HC, 
H$HC  ont  pour  équations 

<x(i  -4-  cosB)  -f-  [3  (cos  A  -h  cos  G)  -f-  y(i  -+-  cosB)  =  o, 
a  (  cos  B  -f-  cos  G  )  -4-  p  (  1  -f-  cos  A  )  -+-  y  (  1  -h  cos  A  )  =  o. 
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Construction  géométrique  du  point  Ha. 

PREMIÈRE    CONSTRUCTION. 

(8')  peut  s'écrire 

ap  -+-  pô  -f-  fc-\-(p  —  a)((icosC  -4-  ycosB)  =  o; 
par  conséquent,  elle  passe  par  le  point  d'intersection  de 

a/>-f-p&-f-Yc  =  o, 

première  droite  du  groupe  K  avec  Aia. 

Donc,  pour  construire  (8'),  on  joint  Aia;  on  mène  par  C  une 
parallèle  à  AA^.  qui  coupe  AB  en  un  point  par  lequel  on  mène 
une  parallèle  à  BC  ;  cette  parallèle  coupe  Aia  en  un  point  par 
lequel  on  mène  l'antiparallèle  àBC.  C'est  la  droite  (8'). 

Construction  de  (o/)  et  de  (io;)  :  (o/)  et  (io')  peuvent  s'écrire 

(p  —  a)(acosG  -+-  y  ces  A)  —  [aa-t-  p(/>  —  c)  -f- Yc]  =  °> 
(p  —  a)(acosB  -h  jicosA)  —  [aa-{-  $b  -r-y(p  —  ^)]  =  °» 

elles  peuvent  donc  se  construire  par  les  droites  B2$,  C3C  la  cin- 
quième et  la  neuvième  du  groupe  K. 

SECONDE    CONSTRUCTION. 

Au  lieu  des  droites  (8'),  (9'),  (10'),  nous  allons  employer  les 
droites  (11'),  (12'),  (i3'). 
(1 1')  passe  en  ah  mais  son  équation  peut  s'écrire 

a  eosG  -+-  P  -+-  Y  cos  A  —  (a  cosB  -+-  p  cos  A  -4-  y)  =  o, 

elle  passe  donc  par  \a  : 

(1 1')  est  donc  a!  \a\  on  verrait  de  même  que  (12')  est  la  droite 
Y, le  et(i3')  la  droite  $\  I*. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Théorème  IV.  —  Les  trois  droites  a,Ia,  (3',I*,  Yi^  se  cou" 
pent  en  Hfl. 

On  trouverait  de  même  les  points  H$,  Hc. 

ABC  et  HrtH$  Ilc  sont  homologiques,  Taxe  d'homologie  est  la 
droite  ol\  $\ y',,  ou  a  -f-  (î  4-  y  =  o. 
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Le  centre  d'homologie  est  le  point 

abc 
ra(2R  —  ray     rb(2K  —  rby     rc(2R  —  rc)" 

ABC  et  H$  Ha  H0  sont  homologiques  ;  l'axe  d'homologie  est  la 
droite  a<  (3,  y\  ou  a  -f-  ^  —  y  =  °- 

Le  centre  d'homologie  a  pour  coordonnées 

a  b  c 


rb(iR  —  rby  ra(aR-ra)       r(îR+r) 

Énonçons  pour  terminer  le  théorème  suivant  dont  la  démonstra- 
tion est  facile. 

Théorème  V.  —  Soit  <o  l'un  des  quatre  centres  des  cercles 
tangents  aux  côtés  du  triangle  AIB<CI  (l'un  de  ces  centres 
est  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC  ;  les  trois  autres  for- 
ment un  triangle  directement  semblable  à  ABC;  le  centre  de 
similitude  est  V orthocentre  de  ABC,  et  le  rapport  de  similitude 
2  cosA  cosB  cos  C),  si  par  <o  on  mène  les  trois  antiparallèles  aux 
côtés,  les  trois  distances  d'un  sommet  de  ABC  à  V antiparal- 
lèle du  côté  opposé  sont  égales  entre  elles. 


Sur  la  racine  carrée  des  nombres;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  16  juin  1886.) 

Soit  l'équation  x2 —  n  =  o,  n  étant  un  nombre  positif  et  a  un 
nombre  plus  grand  que  \jn.  Le  nombre  a«,  donné  par  la  relation 

a*-f-  n 

a*  = » 

ia 

approche  plus  de  sjn  que  a,  et  dans  le  même  sens  ;  de  même  pour 
a2  =  — •  Cherchons  l'expression  de  ap.  Posons 

at  =  ci* -4-  nb*,         bt  —  zab, 
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d'oi 


ti-x  -r  &i  fn  =  \a  -±-  b  y7/*  A 

at  -f-  6S  v^1  =  (**i-t-  ^i  /7*)2  =  («-+-£  v7")**» 
» 

Posant  a/*  =  h,  il  vient 


*/,= 


Lorsque  A  augmente  indéfiniment,  les  nombres  tels  que  ap  vont 
en  décroissant  constamment  et  tendent  vers  la  limite  yjn. 
Considérons,  d'autre  part,  la  substitution  itérative 

a3  -+-  3an 

où  a  est  un  nombre  positif  plus  petit  que  y/'/i.  En  effectuant  cette 
substitution/?  fois  de  suite,  on  aura  une  suite  de  nombres  crois- 
sants, inférieurs  à  ^//i,  et  ayant  pour  limite  y//i;  l'expression  de  ap 
est,  en  posant  3^  =  /*,  identique  à  l'expression  posée  plus  haut: 

il  en  résulte  que,  h  croissant  indéfiniment,  la  limite  de  ap  est  \fn, 
quel  que  soit  le  nombre  a  d'où  l'on  est  parti. 


En  posant  z  =  —  >  on  trouve 


ap  = 


i-hC/^H-CjU*  -H...    /-          /-  (l"*-s)A-Mi  —  s)* 
_^ — Un  =  Un  , ^ r 

C  A* -+-CJ-5» -+-...  (H--5)A  — (1-SJ* 


et  cette  expression  confirme  le  résultat  trouvé. 
Revenant  à  la  première  substitution  et  posant 


il  vient 


a  = 

:X» 

/«, 

«,= 

=   X,1 

l^Jn, 

—  >i 

1 

xiv.  y 
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par  suite,  en  faisant  a=  tanga,  A,  =  tanga,,  on  a 


T 
2 

-  T. 

2 

2 


a„=  a. a*  -H-  (aP  —  1), 
2 


d'où  une  nouvelle  expression  de  ap. 

Si  Ton  suppose,  dans  les  résultats  précédents,  que  a  et  n  dési- 
gnent des  nombres  entiers,  on  voit  que  Ton  obtient  des  valeurs 

approchées  de  ^/*,  les  unes  par  excès,  les  autres  par  défaut,  expri- 
mées par  le  quotient  de  deux  nombres  entiers.  On  arrive  à  un  ré- 
sultat analogue  en  partant  d'une  autre  expression  de  valeurs 
approchées.  Soient  a  et  b  deux  nombres  positifs,  a  <b,  et  com- 
prenant \/n;  soit 

n  -*-ab 

et  effectuons  p  fois  de  suite  cette  substitution,  nous  aurons  une 
suite  de  nombres  qui  auront  pour  limites  \ln.  Posons 


d%où 


h  = 

Wn 

1  — 
I-r 

■  a 
-  3 

•**! 

=    3t 

a  - 

a  - 

—    »-. 

a  - 

-s* 

bx  =  y'/i  , 


.r,  =  xx =  2  I 1 


x? 


\  rï  —  v  n 


d  ou.  en  posant  —===/..  —  =  'jl, 


,  ,•-    lA-i-IM'l  —  1  *r  —  \  A  —  1  M  «JL  —  I  )P 

0  .,  =  1  /i    -  „ ' ^ -* 

'  ^  À   -«-  I  1  «  M  I  ./"  —  f  /.  —  I  ^  U  —  I  >/• 


I 
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Telle  est  l'expression  de  bp  en  fonction  rationnelle  de  a  et  6,  et 

qui  tend  vers  \[n  pour/?  infini.  On  peut  encore  ici  introduire  les 
fonctions  trigonométriques,  en  posant 

b  =  iz  //i,        b\  =  iz\  fn,        «  =  — q^-—  > 
d'où 

et,   en  faisant  [î  =  tangu,  z  =  tangcp,  sl  =  tang<pl,  on  en   con- 
clut 


aSm/'  fe  développement  des  fonctions  elliptiques  en  séries 
trigonométriques  ;  par  M.  de  Presle. 

(Séance  du  7  juillet  1886.) 

1 .  Expression  des  fonctions  elliptiques  en  dérivées  logarith- 
miques de  sommes  de  fonctions  elliptiques.  —  Prenons  les  rela- 
tions 

Dsn*  =  cn*dn£,         D  cnz  = —  dn^sn^,         Ddn£  = —  À*  sn^cnz; 

ajoutons-les  deux  à  deux,  après  avoir  multiplié  Tune  d'elles  par 
l'une  des  indéterminées  a,  p,  y, 

D  cnz  -+-  a  D  ànz  =  snz( —  dn^  —  oik2cnz), 
Ddn^-hPDsn^  =  cn^( — k*snz  -h  p  dnz), 
Dsn£  +y^cd's  =dn^(cn^  —  y80-5)- 

Déterminons  a,  (3,  y  de  manière  que  les  premiers  membres  soient, 
à  un  facteur  constant  près,  les  dérivées  des  seconds  facteurs  des 
deuxièmes  membres 

1       _     a  1  _     p  1     __  y. 

—  a**  ~~  ^T  p~^**'         JT^  ~  7' 

d'où 
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on  a  donc 


Ddn 
Diln 
Dcn 


X'D  en:  =-rb   X'  sn:(dn:  zzXen:  ), 
ik  D  sn  z  =  zb  ik  en  c  (  dn  :  zh  iX*  sn  :  ). 
tDsn5=±ùln5(cn5    rbtsn:), 


et,  par  suite, 


X 

sn: 

— 

D  Ingfdn: 

zz  Xen:). 

ik 

en: 

— 

D  log(dn: 

=r  ik  sn  :  ), 

i 

dn: 

m 

D  lofr(cn: 

zh  i  sn  :  ). 

2.    Transformation  fies  sommes  précédentes  en  produits.  — 
Prenons  les  relations 


sn 


(~t)- 


en  (  : 


X-  sn: 

(dn: 
X*  sn: 

ik  en  : 
X  sn: 


et 


a        a  .    a 

asn  -  en  -  dn  — 

'2  TL  * 


en  a  = 


i\ï\n  —  — 


,_Xîsn^- 

'Â 

en*  -  —  sn*-dn 

x              :>. 

2 

i  — jt«sn*? 

7 

•à 

«ini?  ^/ssnsl1 

on5  — 

>                    i 

■> 

i_  *îsn»- 

Remplaçons  a  par  r dans  les  dernières:  il  vient,  en  vertu  des 

première*. 

in('i...»Vn<--^').«n(i-!M 


i  SI 


X  *n  : 


..xt,„Mf_îi| 


*  4 
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.  ,  en* 

i  ans 


a  -  ï) —a  -ïm-:  *ï) 


Arsns 

i 


"-(î+ï) 


i  —  A*4  sn* 


^       J..(f  +  ^)-t.in.(^f)cn.(;-,f) 

(M) 
ou  bien 

—  Â*sn*  (  -  h — r  ) 
\*         4/ 


A:sn^  = 


— idns      = 

2sn 


—  ik  en  ~  = 


-(H)—(^7>"(H) 

/z         U)'\         /*         U>'\    .     [z         co'\      ' 

<-(->7)-i,-(i--7)-(î*7) 

Iz  U>'\  /^  U>'\    ,      (Z  U)'\ 


ce  qui  donne,  pour  les  valeurs  des  sommes  des  fonctions  ellipti 
ques, 


dnz  —  Iccnz    = 


en 


(HMi^ï 


dnz  -\-ik  sns   =        -1 


■a-ï) 


cn^  -+- 1  sns    = 


*(;*7)-(;*7) 

<d.  (i  +  Ï-) 


et 


;        tu  \        /  z        a> 

«en  (  -  -i-  T)  dn    -  -t-  -- 

nn  z  -r-  A*  en  z  — ;- ,: > 


\  '•*  4   / 
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i 
dnz  —  t'A  sn-5  =  — 


•,°(I',"t)s"(ï*t) 


■e*ï) 


-  (-:  -  r) 

les  trois  dernières  relations  donnent  lieu  aux  mêmes  calculs  que 
les  trois  précédentes  ;  nous  ne  nous  occuperons  que  de  celles-ci. 

3.  Dérivées  logarithmiques  des  fonctions  elliptiques.  —  Les 
dérivées  logarithmiques  des  fonctions  elliptiques  ont  pour  ex- 
pression 


D  logsn  z  =  — 


1ZTI  1Z3I 

r  i  e  w   -4-  e     w 


(O        1CZI  KSt 

e  ta    £      cd 

/   iiw  -n)*si         __  Kw-t-i)icsA 
a7:i  ^  ?ii-4-ltg  co  —  g  "  / 

~tô~  ^É  I  -r-  q*+* 

o 

ksi  nzi 


D  logent  =  —  : 

n  io       KSI  _  W£I 


S(m-Miics«  *'* -Miicsi'V 


ar»  w-i  /»«+! 


(O     ^É  |-r-(—  l)"-^^' 


0 


/    î'1»  -»-1'U»i  _  >«>«  -1-1  >1CjA 

ni       i                 i-iV^lc         w         —e            »  / 

D  log  (in  z  =      >  ^ l  . 

r  tu     A+  i  —  ^tvI/I-Hl? 

(Ces  formules  se  trouvent  dans  les  Fundamenta  nova  de  Jacobi 
cl  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques  de  Briot  et  Bouquet, 
n°297.  p.  48a.) 

i.  Expression  des  fonctions  elliptiques.  —  Des  formules  pré- 
cédentes, on  déduit 

O  loizsn  c  — 1>  loir  en  z  —  O  lngrin  3 

.    t  i*  -+-I  r+zi         _  î»it-»-i  *izzt  » 


1 

|-#    ^ 

tTZZi 

*  T  -  f 

c»     to       c 

f.» 
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D  logent  —  D  logdn~  —  D  Iogsn~ 


CO  JW««  insi  d)      ^J  i  _4_  •***+! 


(i>    <*■!  i  -h  <7: 

£     CO      e  CD  0 


D  logdn*  —  D  logsn£  —  D  logent 
a  n  *  e?  w    -+-  e?      w 


(4(n  -+-t)ttsi  _  4(w  -H>ltsA 

g  CD  __  e  CD  j 


g     CD       g  CD  0 


H  CD'/ 


Remplaçons  z  par  -  -+-  —,  q  étant  égal  àew  ,  introduisons  les 


i       i       i 


facteurs  constants  j,  -rr  ,  ~.  qui  sont  les  inverses  des  coefficients 
de  snz,  en s,  dns  dans  les  deuxièmes  équations  du  premier  para- 
graphe, et  multiplions  par  la  dérivée  de  -  -+-  -r  qui  est|  ;  nous  au- 
rons, pour  les  expressions  cherchées, 


ou 


a 
sn*  = 


((lw-mnsi           __  (tn-4-Plcsi  \ 
e        w         —e w        / 


A:  u)      ^d  I__^i/n-i 


o 


__       aie /y 


((î«-+-l)7Csi  _  (lu  -HinstA 

C  CD  _|.e  CD  J 


enz  =  -     *     >  _„^t 


0 


dnz  = 1 


iz       air  ^  ey*-*-1 


(U  n +WKIJ  t(jt-f-HlCg«'\ 

e  CD  ^_g  W  / 


2 


1  (/*+!) 


(O  CO    ^arf  I  -h  y 

0 


4tt/^V         ?"           •      î«+i  t- 
snz  =      .     ^    >  2-r — -  sm y 


ki/<7  v        Qn  (in-\-\)'KZ 

CïkZ  =       .       M     >    Z-r— :  COS 


21 

I-hC7* 


Àu>     ^  i  -h  qtn+*  co 

o 


dn  j  = h  —   >   —     ,„x<.  ces 


"+1  2(/l-+-l)7T^ 


CO 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX, 


SÉANCE  DU   15  AVRIL  1885. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    POINCARÉ. 

m 

Election  :  M.  Sauvage,  professeur  à  la  Faculté  de  Montpellier, 
présenté  par  MM.  Appell  et  Poincaré,  est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  l'intersection  des  courbes  algébriques. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  formes  d'équilibre  d'une  masse  fluide 
animée  d'un  mouvement  de  rotation. 


SÉANCE  DU  6  MAI  1885. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  Perrin  :  Sur  l'équation  de  Fermât  #3-i-j'3  =  51. 
M.  RalFy  :  Sur  les  quadratures  algébriques  et   logarithmi- 
ques. 

M.  Appell  :  Sur  l'emploi  des  polynômes  l)myn  de  M.  I/ermite 
pour  trouver  le  polynôme  qui  approche  le  plus  d'une  fonction 
de  deux  variables  dans  des  limites  données. 


SÉANCE    DU   20   MAI    1885. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 


Élection  :  M.  Waller  Dvck,  présenté  par  MM.  Appell  et  Paraf, 
csl  élu  à  l'unanimité. 
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Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  projection  de  Mercator. 
M.  Appell  :  Sur  les  courbes  elliptiques  dont  l'aire  est  fonc- 
tion de  r argument  elliptique. 


SÉANCE    DU    3    JUIN    4885. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    P01NCARÉ. 

Élections  :  MM.  Rouquet  et  Ferraz,  présentés  par  MM.  Appell 
et  Goursat,  sont  élus  à  l'unanimité. 
Communications  : 

M.  Ilaton  :  Sur  V  actinométrie  des  plaques  mobiles. 
M.  Halphen  :  Sur  le  développement  en  fractions  continues  de 

>J  ax*  -\-  bx%-\-  ex  -+-  d . 


SÉANCE  DU  i  NOVEMBRE  1885. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  Raffy  :  Sur  une  proposition  de  M.  Tchebychef  relative 
aux  différentielles  algébriques  intégrables  en  termes  finis. 


SÉANCE  DU  18  NOVEMBRE  1883. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    APPELL. 

Election  :  MM.  Demartres  et  Daulheville,  présentés  par 
MM.  Poincaré  et  Appell,  sont  élus  à  l'unanimité. 

M.  Vanecek,  présenté  par  MM.  Picquet  et  Mannheim,  est  élu 
à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Guccia  :  Sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes  planés  uni- 
cursales. 
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M.  Fouret  :  Sur  des  courbes  homologiques  et  polaires  réci- 
proques l'une  de  Vautre. 

M.  Weill  :  Sur  une  question  de  probabilités. 

M.  Poincaré  :  Sur  la  stabilité  de  Vanneau  de  Saturne. 


SÉANCE  DU  2  DÉCEMBRE  1885. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   APPELL. 

Communications  : 

M.  Haton  :  Sur  les  propriétés  de  (A2). 

M.  Fouret  :  Sur  la  génération  des  courbes  unicursalcs. 

M.  Weill  :  Sur  les  courbes  unicursales. 


SÉANCE  DU  16  DÉCEMBRE  1885. 

PRÉSIDENCE  DE  II.  APPELL. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  la  génération  des  courbes  unicursales. 
M.  Poincaré  :  Sur  une  méthode  de  M.  Lindstedt. 
M.  Appell  :  Sur  une  généralisation  de  la  méthode  d'interpo- 
lation de  Lagrange. 


SÉANCE  DU  6  JANVIER  1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   APPELL. 

La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig. 

M.  Appell  :  Sur  la  figure  d'équilibre  d'un  fil. 

M.  Humbcrt  :  Sur  les  lignes  de  courbure  algébriques  planes 

M.  Weill  :  Sur  les  substitutions  itératives  rationnelles. 
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SÉANCE  DU  20  JANVIER  1886. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   POINCARÉ. 

Election  :  M.  Jablonski,  présenté  par  MM.  Appell  et  Weill,  est 
élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  de 
degré  m  à  point  multiple  d9 ordre  m  —  i . 

M.  Humbert:  Sur  les  lignes  de  courbure  algébriques  planes. 

M.  Poincaré  :  Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles. 


SÉANCE  DU  3   FÉVRIER  1886. 

PRÉSIDENCE  DE  11.    POINCARÉ. 


Communications  : 

M.  Humbert  :  Sur  les  lignes  de  courbure  algébriques. 

M.  Fouret  :  Sur  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 


SÉANCE  DU  17  FÉVRIER  1886. 

PRÉSIDENCE  DE  II.   POINCARÉ. 

Election  :  M.  Wladimir  de  Maximovitch,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Kazan,  présenté  par  MM.  Lucas  et  Laisant,  est  élu  à 
^unanimité. 


SÉANCE  DU  3  MARS  1886. 


# 


PRESIDENCE  DE  H.   FOURET. 


Communications  : 

M.  Paraf  :  Sur  les  courbes  de  genre  un. 


t. .. 
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SÉANCE  DU    17  MARS   188Ô-. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    HUMBERT. 

Élections  :  M.  Lyon,  présenté  par  MM.  Séguy  et  Fouret,  est 
élu  à  l'unanimité. 

M.  de  Presle,  membre  démissionnaire,  est  admis  à  faire  de  nou- 
veau partie  de  la  Société. 


SÉANCE   DU   7   AVRIL   1886. 

PRÉSIDENCE   DE  M.   HUMBERT. 

Communications  : 

M.  d'Ocagne  :  Sur  la  théorie  des  formes  et  les  sous-invariants. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  certaines  suites  numériques. 

M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  de  direction. 


SÉANCE   DU  5  MAI  1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  les  formes  quadratiques, 


SÉANCE   DU    19   MAI   1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    VICAIRE. 

Comm  un  ica  t  ion  s  : 

M.  Le  moi  ne  :  Sur  les  propriétés  du  triangle. 

M.  de  Presle  :  Sur  les  nombres  de  Bernoulli. 
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SÉANCE  DU  2  JUIN   1886. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    POINCABÉ. 

Communications  : 

M.  Poîncaré  :  Sur  les  fonctions  abéliennes. 

M.  Hurabert  :  Sur  les  courbes  de  direction. 


SÉANCE  DU   7  JUILLET    1886. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    POÎNCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  le  développement  des  fonctions  elliptiques 
en  séries  trigonométriques . 

c»        n  •       m(m  —  i). .  .(m  —  » -h  i) 

—  bur  l  expression — -- 

r  i.'i...p 

M.  Paraf  :  Sur  la  théorie  des  caractéristiques. 


SÉANCE  DU  21  JUILLET  1886. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    POÎNCARÉ. 

Election:  M.  John  Fields,  présenté  par  MM.  Crajg  et  Poincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  l'équation  AV  =  o. 

M.  de  Presle  :  Sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  éléments  simples. 
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BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

OUVRAGES  ET  MÉMOIRES   REÇUS  DU    Ier  AVRIL  l885   AU  21   JUILLET    l886. 

Halphen  :  Sur  la  réduction  des  équations  différentielles  li- 
néaires aux  formes  intégrables. 
Starkoff:  Tri  Soobtchenii. 

—  Ob  odnom  lineinum  differentialunom  ouravnenii  3  —  go 
poridka. 

—  Zadaki  newtona. 

Haton  de  la  Goupillière  :  Propriétés  nouvelles  du  paramètre 
différentiel  du  second  ordre. 

Humbert  :  Sur  les  surfaces  cyclidcs. 

GeorgCantor  :  Ueber  dieverschiedenen  Standpunkte  inBezug 
auf  das  actuale  Unendliche. 

Guccia  :  Sur  les  transformations  géométriques  planes  bira- 
t  ion  ne  lies. 

—  Sur  les  transformations  Cremona  dans  le  plan . 
D'Ocagne  :  Divers  Mémoires. 

Walter  Djck  :  Sur  /'Analysis  situs  à  trois  dimensions. 


Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Kœnig,  conoernant 
la  force  vive  d'un  système  matériel;  par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  6  janvier  1886.) 

1.  A  l'occasion  d'une  Communication  de  M.  Gilbert  sur  la  force 
vive  des  systèmes  matériels,  M.  Resal  rappelait  récemment  (*)  les 
élégants  théorèmes  donnés  sur  ce  sujet,  il  y  a  quelques  années, 
par  M.  O.  Bonnet,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Mont- 
pellier (2).  L'un  de  ces  théorèmes,  retrouvé  et  démontré  d'une 
manière  un  peu  différente  par  M.  Gilbert  (3),  est  une  généralisa- 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CI,  p.  1  i.^o. 

(2)  Mémoires  de  la  section  des  Sciences,  t.  I'r,  p.  i\i. 

(  ')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  Cl,  p.  k»5'j. 
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lion  d'un  théorème  bien  connu  dû  à  Kœnig,  dont  l'application 
est  très  fréquente  dans  la  dynamique  des  systèmes. 

Le  théorème  de  M.  Bonnet  peut  s'énoncer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Pour  que  la  force  vive  d'un  système  matériel  soit  égale  à  la 
force  vive  de  la  masse  totale,  supposée  concentrée  en  un  certain 
point  du  système,  augmentée  de  la  force  vive  due  au  mouve- 
ment relatif  du  système  autour  de  ce  point,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  vitesse  de  ce  dernier  point  soit  égale  à  la  projection, 
sur  sa  direction,  de  la  vitesse  absolue  du  centre  de  gravité  du 
système. 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  démontrer  un  théorème  très 
général  sur  le  déplacement  d'un  système  matériel  qui  conduit  im- 
médiatement, entre  autres  conséquences,  au  théorème  de  M.  Bon- 
net, et  qui  comprend  comme  cas  particulier  une  propriété  relative 
à  deux  systèmes  matériels,  que  j'ai  exposée  précédemment  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  mathématique  (,). 

2.  La  proposition  qu'il  s'agit  d'établir  peut  s'énoncer  comme  il 
suit  : 

Lorsqu'un  système,  composé  de  points  en  nombre  et  de  masses 
quelconques  (2),se  déplace,  en  subissant  ou  non  une  déforma- 
tion quelconque,  la  somme  des  produits  obtenus,  en  multipliant 
la  masse  de  chaque  point  par  le  carré  de  son  déplacement,  est 
égale  au  produit  de  la  masse  totale  du  système,  multipliée  par 
le  carré  de  la  projection  du  déplacement  du  centre  de  gravité 
sur  une  direction  arbitrairement  choisie,  augmenté  de  la 
somme  des  produits  obtenus,  en  multipliant  les  masses  des  di- 
vers points  respectivement  par  les  carrés  des  déplacements  qiC il 
faut  leur  imprimer,  pour  les  amener  dans  leur  position  finale, 
après  leur  avoir  fait  subir,  dans  la  direction  déjà  choisie^  une 
translation  commune,  égale  à  la  projection,  sur  cette  direction, 
du  déplacement  du  centre  de  gravité. 


(')  T.  XI,  p.  53. 

(')  Les  masses  peuvent,  en  partie,  (Hrc  supposées  négatives,  lorsqu'on  se  place 
à  un  point  de  vue  géométrique. 
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La  démonstration  do  ce  théorème  se  déduirait  facilement  de 
l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  dans  mon  précédent  Mémoire;  mais  il 
sera  plus  intéressant  de  l'établir  par  des  considérations  basées  sur 
les  notions  les  plus  élémentaires  de  Géométrie. 

3.  Soient  /W|,  /w2,  .  .  . ,  m„  les  masses,  affectées  de  signes  quel- 
conques, de  n  points  composant  le  système,  et  occupant  respecti- 
vement les  positions  primitives  A,,  A2,  . . . ,  A„  et  les  positions 
finales  A'f,  A'2,  .  . . ,  A^. 

Soient  G  et  G'  les  positions  primitive  et  finale  du  centre  de 
gravité  du  système,  dont  la  masse  totale  sera  désignée  par  M,  et 
GX  une  direction  arbitrairement  choisie.  Projetons  G'  orthogona- 
lement  sur  GX  en  G",  et  donnons  aux  divers  points  A«,  A2,  . . . , 
A„  une  même  translation,  identique  à  GG",  en  grandeur,  direc- 
tion et  sens,  laquelle  amènera  ces  points  respectivement  en  A*f, 
A2,  . . .,  A^,  de  manière  que  Ton  ait 

(  i)  Aj  A",  —  A5  A j  —  . . .  —  A»  A'i  =  GG\ 

Projetons  enfin  A',,  A2,  . . .,  A^  respectivement  en  B,,  B2,  . . ., 
B„,  sur  les  droites  A,  A",,  A2A2,  ...,  A„A^.  En  vertu  d'un  théo- 
rème de  Géométrie  élémentaire  des  plus  classiques,  on  a,  dans  l'un 
quelconque  des  triangles  A|  A'f  A", ,  A2 A2  A2,  . . .,  \n \'n  A"?, 


(2)         A/ AJ   =  A/A}   +A;a;  -f-aA/Aïx  AÏB/    («  =  i,af ...,»), 

en  ayant  soin,  toutefois,  de  considérer  les  segments,  tels  que  AJB/, 
comme  positifs  ou  négatifs,  suivant  qu'ils  ont  le  sens  de  la  transla- 
tion, c'est-à-dire  le  sens  de  GG",  ou  le  sens  opposé.  Ajoutons  les 
n  relations  (2),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par/wf, 
m2,  ...,  nin  '•  nous  obtenons,  en  tenant  compte  des  égalités  (1), 


(3)  Sni/A/A'/   =  MGG"  -+-S/M/AJA}   -+- ?.GG"  x  £//i,  A/H,. 

Considérons  le  plan  perpendiculaire  en  G"  à  GX  :  ce  plan  con- 
tient G',  dont  G"  est  la  projection  orthogonale  sur  GX.  En  dé- 
signant par  C<,  C2,  .  . . ,  C„  les  points  d'intersection  respectifs  de 
A|  A',,  A2A2,  . . .,  A/iA^  avec  ce  plan,  on  a,  en  tenant  compte  des 
signes,  les  deux  égalités 


(  \  )  £//i/H/G/  =  o,        Sw/A;i;/=o. 
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qui  expriment,  la  première,  que  G7  est  le  centre  de  gravité  du 
système  (A'f,  A!,, .. .,  A';/);  la  seconde,  que  G"  est  le  centre  de  gra- 
vité du  système  (A"|?  A^,  . . .,  A*,)i 

Or  des  relations  (4)  on  déduit  par  soustraction 


2m/A;B/=o. 
Par  suite,  la  relation  (3)  se  réduit  à 


(5)  S  m/ A/ A/   =M.GG'  -t-Snt/A^A;  . 

C'est  l'expression  même  du  théorème  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer (*). 

4.  En  supposant,  comme  cas  particulier,  que  la  droite  GX,  dont 
la  direction  a  été  laissée  jusqu'ici  arbitraire,  coïncide  avec  GG', 
on  retrouve  immédiatement  un  théorème  que  j'ai  établi  dans  le 
Mémoire  déjà  rappelé,  et  dont  j'ai  déduit  très  simplement  plu- 
sieurs propriétés  connues  des  moments  d'inertie  relatifs  à  un 
point,  à  une  droite,  à  un  plan,  et  le  théorème  de  Kœnig  sur  la 
force  vive  d'un  système  matériel.  Je  ne  reviens  pas  sur  ces  consé- 
quences. Je  vais  seulement  faire  voir  comment  le  théorème  de 
M.  Bonnet  se  déduit  avec  la  plus  grande  facilité  de  celui  qui  vient 
d'être  démontré. 

Supposons  qu'il  existe  un  point  O  du  système  matériel,  dont  le 
déplacement  total  00'  soit  égal  et  parallèle  à  GG",  et  dans  le 
même  sens.  Le  déplacement  total  du  système  matériel  peut  alors 
être  considéré  comme  résultant  d'une  translation  égale  et  parallèle 
à  OC,  qui  amène  A/  en  A] ,  et  d'un  déplacement  relatif  par  rap- 
port à  O',  qui  amène  A",  en  A^ .  La  relation  (5)  peut,  en  consé- 
quence, s'écrire 


(6)  2 m/ A/ A/   =M.OO'  -t-Zm/A/A/  . 

En  divisant  par  le  carré  du  temps  A*  que  dure  le  déplacement, 


(')  Il  est  facile  de  voir,  en  modifiant  légèrement  la  marche  de  la  démonstra- 
tion, que  la  relation  (3)  ne  se  réduit  à  la  relation  (5),  par  suite  de  l'annulation 
de  son  dernier  terme,  que  dans  le  cas  où  GG"  est  la  projection  orthogonale  de 
<2C  sur  GX. 

XIV.  lo 


\M>  - 


et  faisant  tendre  A*  vers  zéro,  on  conclut  de  la  relation  (6)  une  re- 
lation qui  ne  contient  que  des  forces  vives,  et  qui  est  précisé- 
ment l'expression  du  théorème  de  M.  Bonnet. 


Sur  un  mode  de  transformation  des  déterminants; 

par  M.  G.  Fouret. 

(Séance  du  17  novembre  1886.) 


Avant  d'arriver  à  la  transformation  qui  fait  l'objet  de  cette 
Note,  nous  allons  démontrer  trois  théorèmes  préliminaires,  qui 
nous  seront  utiles  et  qui  présentent  d'ailleurs  quelque  intérêt  en 
eux-mêmes. 

Théorème  I.  —  Le  déterminant  du  nièm*  ordre  (') 
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dont  tous  les  éléments  sont  égaux  à  l 'unité,  sauf  les  n  —  1  der- 
niers éléments  de  la  diagonale  principale,  qui  sont  nuls,  est 
égal  à  ( —  i)"~  '. 

En  effet,  en  retranchant  la  seconde  colonne  de  la  première,  on 
obtient 


A  „  - 
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---      A*. 
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(')  Nous  indiquerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  l'ordre  do  chaque  déterminant  par 
un  indice  placé  m  lias  et  à  la  droite  de  ce  déterminant. 
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On  a,  par  suite,  la  série  d'égalités 

A/i         ~  —  A/|_i, 

A/i-i  =~"  —  A/,-;. 


Ai      --A,; 


d'ailleurs 


A  =« —  i. 


En  multipliant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  en  conclut 

■ 

Théorème  II.  —  Le  déterminant  du  nième  ordre 
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dont  tous  les  éléments  sont  égaux  à  V unité,  sauf  ceux  de  la 
diagonale  principale^  qui  sont  nuls,  est  égal  à  (n — 1)( —  i)n~s . 

En  effet,  on  obtient,  en  ajoutant  les  n  —  i  dernières  colonnes  à 
la  première, 
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Donc,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

B/l=:(n-i)(-iV<-'. 
Théorème  III.  —  Le  déterminant  du  nième  ordre 
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dont  tous  les  éléments  sont  égaux  à  V unité,  sauf  ceux  de  la 
diagonale  principale,  qui  sont  égaux  à  — i,  a  pour  "valeur 

(/l  —  ?,)(—  l)n~{. 

En  effet,  en  ajoutant  la  première  colonne  à  toutes  les  colonnes 
suivantes,  on  obtient 


Cn  = 


o    o 

O       9. 
9      O 


I       9.       7. 


0 

9. 

'2 

— 

• 

O 

n 

0 

'À 

•    •    m 

2 

9. 

0 

•    •    • 

9. 

1 

9. 

•    •    • 

9. 

1       2 


O 


=  -^"-|B„_I; 


n-1 


d'où  Ton  conclut,  en  vertu  du  théorème  II, 

C«  =  —  (n  —  2)(—  i)«-*2»-i  =  {n  —  ?.)(—  a)*"1. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant,  qui 
pourra  servir,  dans  certains  cas,  à  transformer  un  déterminant. 

Théorème  IV.  —  La  valeur  d'un  déterminant  est  multipliée 
par  (n  —  i)zn~%,  et  changée  de  signe ,  lorsqu'on  transforme 
n  lignes  parallèles  de  ce  déterminant 3  en  retranchant  des 
éléments  de  chacune  d'elles  les  éléments  correspondants  des 
n  —  i  autres. 

Soit 


\)  = 


m 


a 

b 

r 

...         A 

/ 

a 

.  .       A 

a' 

// 

...         A 

r 

a 

..       A' 

n" 

// 

rr 
(' 

...          A 

r 

a"      . 

..       À" 

A  = 


a 


un  déterminant  d'un  ordre  m  quelconque,  dont  nous  mettons  en 
évidence  les  n  premières  colonnes,  en  les  écrivant  en  caractères 
italiques.  En  appliquant  aux  n  premières  colonnes  de  ce  déter- 
minant D  la  transformation  spécifiée  dans  l'énoncé  du  théorème  IV, 
on  obtient  le  déterminant 

—  b — c — ... —  /      — a -{- b — c — ... —  /      ...     — a  —  b — c — ...-4-/      a  ...X— 


a 


'—b'—c'— ...—  /'     —  a' -4-//—C'— ...—  /'     ...     —  «'_  b'- 


...-H  /'     a'...) 


a 


'_  //_  c"  --...—  I"     -  a'-r  bH-  c:"—...—  /' 


—  (I     —  O  — C  — ...-h/       x...^— 
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Or  ce  déterminant  A  est  le  produit,  effectué  par  lignes  horizon- 
tales, du  déterminant  D  et  du  déterminant 


G  = 


i 
-i 

-i 

o 


—  I 


-I 
o 


o         o 


—  I  o  o 

—  I  o  o 

•    •    •  •  • 

l  o  o 

O  I  o 

•  •  • 

o  o  o 


o 
o 

• 

o 
o 


m 


On  a  d'ailleurs,  en  réduisant  et  s'appuyant  sur  le  théorème  III, 


G  = 


I 

—  1 

1       — l 

*     •     • 

1 

—  1 

l       — 1 

»     •     • 

—  I 

—  I 

— 

1            I 

»     •     • 

—  I 

•    •    • 

•    m    * 

t                            m 

■     •     ■ 

•     •     • 

—  I 

—  ] 

1        — I 

i     •     • 

I 

=  (—  i)«C„  =  —  (/«  —  a)2«-'  ; 


H 


par  conséquent 

(0 


A  =  CD  =  —  (  n  —  a)*"-1. 


Le  théorème  se  trouve  ainsi  démontré  pour  le  cas  où  les  n  lignes 
parallèles  sur  lesquelles  on  opère  occupent  les  n  premiers  rangs. 
Mais  il  est  bien  clair  que,  dans  le  cas  général,  on  peut  toujours 
amener  aux  premiers  rangs  les  n  lignes  parallèles  de  D  que  l'on 
considère,  et  les  n  lignes  correspondantes  de  A;  car  on  ne  fait  ainsi 
que  multiplier  ces  deux  déterminants  par  la  même  puissance  de 
—  i.  La  relation  (i)  s'appliquant,  comme  nous  l'avons  démontré, 
aux  déterminants  D  et  A  ainsi  modifiés,  s'applique,  par  conséquent, 
aussi  à  ces  déterminants  non  altérés.  La  démonstration  du  théo- 
rème IV  est  donc  complète. 

Autre  démonstration.  —  Le  même  théorème  peut  se  démontrer 
d'une  manière  moins  élégante,  mais  plus  directe,  sans  s'appuyer 
sur  les  trois  théorèmes  préliminaires  et  sur  la  multiplication  des 
déterminants.  Pour  abréger  l'écriture,  nous  représenterons  les 
déterminants  D  et  A  par  leur  première  ligne  horizontale.  Les 
transformations  que  nous  ferons  subir  aux  éléments  de  cette  pre- 
mière ligne  horizontale  seront  supposées  appliquées  aux  éléments 
correspondants  de  toutes  les  autres.  En  vertu  d'une  remarque  déjà 
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faite,  il  suffira  d'ailleurs  de  faire  la  démonstration  sur  les  n  pre- 
mières colonnes. 

En  écrivant  A  sous  la  forme 

A  =  |  a —  b  —  c  — . . . —  k  —  /     b  —  c  — . . . —  /  —  a     ...      /  —  a  — b — . . . —  k     ...  |, 

on  obtient  successivement,  en  ajoutant  la  première  colonne  aux 
n  —  i  suivantes, 

l=\a  —  b  —  c... —  k — /     —  <i(c  -+-  d-h-. .  .-r-/)     ...      —  2(6  -f-  c  -+-. .  ,-hk)    ...| 
=  (—i),t-l'2"'l\a  —  6  — c  — ... —  k — /     <"-w/-î-.  ..-h/     ...     b-^-c-h. .  .-hk    ...|; 

puis,  en  ajoutant  encore  la  première  colonne  aux  n  —  1  suivantes 
dans  le  déterminant  ainsi  transformé, 

A  —  (  —  1  \n   1  9/1- 1  |  a  —  b  —  c — ...  —  /     a  —  b     a  —  c     ...     a  —  /     . . .   | , 

en  retranchant  ensuite  de  la  première  colonne  les  n  —  1  qui  la 
suivent 

A  =  ( — i)n"i'j.n~i  \  —(n  —  >.)a,     «--/>,     a  —  c     ...     a — /     ...    ' 
=  (  —  1  )n~l  {n  —  'i) •?."-*  |  —  a     a  —  b     a  —  c     ...     a  —  l     . . .    | , 

en  ajoutant  enfin  la  première  colonne  aux  n  —  1  suivantes 

A  —  (—  \)n-U  n  —  a)-!"-1  |  —  a     — b     —c     ...     — /      ...    | 
=  (  —  u^'-H  tt—  •>  V.'."-1  !  a     b     c     ...      /     ...    !, 

c'est-à-dire 

C.     Q.     F.     D. 

Remarque.  —  Avant  d'appliquer  au  déterminant  D  la  trans- 
formation qui  conduit  à  A,  on  pourrait  changer  les  signes  des 
éléments  d'une  ou  plusieurs  colonnes  de  D,  ou  bien  encore  mul- 
tiplier les  éléments  d'une  même  colonne  par  un  même  nombre. 
On  obtiendrait  ainsi  de  nouveaux  déterminants  dont  le  rapport  au 
déterminant  D  «^évaluerait  aisément  à  laide  du  théorème  qui  vient 
d'être  démontré. 

Exemple.  —  En  vertu  de  celte  remarque,  on  déduit  aisément 
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du  théorème  IV  la  suite  d'identités 


a 

b 

c 

a' 

V 

c' 

I 

4 

a 

b' 

c" 

6  +  c  —  a      c  -f-  a  —  b 


a 


=      1     b'+c'-a' 


a'—b'      a'-hb'—c 


b  -f-  c —  a      c  -f-  a  —  b 


a 


V—c" 


4 


a  -\-  b 
a'-^-b' 


c 


a  —  b  —  c      b  —  a  —  c 
a  —  b'—c'     b'—a'—c' 


ar+b'+c'     a'-b'—c"     If—a'—c' 


4 


a-h  b  -+-  c      a  -\-b 


a  —  b  —  c 
a'—b'-c' 


a 


a  -f-  b  —  c      a  —  b  —  c 


et,  plus  généralement, 


a 

a* 

a 


b' 
b' 


4*(*Y 


b$  -T-  c  y  —  a%      c*y  -k-  an.  —  b$      ai  -h6p  —  c  y 
b'$  -f-c'Y  —  a'a     c'y  -r-«'a  —  b' $     a'*-i-b'$  -c'y 
£"£-*- c'Y  _a"a     c"Y_|_a'a-_^p     a'aH_^p_c»Y 


a,  j3,  y  désignant  des  nombres  quelconques,  positifs  ou  négatifs. 


Sur  la  valeur  du   reste  des  formules  d'approximation 
pour  le  calcul  des  intégrales  définies;  par  M.  J.  Deruyts. 

(Séance  du  3  novembre  1886.) 


M.  Mansion  a  fait  connaître  récemment  l'expression  du  reste 
dans  la  formule  de  quadrature  de  Gauss  (■).  Je  me  propose  d'in- 
diquer,  dans  cette  Note,  un  résultat  plus  général  pour  les  formules 
d'approximation  des  intégrales  définies. 

L'emploi  des  fonctions  interpolaires  rapproche  l'analyse  sui- 
vante de  celle  qui  a  été  exposée  par  le  savant  Professeur  de  l'Uni- 
versité de  Gand. 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i"  semestre  1886,  p.  4ia - 
Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique  (avril  1886). 
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I.  Je  désignerai  par  o(x)  une  fonction  régulière  entre  les  limites 
réelles  a  et  6,  (a  <  6),  et  par  a, ,  a2,  . .  . ,  aw  ;  j3, ,  (32,  . . . ,  ^«  deux 
groupes  de  quantités  distinctes  comprises  entre  a  et  b\  soient 

?(*)  =  TI(jr  — a/),        />(3-)  =  II(.r—  J3,). 

La  fonction  interpolaire  de  o(.t)  par  rapport  aux  quantités  a,, 
a2,  .  . . ,  0L„y  {3f,  j32,  •  •  •  >  ?/ï  est  représentée  par 


PL.  *-* + fc=£ . 


♦  -2h 


l-    1 

D'après  un  théorème  de  Cauchy  (*),  on  a 

+  = ô1 **HW, 

T  I.'i.3...2«    ' 

£  étant  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  quantités 

La  démonstration  de  ce  théorème  suppose  les  quantités  a, ,  a2, . . . , 
a„;  j3f,  (32,  .. .,  pw  distinctes  entre  elles.  Pour  ce  qui  suit,  il  est 
nécessaire  de  connaître  la  valeur  de  ty  quand  on  fait  a,=  jî/. 
Je  prendrai  d'abord  |î/=  «/-+-  0  •  la  quantité  A  devient  alors 


T  ©  (  a,  )  —  o 

n  I    _•_ _ •_ 


%t ■  -f-  0  —  .r 


i-O»  |><a,-*-0) 

i  --.  i 

tën  posant 

„  o(  ai  —  5{xi 

Im  a  )  =  ■: î ♦ 

a  —  .*• 

on  a  encore 

_V      '       Fianl'ia-r-Oi-h  Fi  a— 0)t\a  — Q> 

y      i       Oil-jtFiDP'ji)-  >2F'(2)P,(a)J-T-03[F'l>,>~Ft>,l— ... 
~dV  '  *  ]  -  0«.-il»'*(  a  >  -  ~  [  —  4  l>'<  aï  P"(  a)  -h  3P"*(a)l  -^. . . 

Au  moyen  de  la  dornièie  ibrmule.  on  voit  (|ue  y(o,x)  est  une 


(')  Œuvres  de  Cauch\  .  i.  Y.  p.   joo. 
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quantité  finie;  de  plus,  pour  les  valeurs  de  8  voisines  de  zéro, 
y  (8,  x)  varie  d'une  manière  continue.  On  peut  donc  trouver  une 
quantité"  e  infiniment  petite,  telle  que  Ton  ait 

v  (o,  x)  =  y(e,  x)  h , 

A  7      **K  i.a.i. .  .2/1 

t;  étant  une  quantité  infiniment  petite  ou  nulle  (f  ). 
D'après  la  formule  de  Cauchy,  on  a 


et,  par  suite, 

1.2.3.  .  .2/1  1.2.3.  ..2/1 


si  Ton  désigne  par  £  une  quantité  comprise  entre  les  mêmes  limites 
que  Ç. 

On  voit  par  là  que  le  théorème  de  Cauchy  est  applicable  à  la 
fonction  interpolaire  relative  aux  quantités  a,-  et  (3/  quand  on  fait 

II.  Soit/(#)  une  fonction  finie  continue  et  différente  de  zéro 
entre  les  limites  a,  6;  la  valeur  de  l'intégrale 


I  =  /    f(x)y(x)dx 


peut  être  représentée  approximativement  par 


Ii=2A'?(a')- 


i  =  i 


Dans  cette  formule,  les  coefficients  A/  sont  indépendants  de  la 
forme  de  <f(x)  :  ils  sont  déterminés  par  cette  condition,  que  la 
différence  I  —  If  est  nulle  pour 

«p(ar)  =  xP    (/>  =  o,  i,  2,  . . .,  n  —  î). 

La  formule  d'approximation  est  la  plus  précise  quand  on  prend, 


(')  Quand  y{x)  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  an  -+- 1,  la  quantité  tj  est 
nulle  :  cela  résulte  de  la  formule  (i). 

XIV.  10. 


K 
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pour  le  polynôme  II (x  —  a,-),  le  dénominateur  P„  de  la  nWme  ré- 
dulte  dans  le  développement  en  fraction  continue  de  l'intégrale 

Dans  ce  cas,  la  formule  I  =  If  est  exacte  quand  <p(#)  est  un  poly- 
nôme de  degré  (2/1  —  i). 

On  trouve,  de  différentes  manières, 


y         ?(*/) 


1  =  1 

cn  étant  un  facteur  numérique. 
Je  remarque  que  Ton  peut  écrire 

<?(*)  =  ^tn-x(x)  -+-  P*(:r)x(o,tf  ), 

si  Ton  désigne  par  n2lt_4  un  polynôme  du  degré  2/1  —  1  ;  #/(o,  x) 
représente,  comme  précédemment,   la  fonction   interpolaire  de 
<?(x)  par  rapport   aux   2/1  quantités  ah   aa,  ...,  a„,   jâ,  =  a,, 
p2=  a2,  . . . ,  p/i  =  »/!• 
En  observant  que  Ton  a 

/   f(x)Uin-i(x)dx  =^Alnt/l.H(a/)=^A,<?(g<), 

j'obtiens 

1-1,=  f  /(or)PÎ(*)x(o,*)rfr 
ou  bien 

I  — I,=  X(°^i)  f  f(x)V\(x)dx    (a  <xx<b). 

«Ai 

Au  moyen  de  la  formule  (2),  on  a,  par  suite, 

I-I'-rix^/^-)p«*>*P! 

la  quantité  $  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 
valeurs  xs ,  af ,  a2,  .  . . ,  0Ln  :  elle  est  donc  intermédiaire  entre  a  et  6. 

(')  Heinr,  Traité  des  fonctions  spheriques,  t.  II,  p.  22  (a-  édition,  1881). 
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Le  reste  R  de  la  formule  d'approximation 

(3)        jf /(•>»(*)*'- -2  i^fêr(ï5+» 

est  donc  représenté  par 

(4)         R=  rr?T^f  f{x)Pl(*)dx  <a<Ê< 


by 


Cas  particuliers.  —  Soient  f(x)  =  i ,  a  =  —  i ,  6  =  -{-  i  ;  le 
polynôme  J*n  ne  diffère  de  la  fonction  X„  de  Legendre  que  par  un 
facteur  numérique.  La  formule  (3)  se  ramène  immédiatement  à  la 
formule  de  Gauss. 

La  formule  (4)  donne 

I  —  Il  =  —    »  X  5 ; :  (—  I  <  Ç  <  -M)  : 

1.2.3. .    271  î/l  +  I   Ll.2.3...(27l—  OJ 

c'est  le  résultat  auquel  M.  Mansion  est  parvenu. 

Une  autre  application  intéressante  se  rapporte  à  la  formule 
d'approximation 

-f-i  n  n— l 

I      ©(x) —=-:=/      o(cos6)rf6  =  -   7  çfcos 7t ) -+- R, 

J       ,v    7i-api      J0     TV  n^TV  an        / 

démontrée  dans  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite. 
On  a,  dans  ce  cas, 

Pn(x)  =  -j^  cos/i(arc  cosar) 

et 

p  _      ?tJI(0          i      Z*^1  cos1  ra(arccosa?)  ,    __      ic  <p,ll(Ç) 

"  i.a.3...an4""1J  y/i xi  ~~  aiis-i  i.2.3...2/i> 

(-i<Ç<-+-i). 

III.  La  méthode  indiquée  ci-dessus  s'applique  très  simplement 
à  la  généralisation  de  la  formule  de  Cotes. 

Soit  F(#)  une  fonction  régulière  dans  l'intervalle  ab\  soient 
a* ,  a2, . . . ,  a„,  /i  quantités  distinctes  comprises  dans  ce  même  in- 
tervalle. 
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L'intégrale 

Ç  F(x)y(x)dx 
peut  être  représentée,  avec  le  degré  de  précision  n,  par 

n 

^A/<p(a/); 
i  =  i 

quand  les  quantités  a,-  sont  données,   on  détermine  les  coeffi- 
cients A/  par  les  conditions 

/    ¥(x)xp  dx  =  ^AaP    (p  =  o,  i,  a,  . . .,  n  —  i). 

Soit 

(x  —  at)(x  —  at). .  .(a?  —  an)  =  II(ar); 

on  trouve,  comme  précédemment,  pour  le  reste  de  la  formule 
d'approximation, 

R=  Ç  F(x)U(x)x'k(x)dx    (»). 

si  Ton  désigne  par  X(#)  la  fonction  interpolaire  de  y(x)  par  rap- 
port aux  quantités  at,  a3,  . . . ,  an. 

Par  l'application  du  théorème  de  Cauchy,  on  trouve 


R=      b~a 


i  .a. 3. .  ./t 


F<On(«)x,.(C)    (J<j<J). 


Cette  formule  est,  du  reste,  susceptible  d'expressions  plus  simples 
ou  plus  précises,  suivant  la  forme  de  F(x)  et  suivant  les  valeurs 
de  a,,  <72,  . .  • ,  an. 

(')  Cette  formule  a  été  employée  dans  un  cas  particulier  par  M.  Mansion. 
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Multiplication  de  deux  déterminants  de  même  degré; 

par  M.  A.  de  Presle. 

(Séance  du  i"  décembre  1886.) 


Soient  les  déterminants 


A  = 


«11 


a,, 
«il 


«In 

«1* 


«/Il    tf«l 


a 


nn 


B  = 


b 


11 


bnl     b 


«1 


b\n 

b,n 

•   •   m 


Nous  avons 


AB  =  2  A(±  blPlbtpt. .  .b„Pn), 


Pu  Pij  -  -  -  *  fn  étant  une  combinaison  des  nombres  1,  2,  . . . ,  /i, 
de  sorte  que  ±:bÎPt  b2p% . .  •  6/ipB  est  l'expression  générale  d'un  terme 
du  déterminant  6. 

(  a*p 
En  désignant  par  [«]/»  la  colonne  '     tp  /,  on  a 

... 


A=±|[a]Pl[a]Pt...[a]p.|, 


de  sorte  que 


AB  =  S  :±  |  [a]Pl[a]Pt. .  .[a]Pm  \  blPlbtPt. .  ,b„Pm: 

mais  nous  pouvons  supprimer  le  double  signe  ;  en  effet,  d'une  part, 
le  terme  6IPi  b2Pt • . .  bnPn  du  déterminant  B  est  affecté  du  signe  plus 
ou  du  signe  moins,  selon  que  Ton  passe  de  ce  terme  au  terme 
principal  par  un  nombre  pair  ou  par  un  nombre  impair  d'échanges 
deux  à  deux  des  indices/?;  mais,  d'autre  part,  pour  être  égal  au 
déterminant  A,  le  déterminant  |  [#]/>,[#]/>,•  •  -[a]/»J  doit  être  af- 
fecté du  signe  -+-  ou  du  signe  — ,  selon  que  Ton  passe  de  ce 
déterminant  au  déterminant  A  par  un  nombre  pair  ou  par  un 
nombre  impair  d'échanges  deux  à  deux  des  indices  p\  nous  pou- 
vons donc  écrire 


AB  =  2    \a\p\a\p.. .  \a\Pn\  blPtbtPl. .  .bnPn. 
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Cela  posé,  pour  multiplier  le  déterminant  du  second  membre 
par  b{Pib2p^  •  'b,iPn,  il  suffit  de  multiplier  la  première  colonne  par 
bifi,  la  seconde  par  b2ptj  et  ainsi  de  suite;  donc 

AB=zZ\[a]PiblPl    [a]Pibtp%     ...     [a]PHbapJ. 

Pour  former  cette  somme,  considérons  la  Tableau  formé  de 
n  groupes  de  n  colonnes 

[«]A,>  [«].*„»  •••■  [«1A-;   [«],*„>  [«1A.»  ••-  [aJA»;   •••;  [«],*„„  t«]A.»  •  ••,  [«1. 

11  faudra  former  tous  les  déterminants  partiels  possibles  avec  une 
colonne  de  chaque  groupe,  mais  en  évitant  de  prendre  deux  co- 
lonnes occupant  le  même  rang  dans  leur  groupe. 

Cette  dernière  restriction  est  inutile;  car,  en  ne  la  faisant  pas, 
on  introduit  seulement  dans  la  somme  des  déterminants  partiels 
nuls  comme  ayant  deux  colonnes  formées  d'éléments  proportion- 
nels; donc  tous  les  déterminants  partiels,  dont  l'addition  constitue 
AB,  ont  leur  somme  égale  à  un  déterminant  unique  de  même 
degré,  et  l'on  a 

B  =  [[a],*ll-*-[a]J6IJH-...H-  [aLAJl*]A.-t-  l«lAr*---H«LAJ-  UaJA.-f-  [a] A, -*-...-+- 1 
Un  terme  cpq  de  AB  a  pour  expression 

cp<i  =  a\i>b\q-Jr  «î/A^-H.  .  . -f-  anpbnq; 

d'où  la  règle  connue  pour  avoir  le  terme  général  du  produit  de 
deux  déterminants. 


Question  de  probabilité;  par  M.  Weill. 

(Séance  du  rr  décembre  1886.) 

Considérons  k  événements  différents,  également  probables,  et 
p  épreuves  consécutives;  cherchons  la  probabilité  pour  qu'un  des 
événements  considérés  et  désigné  se  produise  au  moins  deux  fois 
de  suite  dans  l'ensemble  des  p  épreuves. 

Représentons  par  des  lettres  différentes  les  A"  événements,  et  soient 
a  l'événement  que  l'on  considère,  X(/>)  la  probabilité  cherchée. 
Le  nombre  de  cas  possibles  étant  AA  le  nombre  de  cas  favorables 
est  kP\(p). 
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Ce  nombre  est,  d'autre  part,  égal  à  k  fois  le  nombre  de  cas  fa- 
vorables présentés  par  (p —  i)  événements  consécutifs,  c'est- 
à-dire  à   • 

apX(/>-i), 

augmenté  du  nombre  des  cas  défavorables  présentés  parles  (p  —  i) 
événements,  mais  terminés  par  l'événement  a.  Ce  deuxième  nombre 
est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  cas  défavorables  et  le 
nombre  de  ceux  non  terminés  par  a,  c'est-à-dire  à 

kP-\  [i  _  X(p  —  i)]  _  kP-*(k  -  i)[i  —  X(/>  —  a)]. 
On  a  donc  la  formule  de  récurrence 
kPX{p)  =  ki>X(p  —  i)-+-£p-i[i  —  X(/>  —  i)]  —  *#»-*(*—  i)[i-X(p  —  2)J 

ou 

L'expression  de  X(/>)  est  de  la  forme 

Ca/>-t-C'3P—  |T^— , 

r  À'1  —  I 

a,  jï,  C,  C  étant  des  constantes  que  l'on  sait  déterminer  par  la  mé- 
thode de  Lagrange. 

On  peut  raisonner  autrement  :  supposons,  en  représentant  les 
A*  événements  par  des  lettres,  que  A  lettres  précèdent  le  premier 
groupe  de  deux  lettres  a  consécutives  que  l'on  rencontre 5  le 
nombre  de  cas  présentés  par  ces  X  lettres  est  égal  à 

A-X-i[i_  X(X  — i)](Àr  — 1). 

Le  nombre  total  des  cas  favorables  est  donc  égal  à 

X  -  p  —  8 

2  (*-,)*x-i[,_xa-i)]. 

A  =  0 

En  égalant  cette  somme  à  X(p)kP,  on  aura  une  formule  de  ré- 
currence permettant  de  calculer  X(/;).  En  égalant  les  résultats  de 
ces  deux  méthodes,  on  aura  une  identité  algébrique. 
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108,   ligne  4  en  remontant,  au  lieu  de  iabz$  cos'c,  lisez  \ab^  cos'C. 

m,  ligne  i3  en  remontant,  après  BC,  AC,  AB,  ajoutez  et  tangentes  au  cercle 
inscrit. 

112,  ligne  17,  après  (Ja),  (Jfr).  (Jc),  ajoutez  et  sont  tangentes  chacune  à  un  des 
cercles  ex-inscrits. 

112,  ligne  22,  au  lieu  de  re,  ra,  rM  lisez  ra,  /•,,,  /> 
ligne  24,  au  lieu  de  ra,  rb,  re,  lisez  re,  r„,  rh. 
ligne  26,  au  lieu  de  r£,  ra,  rb,  lisez  rbf  rc,  ra. 

112,  après  la  ligne  26,  ajouter  :  Les  triangles  formés  par  les  droites  (1),  (6),  (8); 

(J«),  («),  (8)î  (JJ  (4),  (7)î   (J«)>  (J*)»  (7)î  (JJ,  ih)>  W;  etc.,  sont  homo- 
thétiquesavec  ABCct  les  centres  d'homothétic  sont  respectivement  les  points 

128.  Dans  le  théorème  V,  ligne  4  de  ce  théorème,  il  faut  ajouter,  après  ABC: 
si  ce  dernier  est  acutangle  et  inversement  semblable  s'il  est  obtusangle  : 
et  ligne  5,  au  lieu  de  :  orthocentre  de  ABC,  lisez  :  le  point  U  dont  les 
coordonnées  sont  :  a  tangA,  b  tangB.  c  tangC  rencontré  déjà  page  118, 
ligne  9.  Le  point  U  est  le  centre  d'homothétic  du  triangle  formé  par  les 
pôles  des  côtés  par  rapport  au  cercle  circonscrit  et  du  triangle  orthocen- 
trique;  la  polaire  trilinéaire  de  U  est  perpendiculaire  a  UK,  K  étant  le  point 
de  Lemoine;  UK  est  la  polaire  trilinéaire  du  symétrique  de  U  par  rapport 
à  K. 
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GDYON,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 
RAAC,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Chardin.  1,  à  Paris. 
HARICH,  directeur  de  l'École  des  Mines,  a  Lima  (Pérou). 
HALPHEN,  membre  de  l'Institut,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  rue  Sainte-Sophie,  17,  à 

Versailles  (Seiue-et-Oise).  S.  P. 
HAIPTMAW,  ingénieur  attaché  aux  chemins  de  fer  russes. 
RATON  DE  LA  COUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  avenue  du 

Trocadéro,  9,  à  Paris,  S.  P. 
HATT,  ingénieur  hydrographe,  rue  de  l'Université,  i3,  à  Paris. 
HENRIOT,  ingénieur  des  Mines,  à  Reims  (Marne). 
RENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (  Ardèche). 
HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  boulevard  Saint-Michel,  137,  à  Paris. 
RERMARY,  chef  d'escadrons  au  17e  régiment  d'Artillerie,  h  Douai  (Nord). 
HERHITE,  membre  de  l'Institut,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à  Paris,  S.  P. 
HIRST,  Athenaeum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

HOLST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  49.  &  Christiania  (Norvège). 
HOOBICANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 
HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

i/j,  à  Paris. 
HUIBERT,  ingénieur   des   Mines,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    161,  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 
HIER,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,  109,  a  Paris. 
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JARLOSSKI,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  4°>  boulevard  Saint-Germuin,  à  Paris. 

JACQtlER,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  directeur  des  Travaux  publics  à  Saint- 
Denis  (Réunion). 

JA\I\.  chef  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fère. 

JAYARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Cardinal- 
l .émoi ne,  1,  à  Paris. 

J0RDA\,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennes,  48, 
à  Paris,  S.  P. 

JÔTFFRET,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  à  Pal  ai  seau  (Seine-et-Oise). 

il.\€,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  7,  via  Principe  Umberto,  à  Mi- 
lan (Italie). 

KC3ICS,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 
72,  à  Paris. 

ROSTEYEC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

KOYALLWSkY  (M—  de),  professeur  à  l'Université  de  Stockholm  (Suède). 

kROXECkER  (D'Léopold).  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin. 

LACOR,  rue  de  Vaugirard,  16,  à  Paris. 

LAFFON  DR  LA  DEBAT,  amiral  (  décède),  S.  P. 

LAISAYT,  député,  avenue  Victor  Hugo,  16a,  à  Paris. 

LAQl'IÈRE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tababort  (Conslantine). 

liAlTD,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

LAYEISSIÊRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

LEALTÉ,  directeur  des  études  à  l'école  Mongn,  i.{i,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

LER03  (Ernest),  professeur  au  lycée  Charlemagne,  4  ***»  rue  des  Ecoles,   à  Paris 

LEFEYR8,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  à  Bar-le-Duc. 

LEMOIXE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

LE  PAICE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

LE  PONT,  quai  de  Paris,  3o,  à  Cherbourg  (Calvados). 

LESACE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  6,  rue  d'Arras,  à  Paris. 

LESPIAILT,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux.  - 

LEYY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

LEYY  (Lucien),  directeur  des  Études  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

LEYY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  boul.  Saint-Germain,  2j8,  à  Paris. 

LEZ  (Henri),  à  Lorrez-lc-Bocage  (Seine-et-Marne). 

LICIIXE,  professeur  à  lTniversité,  à  Odessa  (Russie). 

LIE  (Sophus),  professeur  à  l'Université  de  Christiania. 

LINDEMAM,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

LIOt VILLE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  4o,  à  Paris. 

LORIY,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  faubourg  Saint-Honoré,  186.  à 
Paris. 

LIT,  AS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  1,  rue  Boutarel,  à  Paris. 

LYOX,  étudiant  en  Mathématiques,  boulevard  Ara  go,  39,  à  Paris. 

MAlÉ  DE  LÉriXAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  rue  de 
l'Odéon,  ai,  à  Paris. 

MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  44»  à  Paris. 

MALLOIZKL,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

MAYXUENI,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe,  1 1,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

MARCHAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3,  à  Paris. 

NARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre. 

MARTIN  (  Artemas).  maître  ès-arts,  docteur  en  Philosophie,  a  Erié  (Pensylvanie). 

MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint- Jean,  ai, 
à  Nancy. 

MAX1M0YIICU  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Kasan  (Russie). 

MERCEREAl,  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac.  38,  à  Pari*. 

MITTAG-LEFFLER,  professeur  a  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 
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MOUTARD,  iuspecteur  général  des  Mines,  examinateur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du 

Val-de-Gràce,  9,  à  Pari*. 
IVECHRfi,  professeur  à  l'Athénée  royal,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
OCACNE  (d'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Fonderies,  8,  à  Rochefort- 

sur-Mer  (Charente-Infér.) 
0Y1DI0  (Enrico  d(),  professeur  à  l'Université,  piuzza  Statu to,  17,  à  Turin. 
PANEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
PARAF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  de  la  Pépinière,  22,  à  Nancy. 
PARSENTIER  (le  général),  membre  du  Comité  des  fortifications,  rue  du  Cirque,  5, 

à  Paris. 
PARRA1,  ingénieur  des  Mines,  avenue  de  l'Opéra,  26,  à  Paris. 

PATURET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 
PAUTOXXIER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas. 
PELLET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Clermont-Ferrand. 
PELLETREAG,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 
PERCIN,  chef  d'escadrons  d'Artillerie,  au  16*  d'Artillerie,  à  Clermont. 
PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpelle  5,  au  Mans,  S.  P. 
PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 
PHILIPPOU,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  a  la  Sorbonne,  à  Paris. 
PICARD  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue   de  la   Sorbonne,  a,  à 

Paris. 
PICQUET,  capitaine  du  Génie,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Mi- 
chel, 73,  à  Paris. 
PISTOYE  (de),  capitaine  d'Artillerie,  rue  Montbaurin,  20,  à  Versailles. 
POINCARR,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  des  Mines,  professeur  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude -Bernard,  63,  à  Paris. 
P0KORNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  h  Prague  (Bohème). 
POLICNAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes),  S.  P. 
PêUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers. 

PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 
PRICE  (Bartholoméo),  professeur  à  l'Université,  à  Oxford  (Angleterre). 
PUCCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis. 

PUTZ(le  général),  rue  Saint- Méry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
RADAU,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 
RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,  16, 

à  Paris. 
RARCY  (de),   directeur  général   de  la  Compagnie  d'assurances  le  Soleil,  boulevard 

Malesherbes,  84,  à  Paris. 
REHIACH  (baron  db),  banquier,  rue  de  la  Bourse,  /j,  à  Paris. 
REY  (Casimir),  professeur  à  l'École  régi  m  en  taire  du  Génie,  boulevard  delà  Reine,  25, 

à  Versailles. 
RIRA0CO0R,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippeville  (Algérie). 
RIIOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  à  Dijon. 
RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 
ROl'ART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 
BOUCHÉ  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  examinateur  à 

l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  2i3,  à  Paris. 
ROUQUET,  professeur  au  lycée,  Toulouse  (Haute-Garonne). 
ROUSSEL  IX,  professeur  au  lycée  Fontanes,  boulevard  Pereire,  124,  à  Paris. 
SAINT-PAUL  (Dixup  de),  chef  d'état-major  de  l'artillerie  du  10*  corps,  à  Rennes  (1  Ile- 
et-Vilaine  ). 
SARRAU,  membre  de  l'Institut,  prof,  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Datimesnil,  9  bis* 

à  Saint-Mandé  (Seine). 
SARTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  chef  adjoint  de  l'exploitation  à 

la  Compagnie  du    chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté,  Marseille  (  Itouchcs-du-Rliôue). 
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SCHLECEL  (Dr  Victor),  a  Waren  (Allemagne). 

SCHOUTE,  professeur  à  Groningue  (Hollande). 

SCHUBERT,  professeur,  Steindam,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

8ÉC0Y,  rue  Pascal,  1,  à  Paris. 

SELIYANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg. 

SIIART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  de 
Miroménil,  70,  à  Paris. 

SIXONNET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles. 

SONINE  (Nicolas),  professeur  a  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  49»  *  Odessa 
(Russie). 

STEPHANOS  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université  d'Athènes  (Grèce). 

STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alsace-Lorraine,  48,  à  Toulouse. 

STUDNICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

SYLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederikshald  (Norwège,  S.  V.). 

TANNER  Y  (Paul),  ingénieur  du  service  de  l'expertise  à  la  Manufacture  des  Tabacs» 
faubourg  Saint  Honoré,  aai,  à  Paris,  S.  P. 

TANNER  Y,  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  45,  rue  d'UIm,  à  Paris. 

TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzel,  à  Alger. 

TCHEBICHEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg. 

THEWISS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Liège,  rue  Casi  mi  r-Dela  vigne ,  3,  à 
Paris. 

TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18,  à  Paris. 

TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 

TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

TRESCA,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  château  de  Courtozé,  par  Vendôme  (Loir- 
et-Cher). 

VACQIIANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint-Michel,  11,  à  Paris. 

V  AND  AME,  lieutenant  d'artillerie,  démissionnaire,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille. 

VANECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

VANECEK  (M. -M.),  répétiteur  de  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Bohème). 

VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

YIELLARD,  manufacturier,  aux  forges  de  Morvillars  (territoire  de  Belfort). 

VOLLOT  (Jules),  professeur  de  Mathématiques  au  lycée,  à  Alger. 

WALCKENAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

WEILL,  professeur  de  Mathématiques,  8  bis,  rue  de  la  Station,  au  Vésinet  (Seine-et- 
Oise). 

WEYR  (Dr  Edouard),  professeur  à  l'Éoole  Polytechnique,  à  Prague  (Bohème). 

WEYR  (Dr  Emile),  professeur  à  l' université,  Hauptstrasse,   109,  a  Vienne  (Autriche). 

WILSON.  député,  au  palais  de  l'Elysée,  à  Paris. 

WORKS  DE  ROMLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  de  Balzac,  7,  à  Paris. 

ZABOl'DSkY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg. 

ZELLER  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningen  .  Wurtemberg  . 

ZELTHEN,  professeur  à  l'Université,  Ciladelsvej,  9,  a  Copenhague. 


SOCIETAIRES    PEUI'KT  UF-l.S. 

BEN01ST,  docteur  en  droit. 

B1SCH0FFS0EIM,  banquier. 

BIENAYIÉ,  membre  de  l'Institut  (décède). 

MRCIARBT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  v décède 

BMCtRD,  capitaine  du  Génie. 
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CHASLES,  membre  de  l'Institut  (décédé).     * 

(LAEDE-UFOUTAHE,  banquier. 

CAUTHIR-VILLARS,  éditeur. 

■ALPHEN,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 

HATÔ1  SE  LA  SOUPILLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

HEB1ITE,  membre  de  l'Institut. 

■I8ST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORJAN,  membre  de  l'Institut. 

LAiTON  M  LAISSAT,  amiral  (décédé). 

■AWIIE1I,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEIOTT  (Joseph). 

PE1RIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

P0LICNAC  (prince C.  de). 

RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

STLOW,  professeur  à  l'Université,  Frederikshald. 

TAIWERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TAIIY,  receveur  des  Contributions  diverses. 

TCURICHEtT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

YKLLAID,  manufacturier. 


Modifications  survenues  depuis  le  I  •  janvier  1886. 

DÉMISSIONNAIRES. 

IIESARD,  professeur,  à  Paris. 

COLLET,  professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 

ML  AIR  K,  professeur,  à  Douai. 

LECOUVU,  à  Caen. 

NOUVEAUX  MEMBRES. 

BARREREXA,  ingénieur  topographe,  à  San-8alvador. 
RRENEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux. 
CASPARY,  professeur  au  collège  Huroboldt,  à  Berlin. 
MJNCA3,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins. 
FIELDS,  professeur  à  l'Université  John  Hopkins. 
HAOPTMA!V!i,  ingénieur  aux  Chemins  de  fer  russes. 
LIOU VILLE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 
LYON,  étudiant  en  Mathématiques,  à  Kharkof. 
lAXIMOVITCH,  professeur  à  l'Université  de  Kasan.  é 
8TIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
THEWISS,  docteur  de  l'Université  de  Liège. 

DÉCÈS. 

LACGERRE,  membre  de  l'Institut. 

■AL1STÉN,  conseiller  d'État,  à  Upsal. 

T1ASI0T,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

SYLYA  (da),  à  Lisbonne. 

IGGOMOT,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  arec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Gonnecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  deNaples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincci,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathematica  (rédacteur  M.  Mittag-Lefller,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Mat  hématies,  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  à  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Craig,  à  Baltimore). 

Annales  de  l'École  Normale  supérieure. 

Annali  di Matcmatica  (rédacteur  M.  Rrioscbi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  (rédacteurs  MM.  S.  Lie  et  W.  Muller,  à 
Christiania). 

Archivfûr  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  Df  Hoppe,  Prinzenstrasse,  69,  à  Berlin, 
S.  W. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (rédacteur  M.  Darboux). 

Casopis  pro  péstovâni mathematikjr  a  fysiky  (rédacteur  M.  Eduard  Weyr,  à  Prague)* 

Circolo  Matematico,  a  Palerme. 

École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  Battaglîni,  a  Rome). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  iïîber  die  Fortschritte  der  Mathematik  (rédacteur  M.  Cari  Ohrtmann,  à  Ber- 
lin). 

Jornal  de  Sciencias  maternât icas  e  astronomicas  (rédacteur  M.  Gomes  Teixeira,  à 
Colmbre). 

Journal  de  t  École  Polytechnique. 

Journal  fur  die  reine  und  angevvandte  Mathematik,  à  Berlin. 

Mathematische  Annal  en  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Leipzig). 

Mathesis  (rédacteurs  .MM.  Mansion7à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 

Meteorologische  Zeitschrift. 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

Société  philosophique  de  Cambridge. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,  à   Harlem  (Hollande). 

Société  mathématique  de  Kharkofl  (Russie). 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  Royale  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Moscou. 


-  13  - 

Société  mathématique  d'Odessa  (Russie). 

Société  philomathique  de  Paris. 

Société  mathématique  de  Prague. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saie,  à  Leipzig. 

Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrift  for  Mathematik  (rédacteur  M.  Zeuthen,  à  Copenhague). 

Tijdsehrift  voor  Vormleer,  rekenkunde   en  de  beginseîen  der    Fiskunde   (rédacteur 

M.  Versluys,  à  Amsterdam). 
Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik  (rédacteur  Dr  Oscar  Schlomilch,  à  Dresde). 


\ 


STATUTS  DE  LA  SOCIÉTÉ. 


Article  premier.  —  La  Société  mathématique  de  France  a  pour  objet  l'a- 
vancement et  la  propagation  des  études  mathématiques  pures  et  appliquées. 
Elle  y  concourt  par  ses  travaux  et  par  la  publication  des  mémoires  de  ses 
membres.  Son  siège  est  à  Paris. 

Art.  2.  —  Aucune  communication  ou  discussion  ne  peut  avoir  lieu  sur 
des  objets  étrangers  aux.  Mathématiques. 

Art.  3.  —  La  Société  se  compose  de  membres  résidents  et  de  membres 
non  résidents. 
Les  Français  et  les  Étrangers  peuvent  également  en  faire  partie. 

Art.  4.  —  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société 
sont  les  suivantes  :  i°  être  présenté  par  deux  membres  qui  auront  adressé 
une  demande  signée;  2°  obtenir  à  l'une  des  séances  suivantes  les  suffrages 
de  la  majorité  des  membres  présents. 

Art.  5.  —  Le  nombre  des  membres  résidents  et  non  résidents  est  illimité. 

Art.  6.  —  L'administration  de  la  Société  est  confiée  à  un  conseil  composé  : 

i°  Des  membres  du  bureau; 

2°  De  douze  autres  membres  résidents  de  la  Société  désignés  par  l'élec- 
tion ; 

3°  De  quatre  membres  non  résidents  désignés  par  l'élection;  ils  auront 
voix  délibérative  dans  le  conseil  lors  de  leur  présence  à  Paris. 

Art.  7.  —  Le  conseil  est  présidé  par  le  président  de  la  Société. 

Art.  8.  —  Le  bureau  est  composé  de  : 

î  président; 

4  vice-présidents; 

a  secrétaires; 

2  vice-secrétaires; 

i   trésorier; 

i  archiviste. 
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Art.  9.  —  Le  président  est  élu  pour  un  an. 

Les  vice-présidents  sont  nommés  pour  deux  ans. 

Deux  d'entre  eux  sont  remplacés  chaque  année. 

Les  secrétaires  et  les  vice-secrétaires  sont  élus  pour  deux  ans. 

Le  trésorier  et  l'archiviste  pour  trois  ans. 

Art.  10.  —  Le  président  n'est  pas  rééligible  immédiatement  dans  les 
mêmes  fonctions. 

Art.  11.  —  Parmi  les  douze  membres  du  conseil  qui  résident  à  Paris  et 
qui  ne  font  pas  partie  du  bureau,  quatre  sont  remplacés  chaque  année  à 
tour  de  rôle. 

Art.  12.  —  Tous  les  membres  de  la  Société  sont  appelés  à  participer  à 
l'élection  du  président,  soit  directement,  soit  par  correspondance. 

Art.  13.  —  Les  autres  membres  du  bureau  et  les  membres  du  conseil 
sont  élus  à  la  majorité  absolue  des  membres  présents. 

Art.  14.  —  Les  ressources  de  la  Société  se  composent  :  i°  de  la  cotisation 
annuelle  des  membres  résidents  et  non  résidents,  et  dont  le  montant  est 
fixé  par  le  règlement  administratif  de  la  Société;  2°  du  revenu  du  capital 
formé  par  les  droits  d'admission,  les  souscriptions  perpétuelles,  le  produit 
de  la  vente  des  ouvrages  édités  par  la  Société  et  les  dons  qu'elle  pourra 
recevoir. 

Art.  15.  —  La  Société  règle  annuellement  le  budget  de  ses  dépenses. 

Dans  la  première  séance  de  chaque  année,  le  compte  détaillé  des  recettes 
et  dépenses  de  l'année  révolue  sera  soumis  à  l'approbation  de  la  Société; 
ce  compte  rendu  sera  publié  dans  le  Bulletin. 


RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 


CHAPITRE  PREMIER 


CONDITIONS      D   ADMISSION. 


1.  Les  conditions  à  remplir  pour  devenir  membre  de  la  Société  sont  : 
i°  D'être  présenté  par  deux   membres  qui   auront  adressé  une  demande 
signée  ; 
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»°  D'obtenir,  à  l'une  des  séances  suivantes,  les  suffrages  de  la  majorité 
des  membres  présents  (art.  4  des  statuts). 

2.  Le  diplôme  délivré  est  signé  par  le  président,  l'un  des  secrétaires  et 
le  trésorier,  et  porte  le  sceau  de  la  Société. 

Le  trésorier  remet  le  diplôme  après  l'acquittement  du  droit  d'admission, 
montant  à  io  francs,  et  de  la  cotisation  annuelle. 


CHAPITRE  II. 

TRAVAUX   ET   PUBLICATIONS   DE   LA  SOCIÉTÉ. 

Tenue  des  séances. 

3.  La  Société  tient  ses  séances  ordinaires  deux  fois  par  mois;  elle  prend 
trois  mois  de  vacances  :  août,  septembre  et  octobre. 

4.  La  première  séance  de  janvier  est  consacrée  spécialement  aux  élec- 
tions pour  le  remplacement  des  membres  sortants  du  bureau  et  du  conseil. 

5.  Le  tableau  des  jours  de  réunion  est  imprimé  sur  une  carte  adressée 
aux  membres  résidant  à  Paris. 

Elle  sera  également  envoyée  aux  membres  non  résidents  sur  leur  de- 
mande personnelle. 

Les  membres  sont  convoqués  à  domicile  pour  les  séances  extraordi- 
naires. 

6.  Pour  assister  à  la  séance,  les  personnes  étrangères  à  la  Société  doi- 
vent être  introduites,  chaque  fois,  par  un  de  ses  membres. 

7.  La  présence  du  président  ou  d'un  vice-président,  assisté  d'un  des 
secrétaires  ou  vice-secrétaires,  suffit  pour  constituer  le  bureau  à  chaque 
séance. 

8.  En  cas  d'absence  du  président  ou  des  vice-présidents,  le  trésorier,  ou 
à  son  défaut  l'archiviste,  occupe  le  fauteuil. 

En  cas  d'absence  de  tous  les  membres  du  bureau,  les  fonctions  du  pré- 
sident sont  remplies  par  le  plus  âgé  des  membres  du  conseil  présents  à  la 
séance. 

En  cas  d'absence  des  secrétaires  et  vice-secrétaires,  le  président  du  jour 
désigne  un  des  membres  du  conseil  pour  en  remplir  les  fonctions. 

9.  Les  procès-verbaux  des  séances  sont  rédigés  dans  l'intervalle  d'une 
séance  à  l'autre. 

Chaque  séance  commence  par  la  lecture  du  procès-verbal  de  la  séance 
précédente  et  de  l'ordre  du  jour. 

10.  Les  communications  faites  par  les  membres  de  la  Société  ont  lieu 
dans  Tordre  de  leur  inscription;  les  communications  des  personnes  étran- 

xv.  i 
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gères  à  la  Société  ont  lieu  après  celles  des  membres,  sauf  les  cas  d'urgence 
qui  seront  appréciés  par  le  bureau. 

Les  membres  qui  auront  fait  des  communications  verbales  ou  pris  part 
aux  discussions  devront  remettre  des  notes  au  secrétaire  pour  la  rédaction 
du  procès-verbal. 

11.  Dans  les  séances  ordinaires,  on  ne  peut  traiter  aucune  question  rela- 
tive à  l'administration,  à  moins  d'une  demande  du  conseil. 

12.  Toutes  les  observations  relatives  à  l'administration  sont  adressées  par 
écrit  au  président,  qui  en  réfère  au  conseil,  à  sa  plus  prochaine  réunion. 

Bulletin. 

13.  La  Société,  préoccupée  des  avantages  qu'elle  peut  offrir  à  tous  ses 
membres,  a  décidé  que  le  recueil  intitulé  :  Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique, qui  rend  compte  des  mémoires  présentés  à  la  Société,  sera  dis- 
tribué gratuitement  à  tous  les  membres  résidents  ou  non  résidents. 

14.  Les  conventions  stipulées  entre  le  conseil  de  la  Société  et  les  éditeurs 
chargés  de  la  publication  du  Bulletin  devront  être  soumises  à  l'approba- 
tion de  la  Société. 

Réimpression  des  ouvrages  anciens  et  publication  des  mémoires 

originaux. 

15.  La  Société,  voulant  concourir  aux  progrès  des  Mathématiques  par 
tous  les  moyens  compatibles  avec  son  mode  d'organisation,  avisera  aux 
moyens  de  publier  successivement,  et  d'une  manière  aussi  complète  qu'il 
sera  possible  ou  utile  de  le  faire,  les  œuvres  des  anciens  mathématiciens 
français  ou  étrangers. 

La  Société  se  réserve  la  faculté  de  publier  les  mémoires  originaux  trop 
étendus  pour  paraître  dans  le  Bulletin. 

1G.  Les  publications  émanant  de  la  Société,  autres  que  le  Bulletin,  sont 
délivrées  à  prix  réduit  à  tous  les  membres  de  la  Société  résidents  ou  non 
résidents 

CHAPITRE  III. 

ADMINISTRATION   DE   LA   SOCIÉTÉ. 

17.  Chaque  élection  a  lieu  au  scrutin  secret,  sur  un  seul  bulletin,  et,  s'il 
est  nécessaire,  au  moyen  de  deux  tours,  dont  le  second  est  de  ballottage. 
Dans  le  cas  d'égalité  de  voix,  le  plus  âgé  l'emporte. 

18.  L'élection  du  président  seule  donne  lieu  au  vote  de  tous  les  membres 
résidents  ou  non  résidents.  Tout  membre  qui  ne  peut  assister  à  la  réunion 
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électorale  est  invité  à  envoyer  au  secrétaire,  avant  la  première  séance  de 
janvier,  son  suffrage  individuel  dans  un  bulletin  cacheté  et  enfermé  dans 
une  lettre  signée  de  lui. 

Ce  bulletin  ne  peut  être  ouvert  qu'au  moment  du  dépouillement  du 
scrutin. 

19.  Les  secrétaires  ou,  à  leur  défaut,  les  vice-secrétaires  rédigent  les 
procès-verbaux  des  séances  de  la  Société  et  des  séances  du  conseil. 

20.  Une  commission  d'impression,  composée  des  secrétaires  et  de  quatre 
membres  nommés  par  le  conseil,  dirige  la  publication  du  Bulletin  et  l'im- 
pression des  mémoires  et  communications. 

21.  Sous  la  direction  du  président,  les  secrétaires  sont  chargés  de  la 
correspondance  pour  ce  qui  concerne  les  travaux  et  les  affaires  de  la 
Société  autres  que  les  affaires  de  finances  :  ils  convoquent  la  Société,  le 
conseil  et  les  commissions  quand  il  y  a  lieu,  et  préparent  les  ordres  du 
jour. 

22.  La  Société  forme  une  bibliothèque  et  échange  ses  publications 
contre  les  journaux  et  les  recueils  consacrés  aux  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  publiés  en  France  et  à  l'étranger. 

23.  L'archiviste  est  chargé  de  la  garde  des  archives  de  la  Société;  il  en 
dresse  un  inventaire. 

Il  a  sous  sa  direction  la  bibliothèque;  il  dresse  le  catalogue  des  livres  et 
brochures  imprimés,  et  tient  un  registre  des  manuscrits  envoyés. 
Enfin,  il  a  sous  sa  garde  tous  les  documents  appartenant  à  la  Société. 

24.  Le  trésorier  est  chargé  du  recouvrement  des  sommes  dues  à  la 
Société. 

25.  Il  tient  un  registre  des  recettes  et  des  dépenses,  que  tous  les  membres 
ont  le  droit  de  consulter. 

26.  Le  trésorier  ne  peut  faire  aucun  emploi  extraordinaire  des  fonds  de  la 
Société  sans  une  délibération  spéciale  du  conseil. 

Conseil  et  commissions. 

27.  Le  président  convoque  le  conseil  toutes  les  fois  que  les  affaires  de  la 
Société  le  réclament. 

28.  Il  suffit  d'une  demande  motivée,  signée  par  cinq  membres  du  conseil 
et  adressée  au  président,  pour  qu'une  convocation  du  conseil  soit  obliga- 
toire. 

29.  A  chaque  séance  du  conseil,  les  noms  des  membres  présents  sont 
consignés  au  procès-verbal. 

30.  II  faut  au  moins  sept  membres  présents  pour  prendre  des  décisions 
en  conseil. 
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31.  Sur  la  proposition  de  cinq  membres,  le  vote  peut  avoir  lieu  au  scrutin 
secret. 

32.  Sur  la  demande  de  cinq  membres,  il  peut  être  fait  appel  à  la  Société 
des  décisions  qui  n'auraient  pas  été  prises  aux  deux  tiers  des  voix  au  sein 
du  conseil. 

33.  Les  procès-verbaux  des  séances  du  conseil  doivent  être  transcrits  sur 
un  registre  coté  et  parafé  par  le  secrétaire;  ils  doivent  être  signés  par  le 
président  et  le  secrétaire  qui  a  tenu  la  plume;  les  renvois  doivent  être 
parafés  et  les  mots  rayés  approuvés. 

34.  Le  conseil  se  réunit  dans  la  dernière  quinzaine  de  décembre  pour 
examiner  l'état  des  affaires  de  la  Société,  nommer  la  commission  de  compta- 
bilité chargée  de  vérifier  la  gestion  du  trésorier,  et  la  commission  des 
archives  chargée  de  vérifier  celle  de  l'archiviste. 

35.  Ces  deux  commissions  ne  peuvent  être  composées  de  moins  de  trois 
membres;  elles  font  leur  rapport  dans  la  première  séance  de  janvier. 

36.  Le  conseil  désigne  annuellement,  à  la  même  époque,  les  membres 
qui,  adjoints  aux  deux  secrétaires,  composent  la  commission  permanente 
d'impression  pour  la  publication  du  Bulletin  et  l'insertion  des  notes  et 
mémoires  des  membres  de  la  Société. 

Cette  commission  veille  à  ce  qu'il  ne  s'introduise  dans  les  publications 
rien  d'étranger  à  la  Science. 

37.  Les  membres  élus  de  la  commission  d'impression  sont  nommés  pour 
trois  ans. 

Les  membres  de  la  commission  d'impression  peuvent  être  pris  indistinc- 
tement dans  la  Société  ou  dans  le  conseil. 


CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS,    REVENUS   ET   DÉPENSES  DE   LA   SOCIÉTÉ. 

38.  Les  versements  des  membres  résidents  et  non  résidents  se  compo- 
sent : 

i°  Du  droit  d'admission,  montant  à  io  francs; 
2°  De  la  cotisation  annuelle. 

39.  Pour  les  membres  résidents,  cette  cotisation  annuelle  s'élève  à 
20  francs,  payables  d'avance,  et,  pour  les  membres  non  résidents,  à  i5  francs, 
également  payables  d'avance. 

Sont  considérés  comme  résidents  les  membres  qui  ont  à  Paris  leurs  occu- 
pations habituelles,  ou  y  exercent  habituellement  leurs  fonctions. 

40.  Les  nouveaux  membres  devront  payer  la  totalité  de  la  cotisation, 
quelle  que  soit  l'époque  de  leur  admission. 
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41.  Les  publications  ne  seront  adressées  qu'après  le  versement  de  la  coti- 
sation annuelle. 

42.  Tout  membre  qui  n'aura  pas  acquitté  la  cotisation  d'une  année 
sera,  après  avertissement  préalable  du  trésorier,  considéré  comme  démis- 
sionnaire. 

43.  La  cotisation  annuelle  peut,  au  choix  de  chaque  membre,  être  rem- 
placée par  une  somme  de  3oo  francs  une  fois  payée. 

Ce  versement  confère  le  titre  de  sociétaire  perpétuel. 

44.  Les  dons  faits  à  la  Société  sont  inscrits  au  Bulletin  des  séances  avec 
le  nom  des  donateurs. 

45.  Les  dépenses  sont  divisées  en  ordinaires  et  extraordinaires. 

Les  dépenses  ordinaires  se  composent  de  frais  de  bureau  et  d'imprimés, 
ports  de  lettres,  frais  d'entretien,  loyer  du  local,  appointements  des  em- 
ployés et  frais  d'impression  du  Bulletin.  Le  chiffre  des  dépenses  ordinaires 
ne  peut  excéder  les  -fc  des  ressources  annuelles. 

Les  dépenses  extraordinaires  sont  votées  par  la  Société  sur  la  proposition 
du  conseil. 

46.  La  Société  ne  s'engage  jamais  dans  aucune  dépense  excédant  son 
avoir; 

CHAPITRE  V. 

REVISION  DES  STATUTS  CONSTITUTIFS  OU  DU   RÈGLEMENT  ADMINISTRATIF. 

47.  Toute  proposition  de  revision  des  statuts  constitutifs  ou  du  règle- 
ment administratif  ne  pourra  être  prise  en  considération  que  si  elle  est 
signée  collectivement  par  vingt  membres. 

48.  Le  président  fera,  dans  ce  cas,  procéder  à  un  scrutin  pour  la  nomi- 
nation d'une  commission  de  revision,  qui  sera  composée  de  quatre  membres 
du  conseil  et  de  trois  membres  pris  en  dehors. 

49.  La  discussion  du  projet  exigera  la  présence  de  la  moitié  plus  un  des 
membres  résidant  à  Paris. 

Tous  les  membres  sont  convoqués  par  lettres  spéciales. 

50.  Si  le  nombre  ci-dessus  n'est  pas  atteint,  la  discussion  aura  lieu  dans 
la  séance  suivante,  quel  que  soit  le  nombre  des  membres  présents. 


AVIS. 


La  Rédaction  a  l'honneur  de  prévenir  MM.  les  Auteurs  que  le 
Conseil  de  la  Société  mathématique,  dans  sa  séance  du  16  décem- 
bre }88i,  a  pris  les  décisions  suivantes  : 

i°  La  Société  prendra  à  sa  charge  la  moitié  de  la  dépense 
des  tirages  à  part  d'auteur,  pour  cinquante  exemplaires  et  au- 
dessous. 

2°  Pour  plus  de  cinquante  exemplaires,  la  Société  payera  la 
moitié  du  prix  de  cinquante  exemplaires,  au  tarif  fixé  pour 
le  tirage  à  cinquante  exemplaires. 

Il  résulte  de  là  que  les  auteurs  auront  à  débourser  les  sommes 
suivantes  : 


KOMBBE 
DES  EXEMPLAIRES. 

25. 

50. 

100. 

200. 

300. 

400. 

500. 

1000. 

Pour  lft  feuille 

»     V,     » 

»    *u    » 

»          I         » 

3,65 
4,i5 
6,i5 
6,90 

4^5 
5,oo 
7,25 
8,25 

6,75 

8,5o 

II  ,25 

13,75 

i3,s5 
16,00 
20,75 

23, 7J 

23, 5o 
3o,25 
34,75 

26,25 
3i,oo 

39»75 
45,75 

32,75 
38, 5o 

49»a5 
56,75 

65,25 
76,00 

96>75 
111,75 

dont   ils  seront  facturés  directement  par  l'imprimerie  Gauthier- 
Villars. 
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Sur  le  développement  des  fonctions  en  séries  par  la  formule 
de  Mac  taurin,  dans  le  cas  d'une  variable  réelle;  par  M.  O. 
Callandreau. 

(Séance  du  4  janvier  1887.) 

Quand  on  se  propose  de  développer,  dans  le  cas  de  fonctions  et 
de  variables  réelles,  une  fonction  f(x)  en  série  procédant  suivant 
les  puissances  entières  de  x,  le  théorème  de  Cauchy  réduit,  comme 
on  sait,  la  question  à  l'étude  des  points  critiques  de  la  fonction 
f(z),  -3  désignant  une  variable  imaginaire. 

Il  peut  arriver,  d'autre  part,  que  la  légitimité  du  développement 
def(x)  en  série  soit  facile  à  établir  quand  x  ne  dépasse  pas  une 
certaine  valeur  x  =  a.  La  série  obtenue  étant  supposée  conver- 
gente pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  a,  il  est  naturel  de 
penser  que  la  représentation  de  f(x)  par  la  série  s'étend  au  delà 
de  la  limite  x  =  a.  Je  me  propose  de  montrer  que  la  représenta- 
tion de  la  fonction  par  la  série  pourra  être  continuée  tant  qu'on  ne 
sera  pas  arrêté  par  une  discontinuité  des  dérivées  fn(x)  ou  par 
la  limite  de  convergence  de  la  série. 

Quand  on  se  place  au  point  de  vue  des  applications,  pour  les- 
quelles il  est  également  important  d'obtenir  l'expression  analy- 
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tique  des  coefficients  de  la  série  et  de  démontrer  la  possibilité  du 
développement,  la  seconde  manière  d'aborder  le  problème  de  dé- 
veloppement de  f(x)  en  série  peut  avoir  ses  avantages;  en  effet, 
de  l'expression  analytique  supposée  connue  des  coefficients,  on 
pourra  souvent  déduire  la  condition  de  convergence  de  la  série. 

Dans  ce  qui  suit,  il  est  entendu  que  la  fonction  /(#),  pour  les 
valeurs  de  x  qu'on  envisage,  est  définie  par  une  même  expression 
bien  déterminée,  et  qu'il  en  est  ainsi  des  dérivées  ftt(x). 

\ .  Supposons  d'abord  que  les  coefficients  de  la  série 

(,)         /(0)  +  x/'(o)H-  — /'(o)  +  ...+  — -/»(o)  +  ... 

soient  tous  positifs,  qu'ils  ne  croissent  pas  à  partir  d'un  certain 
rang,  qu'on  ait  établi  la  légitimité  de  la  représentation  de  la  fonc- 
tion /(x)  par  la  série  ci-dessus  pour  les  valeurs  positives  de  x  in- 
férieures ou  égales  à  un  nombre  donné  a  plus  petit  que  l'unité. 
Je  vais  montrer  qu'o/i  peut  prolonger  la  représentation  de  la 
fonction  par  la  série  jusqiCà  ce  qu'on  soit  arrêté  par  une  dis- 
continuité des  dérivées  f"(x)  ou  par  la  limite  de  convergence 
de  la  série  (i). 

Quand  on  prend  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (1), 
le  reste  R,|  est  donné  par  la  formule 

1.2.3.  ..(/l  —  l)' 

0  est  un  nombre  positif  compris  entre  zéro  et  l'unité,  et  Ton  doit 
avoir 


(3) 


(,_0)/»-j/«(0^)=  Ç  (\--t)n-if»(ex)dt. 

•'0 


Soit  o  <  x  <  a. 

D'après  les  nos  112  et  127  de  V Introduction  à  la  théorie 
des  fonctions  d'une  variable,  de  M.  J.  Tannery,  on  est  en  droit, 
pour  les  valeurs  indiquées  de  x,  de  remplacer  les  symboles  y71  ( 8 x) 
etf"(tx)  par  les  séries  déduites  de(i).  Divise-t-on  les  deux  mem- 
bres de  (3)  par  le  terme  indépendant  de  x  dans/" (§x)  etfn(tx), 
a-t-on  égard  à  la  décroissance  des  coefficients  de  (i),  on  voit  que 
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l'inégalité 

•r jr-^-x — r  >  — h  termes  positifs 

(i  —  vx  )n+l        n  r 

doit  avoir  lieu,  et  de  là  résulte  que  0  est  nécessairement  plus  petit 
que  toute  quantité  donnée  à  partir  d'une  valeur  (Je  n  suffisamment 
grande. 

En  effet,  multiplions  les  deux  membres  par — ^-zr»   quantité 

plus  grande  que  l'unité,  il  vient 

Déterminons  une  quantité  80?  comprise  entre  zéro  et  l'unité,  par 
l'équation 


on  aura  évidemment 


d'où 


e0>0; 


0o  est  donc  une  limite  supérieure  de  9. 
Ensuite 

i       '  —  Q"   __  __  log^  _  __ 

v  étant  une  quantité  positive  tendant  vers  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment; 

i-0„  ,  v' 


0x  i  —  a?-t-v\r 

v'  ayant  la  même  signification  que  v.  Donc  80  varie  dans  le  même 
sens  que  v'  et  s'approche  de  plus  en  plus  de  zéro  à  mesure  que  n 
augmente. 

Il  importe  de  remarquer  que  la  limite  supérieure  80  de  8  sera  la 
même  pour  toutes  les  fonctions  /( x)  remplissant  les  conditions  in- 
diquées ci-dessus. 

• 
2.  On  aura  à  raisonner  dans  un  moment  sur  l'équation  obtenue 

en  différentiant  par  rapport  à  x  les  deux  membres  de  l'équation  (3  )  ; 
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j'écris  par  avance  l'équation  dérivée 

i      — [(»-i)/*(0a:)  — (i-0)/«+«(0ar)j?](i  — O)»-^ 

(4)  !     -^(i-*)*-1/"*1^*)* 

et  je  fais  quelques  remarques  préliminaires. 

a.  Soit  8x<a. 

La  quantité  entre  crochets  dans  l'équation  (4)  devient,  quand 
on  remplace  les  symboles  fn($x),  fn+i(^x)  par  les  séries  cor- 
respondantes déduites  de  (i), 

t  (n  —  i/»(o)—  /*+>(o)x 

(5)  J  ■+-  ^["/"^(o) -/«+*(<>)*] 

+  — [(»  +  i)/«+«(o)-/«+,(o)*]+.... 

Pour  éviter  des  distinctions  qui  n'ont  pas  d'effet  essentiel  (on  le 
verra  par  la  suite),  je  considère  spécialement  les  cas  de  décrois- 
sance des  coefficients  de  la  série  (i),  pour  lesquels,  à  partir  d'une 
valeur  de  /i,  on  ait  toujours 

(6)  (i—.)/-(o)<i- 

La  valeur  de  j:  est  supposée  donnée,  comprise  entre  zéro  et 
l'unité,  la  dernière  limite  exclue,  c'est-à-dire  que  o<x<i  —  e, 
£  étant  une  quantité  donnée  très  petite. 

La  somme  de  la  série  (5)  sera  évidemment  plus  grande  que  celle 
de  la  série 

|(li_l)/.(o)(I_,)+Î£,/-+.(o)lI-x) 

(  t—  (»-*-l)/-«(0)(l -*)-*-..., 

v  1    *   4 

et,  a  fortiori,  plus  grande  que 

(8)  (/i  — i)(i— x)/«(0x). 
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Donc 

(9)      (n  —  i)/»(ô#)  —  (i  —  0 )/»+i( 6 #)#  >(n  —  i)(i  —  x)/»(6x); 

il  en  résulte  aussi 

(io)  (#  —  6x)/»^(0ar)<(n  —  i)/»(6:r):r. 

è.  Soit,  pour  abréger  l'écriture,  0 x  =  m,  quantité  essentielle- 
ment positive;  pour  une  valeur  voisine  x  H-  #*  de  x,  u  deviendra 
u  -f-  m',  quantité  aussi  positive;  si  l'on  a 

u  -+- 1  u'  |  <  a, 

les  fn(u-t-  m'),  d'après  l'hypothèse  admise,  seront  développables 
par  la  formule  de  Taylor,  suivant  les  puissances  de  w'  : 

(Tàniïery,  Ouvrage  cité,  n°  112). 

c.  n  ayant  une  valeur  fixée,  assez  grande  pour  que  la  valeur  b 
de  hx  pour  j7  =  x0=a  soit  plus  petite  qu'une  quantité  donnée 
très  petite  (elle  sera  certainement  plus  petite  que  x0),  étudions  la 
fonction  8  de  x  définie  par  l'équation  (3);  à  cet  effet,  remplaçons-y 
x  par  x04-  xf,  §x  par  b  4-  u'.  Le  premier  membre  de  (3)  pourra 
être  développé  en  série  absolument  convergente  suivant  les  puis- 
sances de  u'  et  x',  si  l'on  a 

6-f-|n'|<a,        x0>\x'\,        ar0  —  b>\x'\  +  \u'\; 

ce  qui  a  toujours  lieu  quand  x'  et  u'  sont  assez  petits.  Considérons 
spécialement  le  développement  suivant  les  puissances  de  u'f  le 
coefficient  de  u'  sera 

(X"~^,^~\{x,-b  +  xf)f^(b)^(n^)fn{b)l 

Soit  C  la  quantité  entre  crochets, 

C(x0-6)  =  (^0-6-+-y)(^o-6)//,-Hl(^)-(i  —  i)(*o- b)fn(b); 
l'inégalité  (io)  donne,  en  remplaçant  x  par  x0  et  ftx  par  b> 

(*o-  b)f«+*(b)<  (n  -  i)*0/«(6); 
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de  là,  parce  que  x0  —  b  -+-  x*  est  positif, 

C(x0  —  b)<  (n  —  i)fn(b)[(x0  —  b  -+-  x')  x0  —  (x0—b)]  ; 
tant  que 

|*'|<(.-*0)(,-l), 

C  sera  certainement  négatif. 

Cela  posé,  la  continuité  de  u  s'établit  par  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  qu'on  emploie  pour  démontrer  la  continuité  des  ra- 
cines d'une  équation  algébrique  (Briot  et  Bouquet,  Fonctions 
elliptiques,  n°28),  lequel  subsiste,  d'après  les  conditions  trouvées 
ci-dessus,  tant  qu'on  n'a  pas  «  =  a,x  =  i. 

3.  Prenons  les  dérivées  par  rapport  à  x  des  deux  membres  de  # 
l'équation  (3);   x  étant  compris  dans  l'intervalle  pour  lequel  la 
continuité  est  établie,  les  dérivées  fn{x)  étant  supposées  conti- 
nues, on  a  le  droit  d'écrire 

-[(»-i)/«(0*)-(i-0)/*M(ear)-P](i-e)»-i^ 

(n)      \     -K«-0)»-i/iM.i(e*)e 

=  C  (i  —  t)*-ttf»+i(tx)dt. 

La  dérivée  -j-  est  finie  et  déterminée  dans  tout  l'intervalle  et 
dx 

même  quand  hx  atteint  la  valeur  a  [condition  (9)]. 

L'intégrale   du   second   membre   est    évidemment    positive    si 

x<a;  elle  ne  peut  changer  de  signe  que  pour  une  valeur  de  x, 

telle  que  a/>  a. 

Soit. 

a^x<i  —  e, 

e  étant  une  quantité  très  petite,  mais  donnée. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  toutes  les  dérivées  fn(x)  demeu- 
rent positives  dans  l'intervalle  désigné  des  valeurs  de  x.  Je  dis 
qu'à  partir  d'une  valeur  de  n  assez  grande  §x  ne  peut  atteindre 
la  valeur  a  dans  le  même  intervalle.  En  effet,  si  l'on  avait 

ôar  =  a,         pour        .r=a, 
dans  l'intervalle  (<z,  a),  on  aurait,  l'intégrale  du  second  membre 
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de  (i  i)  étant  positive, 


(,  _  0)"-i/«+i(0ar)0  >  o; 

d'où,  successivement,  en  vertu  des  conditions  (9)  et  (10), 

rfO  (1  —  Q)/"-+*(0:c)0  0 

dx  <  {n  —  i)(i  —  x)f«(bx)  <  1  —  x7 

d($x)        0 

dx  1  —  x 

!      d{^x)  I 


Qa?     dor  #(1 —  x)' 

puis,  en  intégrant  dans  l'intervalle  (a,  a),  remplaçant  la  valeur  fi- 
nale de  Qx  par  a, 

a        ai  —  a 

03)  i:<-i 

x     '  o        a  1 —  a 

Or,  b  tendant  constamment  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfi- 
niment (n°  1),  on  peut  prendre  le  nombre  n  fini,  mais  assez  grand, 
pour  que  l'inégalité  (6)  et  la  suivante 

a       1  — s  1  — a 

(,4)  5>— — 

aient  lieu  pour  cette  valeur  de  n  et  les  valeurs  plus  grandes; 
augmentant  avec  a,  il  viendra,  a  fortiori, 

(i5)  j-> > 

v     '  bai —  a 

inégalité  contradictoire  avec  (i3).  Donc,  à  partir  d'une  valeur 
assez  grande  de  /?,  iïx  ne  peut  atteindre  la  valeur  a  dans  l'inter- 
valle (a,  1  —  e);  dans  l'expression  (2)  du  reste  R„,  fn(Hx)  peut 
être  remplacé  par  la  série  correspondante  déduite  de  (1);  une  limite 
supérieure  de  la  valeur  du  reste  est  donnée  par 

ce  qui  tend  vers  zéro  quand  n  augmente  indéfiniment,  x  étant  in- 
férieur à  l'unité. 

Dans  le  cas  général,  on  commence  p?r  choisir  une  valeur  de  n 
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finie,  mais  assez  grande,  pour  que  les  inégalités  (6)  et  (i4)  soient 
satisfaites  ;  cela  est  toujours  possible  d'après  le  n°  \ ,  si  la  fonction 
/(x)  remplit  les  conditions  énoncées  au  commencement,  et  il  est 
évident  que,  S( x)  désignant  la  somme  de  la  série  (i),  p  et  q  des 
nombres  positifs  tous  deux  ou,  au  moins,  l'un  d'eux,  la  combi- 
naison p  S(x)  -+-  qf(x),  supposée  positive  pour  o  <  x  <  a,  rem- 
plira les  mêmes  conditions. 

Je  dis  que  la  différence  des  dérivées  S**1  (x)  — /*+,(#),  nulle 
pour  x  <  a,  ne  peut  cesser  d'être  nulle  pour  x  >  a. 

Soit,  ^en  effet,  pour  fixer  les  idées, 

Sn+l(x) — fn+l(x)>o        pour        a<x<a'; 

on  aura  aussi,  k  étant  un  nombre  positif  indéterminé, 

(i  -+-  k)  S*+i (x)  —  /«+« (x)  >  o        pour        a<x<a\ 

Raisonnons  sur  la  combinaison  (n-Âr)S(x) — f(x)y  comme 
plus  haut  sur/(a;);  on  démontrera  que,  dans  l'intervalle  (a,  a7), 
on  a 

dx<V=Tx'         8*<*' 

et  les  symboles /"(ôx),  //,+l  (§x)  pourront  être  remplacés  par  les 
séries  correspondantes. 

Quand  k  tendra  vers  zéro,  le  premier  membre  de  l'équation  (i  f 
sera  nul  identiquement;  il  devra  en  être  ainsi  du  second,  ce  qu 
exige  que  Ton  ait 

S*+i(x)—fn+i(x)  =  o        pour        a<x<a'. 

On  en  conclut  aussitôt 

S(;r) —/(*)  =  o         pour        a<x<a. 
Si  l'on  avait 

on  raisonnerait  sur 

(n- *)/(*) -S(a-). 

On  doit  remarquer  que  l'inégalité  analogue  à  (i4),  où  a  et 
raient  remplacés  par  a'  et  V  (b\  valeur  de  0.r  pour  x  =  a' 
satisfaite  en  même  temps  que  (i4)- 
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En  effet,  de 

b'       a'  i  —  a  bai  —  a' 

t  <  —  ?         ou,  en  renversant,  tt  >  — ï  

bai  —  a  bai  —  a 

et  de 

a        i  —  e  i  —  a 
b  a  % 

on  déduit,  par  la  multiplication  membre  à  membre, 

a  ^    \  —  e  i  —  a'                    .       .     .           a'        t  —  e   i  —  a' 
7?  >  —J 1-  el>  a  fortiori,         t?  >  — ï —  • 

Cette  remarque  permet  de  continuer  le  raisonnement  sur  les 
intervalles  successifs  (a,  a'),  . . . ,  en  gardant  la  même  valeur  finie 
de  n. 

4.  Pour  ramener  au  cas  déjà  étudié,  d'une  série  à  termes  positifs 
avec  une  loi  de  décroissance  des  coefficients  correspondant  à  la 
condition  (6),  le  cas  général  où  les  coefficients  de  la  série  (i)  ont 
des  signes  quelconques,  la  série  étant  convergente  si  x  <  i ,  diver- 
vergente  si  x  >  i,  nous  formons  l'expression 

?(*)  =  Z  +f(<*x\        tu  <  i; 

on  peut  déterminer  le  nombre  positif  A,  de  manière  que  tous  les 
coefficients  de  l'expression  développée  en  série 

?(*)  =  ?(0)  -4-  j  <?'(o)  -+-  iL  <p'(o) 

soient  positifs. 

Quand  n  augmente  indéfiniment,  la  quantité 

(prt-Kl(o) 


(/i-i)<p«(o) 


tend  vers  zéro  en  valeur  absolue;  on  peut  choisir  n  fini,  mais  assez 
grand  pour  que,  en  valeur  absolue  et  pour  toutes  les  valeurs  plus 
grandes  de  rt, 

(/i-i)?«(o) 
e  étant  un  nombre  donné  très  petit. 
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Considérons  alors  la  fonction 


*W  =  f(7Tï)'> 


à  partir  d'une  valeur  déterminée  de  n,  la  condition  (6)  sera  évi- 
demment satisfaite;  si  on  limite  la  variation  de  x  par  la  condition 

o<x<  i  —  £, 

on  peut  reproduire  sur  F(x)  les  mêmes  raisonnements  que  sur 
f(x).  Pour  l'argument  — '—  de  cp,  il  viendra 

x      ^  ï  —  e 


o^ 


<— : —  < 


i  -h  e       1-4-  e 


La  série  cp( )  est  absolument  convergente;  on  peut  la  re- 
garder comme  formée  de  deux  séries  aussi  absolument  conver- 

A 

gentcs  provenant  de  deux  parties    et/(a>#);  la  première  de 

ces  séries  représentant  la  première  partie dans  l'intervalle 

I  .       X 

désigné,  il  faut  que  la  seconde  série  représente  f(<ùx)  dans  le 
môme  intervalle,  c'est-à-dire  tant  que  l'argument  de  la  fonction  f 

ne  dépasse  pas  co ;  on  peut  faire  que  cette  limite  diffère  de 

I     I     6 

l'unité  d'une  quantité  désignée  aussi  petite  qu'on  le  voudra. 

Quand  la  série  qui  représente  le  développement  de  f(x)  sera 
convergente  pour  x  =  i,  la  fonction  f(x),  d'après  le  théorème 
d'Abel,  sera  encore  représentée  par  la  série. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  général  qui  suit  : 

Théorème.  —  Si,  dans  un  intervalle  fini,  pour  o  <x  <a,  la 
fonction  f(x)  est  représentée  par  la  série  de  Maclaurin,  elle 
continuera  à  être  représentée  par  la  même  série  tant  que  les 
dérivées  successives  fn(x)  seront  continues  et  que  la  série  de 
Maclaurin  sera  convergente. 

Remarque.  —  Si  l'on  définissait  une  fonction  F(x)  de  cette 
manière  : 

F  (a?)  =/"(*),     o<x<a;         ¥(x)  =  f(x)+fl(x  —  a),     a<x<i; 
f(x)  étant  une  fonction  développable  par  la  série  de  Maclaurin 
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i 
dans  l'intervalle  (o,  i),  et  f\(x)  une  fonction  telle  que  Ae  (r-'"4, 

le  théorème  serait  en  défaut.  Ce  cas,  qui  m'a  été  signalé  par 
M.  Stieltjes,  est  écarté  à  la  vérité  par  les  hypothèses  du  com- 
mencement. A  posteriori,  on  voit  que  la  représentation  de  la 
fonction  F(x)  par  la  série,  pour  x  >  a,  ne  peut  être  affirmée, 
parce  qu'on  ne  peut  rien  dire  en  général  sur  la  possibilité  de  dé- 
velopper en  série  la  différence  F(x  -h  a)  — f(x-\-a)  =/i  (x). 
Toutefois,  une  étude  plus  approfondie  serait  utile. 


RECTIFICATIONS. 

i°  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV,  p.  96  (Sur 
certaines  suites  de  fractions  irréductibles  ;  par  M.  d'Ocagne). 

La  formule  (b)  n'est  exacte  que  dans  le  cas  de  oc=  2;  la  for- 
mule applicable  dans  le  cas  général  se  trouve  dans  le  Mémoire  de 
M.  d'Ocagne,  dont  la  Note  insérée  au  Bulletin  n'était  qu'un  ré- 
sumé (Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  X, 
1886,  p.  109). 


20  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XIV,  p.  io3 
(Sur  une  nouvelle  construction  de  la  courbe  dy ombre  propre 
d'une  sur/ace  de  révolution,  et  de  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  cette  courbe;  par  M.  L.  Neu). 

Les  foyers  d'une  ellipse  auxiliaire  sont  déterminés,  dans  cette 
Note,  en  prenant  OF  =  OF'  =  de\  il  y  a  lieu  de  rectifier  cette 
construction,  en  prenant  OF  =  OF'=  e1\[2. 


-  34  - 


Sur  la  courbure  totale  des  surfaces;  par  M.  Demartres. 

9 

(Séance  du  19  janvier  1887.) 

Considérons  sur  une  surface  un  point  M,  et  prenons  un  plan  de 
référence  fixe  P.  Si  Ton  se  déplace  infiniment  peu  sur  la  surface, 
suivant  une  direction  MM',  011  s'éloignera  du  plan  P  d'une  quan- 
tité dh;  en  même  temps  la  trace,  sur  P,  du  plan  tangent  en  M, 
tournera  d'un  angle  dtp;  0  étant  l'angle  de  P  avec  le  plan  tangent 
en  M,  je  désignerai,  pour  abréger,  par  flexion  de  l'élément  MM' le 

.  dh      i 
rapport  -, :-17-. 

Théorème.  —  Si  Von  considère  sur  une  surface  deux  dépla- 
cements infiniment  petits,  effectués  à  partir  d'un  même  point  M, 
suivant  deux  directions  conjuguées  ('),  le  produit  fft  des  deux 
flexions  correspondantes  par  rapport  à  un  même  plan  de  réfé- 
rence est  égal  au  produit  des  rayons  de  courbure  principaux 
au  point  M  et  de  signe  contraire;  on  a,  en  d'autres  termes, 
//<-4-RR,  =  o. 

Ce  théorème  paraît  important  en  ce  qu'il  donne  une  expres- 
sion très  générale  de  la  courbure  totale;  on  peut,  en  effet,  choisir 
arbitrairement,  et  indépendamment  l'une  de  l'autre,  la  direction 
du  plan  P  et  l'orientation  de  l'élément  MM'. 

Démonstration.  —  Prenons  le  plan  de  yz  pour  plan  de  réfé- 
rence; en  adoptant  les  notations  ordinaires,  on  a 

il  h  ^  <h\        ,/z>  =  —^2-  ,        siniQ  :r=       !  "*"  q—  , 

1  -h  y*  1  -!-/>*—  <y2 

d-r 

1  ■-;  —, 7-7-  (l-"/»s-f-7*K 

.v  tf.r  -r-  /  dy  '  J 


d*oîi 


tlv  _  1  -r-pi-h  <]- — sf 

7Tr        '  Tf  " 


(')  Par  conjugues  nous  entendons  deux  déplacements  effectués  suivant  des  (lia- 
rn rires  conjugué»»  do  l'indicatrice  nu  point  M. 
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et  de  même,  pour  le  déplacement  conjugué, 

dv\         i-i- />*-*- 7*—  sfx 
dx{  tj\ 

La  condition,  pour  que  les  deux  déplacements  soient  conjugués, 
est  d'ailleurs 

\dx        dxy  I  dx  dx\ 

Si  Ton  y  substitue  à  -~  >  -—-^  les  deux  expressions  ci-dessus,  on  a 
immédiatement 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  particulier,  si  le  déplacement  MM'  a  lieu  suivant  une  ligne 
asymptotique,  on  aura 

/=l/-HrHi, 

formule  qui  conduit    à  un  grand  nombre   de  résultats  connus, 
en  particulier  pour  les  surfaces  réglées. 

On  voit  aisément  dans  quel  genre  de  questions  le  théorème  pré- 
cédent peut  intervenir  avec  avantage;  nous  reviendrons  sur  ce 
sujet. 


Sur  le  rapport  anharmonique  d'une  courbe  du  troisième  ordre  ; 

par  M.  Jamet. 

(Séance  du  19  janvier  1887.) 

1.  On  connaît  le  beau  théorème  de  M.  Salmon,  relatif  aux 
courbes  du  troisième  ordre  :  Le  rapport  anharmonique  des 
quatre  tangentes  que  Von  peut  mener  à  une  courbe  du  troi- 
sième ordre,  par  un  de  ses  points,  est  constant  pour  tous  les 
points  de  la  courbe.  Je  me  propose  d'en  indiquer  une  démonstra- 
tion, fondée  sur  le  théorème  suivant  :  L'équation  différentielle 

dx  J 
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où  A,  B,  C  désignent  des  fonctions  données  de  x1  est  telle  que 
le  rapport  an  harmonique  de  quatre  de  ses  solutions  est  con- 
stant,  et  réciproquement.  (Em.  Picard,  Annales  de  VEco de  Nor- 
male supérieure,  ae  série,  t.  VI,  p.  34i-i43.) 

2.  Notre  démonstration  consiste  en  ceci  :  On  sait  que  l'équation 
d'une  courbe  du  troisième  degré  peut  toujours  être  transformée, 
par  voie  d'homographie,  en  une  équation  de  la  forme 

rtV1  =  .r3  -i-  p  t1  -+■  q  x  -r-  r~f(x  ), 

et  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  une  courbe  représentée 
par  cette  équation.  Soit  donc 

l'équation  d'une  tangente  à  cette  courbe  :  l'abscisse  du  point  de 
contact  devra  vérifier  les  deux  équations 

(i)  a(ux-hv)*  —  f{x)y 

(i)  2aw(MJ4-f)=/'(j?). 

Soit,  en  outre,  Ç  l'abscisse  du  point,  différent  du  point  de  contact, 
où  cette  droite  rencontre  la  courbe;  la  variable  £  doit  elle-même 
vérifier  l'équation 

(3)  "(a£ -h  v  )»=/(£). 

Considérons  u>  r,  x  comme  des  fonctions  de  \  définies  par  les 
relations  (i),  (a),  (3);  ces  fonctions  devront  aussi  vérifier  l'équa- 
tion 

,  .,  du        tfo 

qu'on  déduit,  par  différenliation,  de  l'équation  (i),  en  tenant 
compte  de  l'équation  (2).  Elles  doivent  encore  vérifier  l'équation 

e  >  l  >  dit         dv  \  . ,    „ 

déduite,  par  diflerentiation,  de  l'équation  (4  ). 

Si  Ton  retranche  membre  à  membre  les  équations  (a)  et  (  j),  que 

l'on  remplace,  dans  l'équation  résultante,  ^  par  —  x  -£  [expres- 
sion déduite  de  réqualion  (4)]<  «*t  qu'enfin  on  supprime  le  facteur 
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commun  £  —  xt  on  trouve 

ou  bien 

(6)  ^aw*-H  ia(u\  ~\-v)  -^  =  3(£  -\-x)  -+-  2/?. 

D'autre  part,  si  Ton  retranche  les  équations  (3)  et  (1)  membre 
à  membre  et  qu'on  supprime  encore  le  facteur  Ç  —  x,  on  trouve 

Puis,  si  l'on  retranche  membre  à  membre  cette  dernière  équa- 
tion et  l'équation  (2),  on  trouve,  après  avoir  supprimé  encore  le 
facteur  £  —  x, 

(7)  au*=ïf(x)-h\(l-T)fm(x)  =  2X+5+/Ï. 

Éliminant  x  entre  (6)  et  (7),  on  trouve 

,     „         x  du        3  \  -+-  p       au1 

Dnfin,  à  cause  de  l'équation  (3), 


<"8) 

/-  du 

H  +  p 

WAV 

«M1 

■{•/(Ç) 

Posons 

<9) 

y/at/  = 

e, 

l'équation 

précédei 

nte  dev 

ient 

<io) 

n+p 

0» 

4  •/(«) 

3.  Je  dis  maintenant  qu'il  existe,  entre  9  et  ç,  une  relation  algé- 
brique, du  quatrième  degré  par  rapport  à  0.  En  effet,  cherchons 
la  condition  pour  qu'une  droite,  issue  du  point  £,  r],  situé  sur  la 
courbe,  lui  soit  tangente  en  un  autre  point.  Soient 

x=  £  -hXp, 

y  =  f\  ■+■  w 

les  équations  qui  définissent  cette  droite.   Si  l'on  substitue  ces 
expressions  de  4?  et  de  y  dans  l'équation  de  la  courbe,  et  qu'on 
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tienne  compte  de  la  condition 

(ii)  «V  =  /(È). 

on  trouve  une  équation  qui,  par  rapport  à  p,  est  du  troisième 
degré.  Elle  admet,  comme  on  devait  s'y  attendre,  la  solution  p  =  o: 
supprimant  cette  solution  et  cherchant  la  condition  pour  que  les 
deux  autres  racines  soient  égales,  puis  faisant  u,  =  \u  dans  l'équa- 
tion de  condition,  on  trouve 

et,  à  cause  des  formules  (9)  et  (i  i). 

(35  4-/,-0«)*-4[3p+vÇ^y-,^v7(T)]==o. 

Toute  racine  de  cette  équation  est  une  fonction  de  £  qui  doit  vé- 
rifier l'équation  différentielle  (10).  Donc, .en  vertu  du  théorème  de 
M.  Picard,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  racines  est  con- 
stant; mais,  à  cause  de  la  formule  (9),  ce  rapport  anharmonique 
est  égal  à  celui  des  quatre  valeurs  correspondantes  de  u. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

-4.  Si  maintenant  on  veut  calculer  l'un  des  rapports  anharmo- 
niques  constants  des  quatre  tangentes  mobiles  considérées,  on 
calculera  celui  des  quatre  tangentes  parallèles  à  Taxe  Or  :  l'une 
d'elles  est  rejelée  à  l'infini  et  coïncide  avec  la  tangente  d'inflexion; 
les  trois  autres  touchent  la  courbe  aux  points  où  celle-ci  touche 
Taxe  O.r.  Si  donc  on  désigne  par  a,  jiJ,  y  les  racines  de  l'équation 

l'un  de  ces  rapports  sera  égal  à 

et  Ton  vérifiera  sans  difficulté  que  ce  rapport  est  égal  au  carré  du 
module  des  intégrales  elliptiques  appartenant  à  la  courbe  donnée. 
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Des  rayons  de  courbure  dans  les  transformations  isogonales  (*), 

par  M.  A.-C.  Luisant. 

(Séance   du   19  janvier  1887.) 

Si  une  variable  OY  =  y  est  liée  à  une  variable  OX  =  x  par 
une  relation  de  la  forme  y  =  'f  (x)  ou,  plus  généralement, 

Y=/(x)-+-t/i(x), 

les  fonctions  f,  fK  étant  des  fonctions  analytiques  dans  le  sens 
ordinaire  du  mot,  c'est-à-dire  ayant  pour  chaque  valeur  de  x  une 
dérivée  bien  déterminée,  la  transformation  qu'exprime  cette  rela- 
tion est  isogonale,  c'est-à-dire  que,  dans  toute  transformation  de 
ce  genre,  les  angles  se  conservent. 

En  effet,  si  Ton  donne  à  X  un  déplacement  dx  quelconque,  il 

dx 
vient   rfY  =  ©'(x)rfx,   -7-  =  'f'(x),  en  sorte  que  le  rapport  des 

déplacements  dy,  dx  est  constant  pour  un  même  point,  et  que 


l'angle  formé  par  ces  déplacements,  c'est-à-dire  par  les  tangentes 
XU,  YV  de  deux  courbes  transformées,  est  constant  lui  aussi,  et 
égal  à  l'inclinaison  de  'f'(x). 


(  ')  Il  est  fait  usage,  dans  cette  Note,  de  la  méthode  des  équipollences.  Le  signe  = 
veut  dire  équipollent  à.  La  lettre  i  tient  lieu  du  signe  J  (ramun),  c'est-à-dire 

du  simbole  \J—  i.*La  lettre  x  désigne  la  quantité  géométrique  représentée  par  la 
droite  OX.  Les  notations  (ôx,  (Dax  représentent  respectivement  les  dérivées  géo- 
métriques, du  premier  et  du  second  ordre,  de  la  variable  x. 
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L'objet  de  cette  Note  est  la  recherche  des  relations  entre  les 
rayons  de  courbure  XR,  YS  des  deux  courbes  en  question. 
Si  Ton  pose 

(Ox  '  (Or  ' 

on  sait  que  les  rayons  de  courbure  XR,  YS  sont  respectivement 
donnés  par  les  équipollcnces 

(i)  XK  =  £®x,         YS=p=(ôv. 

Or  nous  avons 

(i)  (Qy  =  o'(x)(©x; 

d'où 

(0«y  =  <p'(xjiO*x  -r-^xKiùx)1, 

(J)  CÔv         U)x        ç'(x)W 

Posons 

valeurs  constantes  pour  la  position  considérée  du  point  X. 
La  relation  précédente  pourra  s'écrire 

(5)  /'-î- tÀ'= /-T- /X -r-&s?(Dx. 

Prenons  pour  variable  indépendante  l'arc  même  de  la  courbe  (  X> 

et  désignons  par  6  l'inclinaison  de  la  tangente  à  cette  courbe. 
Alors  (0x  =  £**,  o)\  =  tfsa+^,  et,  en  égalant  les  parties  imaginaires 
des  deux  membres  de  l'équipollence  (5), 

(6)  X'  =  X-,-ôsin(p-r-6). 

c'est-à-dire,  en  vertu  des  relations  (i),  et  si  Ton  appelle  p,  p'  les 
longueurs  des  deux  rayons  de  courbure, 

(7  )  - ,  --  -  -r-  &  sin('3    j-  0  ». 


relation  remarquable  entre  les  deux  rayons  de  courbure.  Ceux-ci 

ont  (Tailleurs  pour  inclinaisons  0  et  fi)  4-  *  si  l'on  prend  pour  origine 

des  inclinaisons  une  droite  perpendiculaire  à  l'origine  primitive. 

Parmi  les  conséquences  de  la  formule  (-),  il  y  a  lieu  de  signaler 
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un  théorème  qui  semble  nouveau.  L'équation  générale  d'une  co- 
nique en  coordonnées  polaires  est 

-  =  />  cos6  -h  q  sinôdr  //cos'ô  -+-  g  cos6  sinO  -4-  h  sin*8. 

r 

Si  dans  cette  équation  on  opère  la  substitution  résultant  de  la 
formule  (7),  l'angle  0  étant  toujours  l'angle  polaire  par  rapport  à 
un  certain  axe  polaire  convenablement  choisi,  on  voit  que  l'équa- 
tion en  p'  et  9  représentera  aussi  une  conique.  Nous  avons  donc 
la  proposition  suivante,  applicable  à  toute  transformation  isogo- 
nale  : 

Si  les  centres  de  courbure  R  d'une  série  de  courbes  passant 
par  un  point  X  sont  distribués  sur  une  conique,  les  centres  de 
courbure  S  des  courbes  transformées,  passant  par  le  point  Y, 
seront  aussi  distribués  sur  une  conique. 

En  particulier,  nous  avons  les  conséquences  ci-après,  pour  ainsi 
dire  évidentes  en  vertu  de  ce  qui  précède  : 

i°  Toutes  les  transformées  de  droites  passant  par  un  même 
point  ont  leurs  centres  de  courbure  situés  sur  une  même  droite; 

20  Si  les  rayons  de  courbure  des  courbes  passant  par  X  sont 
tous  égaux,  les  centres  de  courbure  des  transformées  seront 
distribués  sur  une  conique  de  foyer  Y; 

3°  Si  les  centres  de  courbure  des  courbes  (X)  sont  distribués 
sur  une  conique  de  foyer  X,  les  centres  de  courbure  des  courbes 
transformées  {Y)  seront  distribués  sur  une  conique  de  foyer  Y . 

Transon  [Nouvelles  Annales,  1869,  P*  I!4)  a  établi  les  pro- 
priétés i°  et  20  dans  un  article  fort  remarquable  sur  l'algèbre  direc- 
tive. Mais  il  ne  paraît  pas  avoir  rencontré  la  proposition  3°,  ni  sur- 
tout le  théorème  général  que  nous  venons  de  signaler. 
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Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de   la 
théorie  des  équations;  par  M.  C.-A.  Laisaat. 

(Séance  du  a  février  1887.) 

Le  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  :  Toute 
équation  algébrique  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  a  une 
racine  a  été  démontré  par  Cauchy.  Toutefois,  sa  démonstration 
prête  à  certaines  objections,  un  peu  spécieuses  peut-être,  mais  qui 
ont  cependant  provoqué  l'attention  des  géomètres. 

M.  Walecki  en  a  donné  une  démonstration  irréprochable, 
laquelle  est  purement  analytique,  mais  assez  compliquée.  Peut- 
être  faut-il  voir,  dans  cette  complication,  l'explication  de  ce  fait 
que  la  démonstration,  après  avoir  figuré  pendant  un  certain  temps 
dans  les  programmes  des  Cours  de  Mathématiques  spéciales,  en 
est  actuellement  exclue,  comme  elle  Tétait  jadis. 

Au  point  de  vue  de  la  doctrine,  il  est  assurément  regrettable 
que  l'on  soit  contraint  d'admettre  comme  postulatum,  dans  ren- 
seignement, une  vérité  qui  est  loin  d'être  évidente  par  elle-même. 

11  semble  cependant  possible  d'établir  la  démonstration  dont  il 
s'agit,  d'une  façon  simple,  pour  ainsi  dire  intuitive,  et  qui  repose 
essentiellement  sur  la  notion  de  continuité.  Tel  est  l'objet  de  la 
présente  Note. 

Soit 

(  1)  y  —  f(.r)  =  .r'"—  Aiur"1"1-*-. . . -r-  A/w_,j:-4-  A„,  =  o 

une  équation  algébrique,  dans  laquelle  nous  pouvons  toujours 
supposer  que  le  coefficient  du  premier  ternie  est  égal  à  Funité. 
Représentons,  à  la  manière  habituelle',  les  valeurs  de  x  et  de  la 
fonction  y  par  des  droites  issues  dune  origine  fixe,  droites  ayant 
pour  longueurs  les  modules  et  pour  inclinaisons  sur  une  direction 
iixe  les  arguments. 

Lkmmk.  —  Lorsque  l'extrémité  de  x  décrit,  autour  de  l'ori- 
gine comme  centre,  une  circonférence  de  rayon  suffisamment 
grand.  / extrémité  de  y  décrit,  autour  de  l'origine*  une  courbe 
fermée,  aussi  éloignée  de  l'origine  quon  le  coudra,  dans 
toutes  ses  parties. 
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Nous  pouvons  écrire 

.,,  I        Ai    ,  ,    A,„_i        Aw\ 

J  \  X  X"1'1  Xm  J 

Si  nous  remplaçons  x  par  re°, 

Lorsque  r  augmente  sans  limite,  le  module  de  y  croît  de  môme 
indéfiniment.  De  plus,  pour  une  valeur  donnée  de  0,  il  est  clair 
que  l'argument  de  ^*  tend  vers  m0  lorsque  r  augmente  sans  limite, 
puisque  le  facteur  entre  parenthèses  tend  vers  l'unité,  dans  le 
second  membre  de  la  relation  (2). 

Donc,  à  loute  direction  d'inclinaison  6  pour  x,  correspondra 
pour  y  une  direction  d'inclinaison  aussi  rapprochée  qu'on  le  voudra 
de  m 9,  pourvu  que  r  soit  suffisamment  grand.  Il  y  aura  ainsi  une 
Taleur  de  y  ayant  pour  direction  celle  d'une  droite  quelconque 
issue  de  l'origine. 

Le  lemme  en  démonstration  est  donc  établi. 

Il  est  d'ailleurs  utile  de  faire  remarquer  que  la  courbe  fermée 
décrite  par  l'extrémité  de  ^présentera,  autour  de  l'origine,  ni  cir- 
convolutions et  non  pas  une  seule. 

Théorème.  —  L équation  y  -_=  o  a  une  racine. 

Posons  z  =y  —  Am.  Lorsque  le  module  de  x  tend  vers  zéro,  le 
module  de  z  tend  vers  zéro.  Donc,  lorsque  l'extrémité  de  x  décrit 
autour  de  l'origine  une  circonférence  de  rayon  très  petit,  l'extré- 
mité dey  décrira  une  très  petite  courbe  fermée,  voisine  du  point  A,w, 
représentatif  du  terme  Aw. 

Lorsque  l'extrémité  de  x  décrit  autour  de  l'origine  une  circon- 
férence de  rayon  suffisamment  grand,  l'extrémité  de  j>',  en  vertu 
du  lemme  ci-dessus  démontré,  décrira  une  courbe  fermée,  aussi 
éloignée  qu'on  voudra,  autour  de  l'origine  et,  partant,  autour  de  Am. 

Donc,  la  circonférence  décrite  par  l'extrémité  de  x  autour  de 
l'origine  augmentant  d'une  façon  continue,  la  courbe  fermée  autour 
de  Am  augmentera  aussi  indéfiniment,  et  par  suite  arrivera  à  passer 
par  l'origine  O.  On  aura  donc,  pour  cette  position  spéciale, 

et  par  conséquent  y  =  o,  pour  une  certaine  valeur  de  x. 


-  44  - 

Donc  l'équation  j'  =  o  a  une  racine. 

Remarque.  —  Cette  démonstration  repose  sur  la  continuité 
de  la  fonction  y\  nous  n'avons  pas  cru  nécessaire  de  démontrer 
cette  continuité,  parce  qu'elle  Rétablit  par  les  moyens  les  plus 
élémentaires  et  s'applique  tout  aussi  bien  aux  quantités  ima- 
ginaires qu'aux  quantités  réelles.  La  formule  de  Taylor  est 
en  effet  applicable  à  cette  fonction,  et  se  présente  sous  forme 
d'une  suite  limitée  au  lieu  d'une  série  indéfinie,  ce  qui  sim- 
plifie encore  les  choses. 


Système  articulé  pour  tracer  la  courbe  symétrique 
par  rapport  à  un  axe  d'une  courbe  donnée;  par  M.  L.  Neu. 

(Séance  du  -j  février  1887.) 

Considérons  un  losange  articulé  ABCD,  si  nous  faisons  décrire 


au  point  B  la  courbe  <p  en  assujettissant  les  points  A  et  G  à  décrire 
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Taxe  de  symétrie  xy,  le  point  D  décrira  la  courbe  ©'  symétrique 
de  cp  par  rapport  à  xy. 

Pour  assujettir  le  point  A  à  décrire  la  droite  xy,  il  suffit  de 
prendre  ce  point  comme  sommet  d'un  système  à  sept  tiges  de  Peau- 
celier  AEFGHK.,  la  droite  HK  étant  perpendiculaire  à  xy\  de 
même  pour  le  point  G. 

Ce  système  pourrait  servir  aux  graveurs  qui  ont  à  tracer  le  néga- 
tif d'une  figure,  c'est-à-dire  la  symétrie  de  cette  figure  par  rapport 


a  un  axe. 


Sur  le  système  de  quatre  formes  binaires  simultanées 
(deux   linéaires  et  deux  quadratiques);   par  M.  R.  Perrin. 

(  Séance  du  s  février  1887.) 

1.  L'objet  du  présent  travail  est  d'établir  d'une  manière  com- 
plète, en  vue  surtout  d'une  application  ultérieure  à  la  théorie  des 
formes  ternaires  ('),  les  relations,  ou  syzygies,  qui  existent  entre 
les  invariants  du  système  de  quatre  formes  binaires  simultanées, 
savoir  deux  formes  linéaires  et  deux  formes  quadratiques.  Bien 
que  relativement  simple,  ce  système  possède  déjà,  comme  on  le 
verra,  treize  invariants  distincts,  reliés  par  vingt  syzygies  indépen- 
dantes, dont  chacune  peut  être  transportée  dans  le  domaine  ter- 
naire. 

J'emploierai  exclusivement  pour  cette  étude  les  procédés  indi- 
qués dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  t.  XCVI,  p.  ^i6\ 
i883),  procédés  qui  reposent  sur  les  principes  suivants  : 

i°  Étant  donné  un  système  composé  d'autant  de  formes  binaires 
indépendantes  et  de  tel  ordre  qu'on  voudra,  de  tous  leurs  inva- 
riants et  covariants,  si  l'une  quelconque  des  formes  de  ce  système 

est 

n(n  —  1)  .    . 

w  =  i\'0Tn-+-  ns\\xn~x  y-\ wixn~1y1^r. . . , 


(  ')  Le  principe  de  cette  application  a  été  donné  dans  une  série  de  Noies  insérées 
aux  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  janvier  1887. 
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cl  qu'on  effectue  la  substitution 

x  —  \  —  wt  Y,       y  =  **'oY. 

tous  les  coefficients,  dans  toutes  les  formes  du  système,  devien- 
dront des  péninvariants. 

fA°  Cette  transformation  des  coefficients  étant  ainsi  opérée,  tout 
procédé  de  formation  d'un  péninvariant  du  système  donne,  parle 
fait  même  qu'on  l'écrit,  une  syzygie  entre  le  covariant  correspon- 
dant, multiplié  par  une  certaine  puissance  de  w  (celle  précisément 
qui  convient  pour  rétablir  l'homogénéité),  et  les  covariant  s  dont 
les  péninvariants  figurent  dans  la  composition  des  coefficients 
employés. 

3°  Etant  donnée  une  syzygie  entre  des  formes  du  système,  on 
peut  toujours  la  considérer  comme  exprimant  qu'un  certain  cova- 
riant composé,  d'ordre  m  par  exemple,  est  identiquement  nul  ;  dès 
lors,  le  second,  le  troisième,  ...,  le  mièmc  coefficient  de  ce  covariant 
composé,  sont  aussi  identiquement  nuls,  ce  qui  permet  d'écrire 
immédiatement  m  nouvelles  syzygies,  en  général  distinctes  de  la 
première. 

Je  m'appuierai  enfin  sur  ce  théorème  : 

Si  Von  ajoute  à  un  système  quelconque  de  formes  binaires 
indépendantes  une  forme  linéaire ,  les  seules  formes  nouvelles 
qui  sy ajoutent  aux  formes  covariantes  et  invariantes  du  sys- 
tème primitif  sont  celles  quon  obtient  en  opérant  avec  la  forme 
linéaire  ajoutée  sur  chacune  des  formes,  tant  indépendantes 
que  covariantes.  de  ce  système  primitif,  savoir  une  fois  sur  les 
formes  linéaires;  une  fois,  et  deux  fois  sur  les  formes  quadra- 
tiques; une,  deux  et  trois  fois  sur  les  formes  cubiques,  et  ainsi 
de  suite.  En  particulier,  il  s'introduit  précisément  autant 
d'invariants  nouveaux  quil  existait  de  formes  distinctes  dans 
le  système  primitif,  savoir  les  résultants  de  chacune  de  ces 
formes  et  de  la  forme  linéaire  ajoutée. 

La  démonstration  de  ce  théorème,  sous  un  énoncé  un  peu  diffé- 
rent, se  trouve  dans  la  Théorie  des  formes  binaires  de  Clebsch 
(§55);  on  peut  d'ailleurs  l'établir  très  simplement,  sans  l'inter- 
vention du  calcul  symbolique,  de  la  manière  suivante  : 

boit 
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la  forme  linéaire  indépendante  ajoutée ,  et 

v  =  v0xP-+- pvixP-iy  -4-, . . 

un  quelconque  des  covariants  (ou  invariants)  qui  s'introduisent 
ainsi.  Le  péninvariant  (ou  invariant)  r0  contiendra  les  coefficients 
de  a  à  un  degré  q  différent  de  zéro  ;  on  pourra  donc  l'écrire 

i>o  =  ajso-f-  qa\~v  axsx-\-  ¥—± aq~*  a\  5, -h. .  .-Jt-ajsqi 

i  •  jt 

50,  st , . .  .  ,-^ne  contenant  plus  que  les  coefficients  des  formes  indé- 
pendantes composant  le  système  primitif.  On  sait  que  vQ  doit, 
pour  être  un  péninvariant,  satisfaire  à  l'équation  différentielle 


dv0        dvn 
a0 

do 


a°dï+dJ  =  0' 


où  —£  désigne    un  ensemble  d'opérations   de  dérivation  qui  ne 

portent  que  sur  les  coefficients  autres  que  a0  et  af.  Cette  équa- 
tion différentielle  peut  donc  s'écrire 

ao     Ç<*q~1  si-+-  ?—""""      aq0~*  aist-4-...  +  qaqï~l  sq\ 

„  ds0  .       dsx       q(q  —  i)    «-a    ,  dst  „ 

dz        J    l  dz  i.2  dz  ' 


dz       °' 


Mais,  pour  que  cette  équation  ait  lieu  identiquement,  il  faut  que 
les  coefficients  de  aq,  aq~*  «l?  . .  . ,  aq  s'évanouissent  identique- 
ment; ce  qui  donne  le  système  de  conditions 

ds0 


dz 

—  qs{, 

dsx 

~âz  ~ 

-iq- 

i)st. 

dsf 

~dz  ~~ 

~(q~ 

2)*3, 

ds,t-  x 
'  dz 

== St[* 

dsf/ 
~dï 

=  o. 

Or  ces  relations  sont  précisément  celles  qui  sont  nécessaires  et 
suffisantes  pour  définir  les  q  premiers  coefficients  d'un  covariants 
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qui  ne  dépend  plus  que  des  formes  du  système  primitif,  savoir 

s  =  sqxP+v — (y>-4-  q)s(/-ixP+v-ly-+-. . . 

I .  '1 .  .  .  q  * 

(l'ordre  p  -h  q  de  ce  co variant  se  trouve  délerminé  par  la  condition 
que  sa  source  sq  ait  le  poids  convenable,  étant  connu  le  poids  de  v0). 
Si  l'on  opère  q  fois  avec  u  sur  ce  covariant  s  qui  faisait  donc 
partie  du  système  primitif,  c'est-à-dire  si  on  lui  applique  l'opéra- 
teur 

dyi       J    °  dy'i  l  dx  l  dx*i 

le  covariant  obtenu  aura  pour  coefficient  de  xP 

^(p  -*-  q)(p  -*-  q  —  »)•  .•(/>  + 1)  («?  *<>-+-  q\  «î"1  «i  *i  -*-. .--  «î*f). 

c'est-à-dire  précisément  t>0>  à  un  coefficient  numérique  près;  il  ne 
diffère  donc  de  v  que  par  ce  coefficient  numérique. 

Il  est  ainsi  démontré  que  tout  covariant  p  du  système  complété 
par  l'adjonction  d'une  forme  linéaire  indépendante  peut  s'obtenir 
en  opérant  un  certain  nombre  de  fois  avec  cette  forme  sur  un  des 
covariants  du  système  primitif;  ce  qui.  équivaut  à  l'énoncé  donné 
plus  haut. 

2.   Cela  posé,  soient  données  les  quatre  formes  indépendantes 

:  u  =  a0  X  -i-  «!  Y, 
\  u  —  a'Q  X  -r-  a\  Y , 
U)  '    v  ^oX'-h^XY-t-^Y*, 

v'  =  b'0  X*-+-  -ib\  XY  ~-  b't  Y*. 

Effectuons  la  substitution  X  =  x — ^ir,  Y  =  aQy,  dont  le 
déterminant  est  a0y  source  de  la  forme  u.  11  vient 

Iu  =  uqx,  u  =  u'q  x  -f-  Ay, 

i;'  —  r'0  xi  -4-  .2t:'0  jv   :-  A\vs, 
en  posant 

A   =  «o^'i  —  ^i«ô. 

~o  =  "o  h\  —  ^i^o* 
(3)  •   r0  —  «„ //,  --</,//<,. 

A    —  <7f  /;ft  —  Aaaai  b\  -*-  a*  &â. 

A'   -   a\  b0  —  Aa0ai  b\  -.-  a$  b'i% 
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et,  en  écrivant  u0,  u'Q,  t>0>  *>o  au  ^eu  ^e  ao>  a'o>  ^o>  b'Q,  pour  rappeler 
les  formes  dont  ces  coefficients  sont  les  sources,  À,  A,  A'  sont  évi- 
demment trois  invariants,  savoir  les  résultants  de  u  et  de  chacune 
des  trois  formes  fondamentales  u',  vf  vf;  iz0  et  tzq  sont  des  pénin- 
variants,  sources  des  deux  co variants  tt  et  tc',  qui  sont  évidemment 
le  jacobien  de  u  et  i>,  et  celui  de  u  et  v.  Ces  jacobiens  sont  en 
effet  définis  par  les  opérations 

du  d*        du  dv        du  dv        du  dv' 
dx  dy       dy  dx       dx  dy       dy  dx 

lesquelles  donnent  respectivement 

iu0(tz0x-ï-  Ay),        iu0(tz'0x  -h  A'y). 

Nous  pouvons  donc  les  écrire  ainsi 

(    iz  =  tc0  x  -h  A  y, 
\  t:'  =  i:'0  x  -h  A' y. 

Construisons  d'abord  les  formes  du  système  partiel  composé 
seulement  de  v  et  de  v1 .  Ces  formes  consistent,  comme  on  sait,  en 
trois  invariants,  savoir  les  discriminants  D  et  D'  des  deux  formes, 
et  un  invariant  commun 

plus  un  seul  covariant,  le  jacobien  de  u  et  uf,  que  je  désignerai 
par  <x.  En  prenant  u  et  u'  sous  les  formes  données  par  les  équa- 
tions (2),  on  a  immédiatement  les  trois  syzygies 

(5)  m5D  =  Av  —  TT*, 

(6)  m»D'=  AV  —  it'«, 

(7)  M5I      =Ap'+AV-2W['. 

Si  Ton  forme  les  syzygies  dérivées,  en  écrivant  que  les  second 
et  troisième  termes  des  covariants  identiquement  nuls 

u*D  —  Av-h  tt«,     a*  D'  —  A  V  -h  *'*,     //*  I  —  Ai/  —  A'  v  -+-  a  m:' 

sont  également  nuls,  on  n'obtient  aucune  syzygie  nouvelle,  mais 
de  pures  identités. 

Le  jacobien  ?  de  v  et  v*  est  défini  par  l'opération 

dv  dv'       dv  dv' 

dx  dy        dy  dx1 

xv.  4 
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qui  donne 

Le  coefficient  de  x2  fournit  immédiatement  la  syzygie 

(8)  itv  =  vt:  —  r'ir, 

qui  relie  <x  aux  formes  déjà  trouvées.  Le  second  et  le  troisième 
coefficient  de  <x  devant  être  aussi  des  péninvariants,  il  faut  que 
A' r0 —  Ar'0,  A/7t0  —  Atc0  soient  divisibles  par  u0\  désignons  par/?, 
rie  covariant  linéaire  et  l'invariant  correspondants;  nous  avons 
immédiatement,  pour  définir  ces  deux  nouvelles  formes,  les  deux 
syzygies 

(9)  M/>  =  A'p— Àr\ 

(10)  uV  =  A'i:  ---Air'. 

En  effectuant  les  calculs,  on  trouve  pour  le  péninvariant  p0, 
source  de  p,  et  pour  l'invariant  F,  les  valeurs  suivantes 

po  =  a0(b0b't — btb'0)  -h  -la^b^ç  —  b0b\), 
V  =  ai(blbi      btb\  )  +  aodiibtb'v  —  b0b't)  -h  a\(b0b\  —  btb'0). 

Les  expressions  complètes  des  covariants  y  et  p  sont  d'ailleurs, 
en  vertu  de  (8),  (9),  (10)  et  (2), 

\  p=PoX  -+-al>. 

F  est  évidemment  le  résultant  de  u  et  <x,  et  />  le  jacobien  de  u 
et  t. 

Multiplions  les  deux  membres  de  (10)  par  arc,  remplaçons  ~2 
et  2  7nr/  au  moyen  de  (5)  et  (7),  puis  A'r  —  Ar'  au  moyen  de  (9); 
nous  pourrons  diviser  par  //,  et  nous  obtiendrons  la  syzygie 

(12)  îTt:  =  A/>-t-tt(AI  — aA'D). 

En  multipliant  (10)  par  itJ  et  utilisant  de  même  les  relations 
(6),  (7)  et  (9),  on  obtient  la  syzygie  analogue 

03)  iTt:=  \'p  —  u(\'l-i\D'). 

Enfin,  mullipliant(io)  par  2  F,  remplaçant  2 F-rset  aF-n'aumoyen 
de  (i*î)  et  (  1  ))  et  divisant  par  a//,  il  vient 

00  n=  AA'I- A'*D  — A«D'. 
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C'est  la  première  des  relations  entre  invariants  que  nous  nous 
proposions  d'obtenir. 

3.  D'après  le  théorème  démontré  plus  haut,  nous  connaissons 
déjà  toutes  les  formes  du  système  qui  ne  comprend  pour  formes 
fondamentales  que  u,  v  et  v'.  En  effet,  le  système  de  v  et  v'  n'admet, 
en  dehors  des  invariants  D,  D'  et  I,  que  le  seul  covariant  o\  En 
ajoutant  la  forme  fondamentale  u,  on  n'introduit  que  les  formes 
obtenues  en  opérant  avec  u  une  et  deux  fois  sur  v,  sur  r'  et  sur  <x, 
soit  en  tout  six  formes  nouvelles;  l'opération  en  question  se  réduit 
d'ailleurs  ici  à  une  diflerentiation  par  rapport  à  y\  et  elle  donne 
les  trois  covariants  linéaires  7t,  tz'  et  p,  puis  les  trois  invariants  A, 

A',  r. 

Toutefois,  avant  d'introduire  la  quatrième  forme  fondamen- 
tale uf,  je  vais  tirer  des  syzygies  trouvées  plus  haut  quelques  autres 
svzygies,  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

Si  l'on  multiplie  (8)  successivement  par  2iz  et  air',  qu'on  rem- 
place 7c2,  tztJ,  tc'2  au  moyen  de  (5),  (6),  (7),  et  qu'on  tienne  compte 
de  (9),  on  obtient,  en  divisant  par  1/,  les  deux  syzygies 

(j5)  21  j  =  f/)  -f  «(îDr'-Ir). 

(iG)  -ak'q  =  v'p-h  u(lv'-iD'v). 

Si  l'on  multiplie  (8)  par  2ï,  qu'on  remplace  ztzt  et  27:' t  au 
moyen  de  (1 5)  et  (16)  et  qu'on  divise  par  2 m,  on  obtient 

(17)  <j*=  liw'—  Di>'*—  DV», 

syzygie  d'ailleurs  bien  connue  dans  la  théorie  de  deux  formes  qua- 
dratiques binaires  simultanées. 

Multiplions  (10)  par  st,  remplaçons  27ît  et  27î't  au  moyen  de 
(i5)  et  (ib%),  A'r —  Ar'  au  moyen  de  (9),  et  divisons  par  u  ;  il 
viendra 

(18)  2  Ta  =/>»-*-(  2  YD—  A'I)t>-K2À'D— .Al)e'. 

Les  syzygies  (5),  (6),  (7),  (12),  (i3),  (i4),  (i5),  (16),  (17)  et 
(18)  permettent  d'exprimer  en  fonction  des  formes  droites 

(u.  v.  v'.p.  A,  A',  D.  D',  I). 

du  système  restreint  que  nous  avons  considéré  jusqu'ici,  tous  les 
carrés  et  produits  deux  ù  deux  des  formes  gauches  (t,  t:,  tz\  Y)  de 
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ce  système.  Pour  plus  de  commodité,  j'ai  désigné  les  formes  gau- 
ches par  des  lettres  grecques,  et  les  invariants  par  des  majuscules, 
notation  que  je  continuerai  à  appliquer  dans  la  suite  de  cette  étude. 
En  éliminant  deux  des  formes  gauches  entre  les  trois  syzygies 
qui  donnent  leurs  carrés  et  leur  double  produit,  on  peut  obtenir 
six  syzygies  entre  formes  droites,  mais  qui  se  réduisent  à  deux 
distinctes,  savoir  :  la  syzygie  (9)  et  la  suivante  : 

(19)  />»-+-  a»(I«—  4DD')  -+-  2(2  AD—  A'J)  v  -+-  a(*A'D  —  AI)  v'=*  o. 

Formons  maintenant  les  syzygies  dérivées  de  (i5),  (16),  (17), 
(18).  Les  seconds  termes  de  (i5)  et  (16)  donnent  respectivement 

(20)  Aa-rc=  m(îDi:'-  lit), 

(21)  A'œ  —  IV  =  u(liz'—  iD'iz), 

Les  troisièmes  termes  donneraient  (12)  et  (1 3).  Le  second  terme 
de  (17)  donne 

(22)  j0<x-H(aD't>  —  lv')iz-h('iDv'-r  It>)ir'  =  o. 

Le  troisième  terme  donne  une  relation  qui  se  ramène  à  (18) 
et  (19).  Le  second  terme  de  (18)  donne 

(23)  r/>4-(2AD'  —  A'I)7t-t-(aA'D  —  AI)it'=o 

et  le  troisième  terme  ramène  à  (i4)«  Enfin  le  second  et  le  troi- 
sième terme  de  (19)  conduisent  encore  à  (23)  et  (i4)« 
De  (18)  et  de  (19)  on  tire 

(23  bis)  \V<j=p*  —  a»(P  —  4DD'), 

syzygie  qui  montre  en  passant  que  les  deux  facteurs  linéaires  du 

covariant  <r  sont 

p±u\fî*  —  4DD'. 

<i.   Introduisons  maintenant  la  seconde  forme  linéaire 

iï  =  uQx  -t~  A  y. 

Nous  avons  à  opérer  avec  elle  sur  chacune  des  formes  trouvées 
jusqu'ici,  savoir  u}  v,  v' ,  7t,  tc7,  <t  et  p. 

En  opérant  sur  u,  nous  obtenons  l'invariant  A,  résultant  de  */ 
et  u. 
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En  opérant  une  fois  sur  y,  il  vient 

a(a'0  w0  —  Av0)  H-  *( A  h'0  —  Air0)^, 

ce  qui  nous  apprend  l'existence  d'un  covariant  linéaire  rf  et  d'un 
invariant  B,  définis  par  les  syzygies 

(24)  Wjf=u'n — Af, 

(a5)  uB  =Au'~A7r, 

l'expression  complète  de  ii'  étant  d'ailleurs 

(26)  ir*  =  iz\ x  -+-  B/. 

En  opérant  une  seconde  fois  avec  uf  sur  y  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  une  fois  avec  uf  sur  tc",  nous  obtenons  un  nouvel  invariant  C, 
défini  par  la  syzygie 

(27)  uC  =  u'B  —  Ait'. 

En  opérant  de  même  avec  w'  sur  vr,  nous  obtiendrons  évidem- 
ment un  covariant  linéaire  tiu  et  deux  invariants  B',  G',  définis 
respectivement  par  les  syzygies 

(28)  uizm=u'iz'  —  Au', 

(29)  uB'  =AV—  Arc', 

(30)  aC'  =  a'B'  — Arc", 

et  le  covariant  tc"7  aura  pour  expression  complète 

(3i)  /=<i  +  B>, 

En  opérant  avec  ul  sur-rc  et  it',  on  retrouve  les  invariants  B  et  B'. 
Opérons  maintenant  sur  <x;  il  vient 

(u'0p0—z\<r0)x-h(2ru'0—Ap0)yy 

ce  qui  démontre  l'existence  d'un  covariant  linéaire  p1  et  d'un  in- 
variant A',  définis  par  les  syzygies 

(32)  Uf'    =    U'p    —  2A<T, 

(33)  u\'  =  iYu!  —  Ap, 

le  covariant/?'  ayant  pour  expression  complète 

(34)  p'  =  p'0x  +  \y. 

En  opérant  une  seconde  fois  sur  <x,  ou  une  première  fois  sur//, 
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nous  obtenons  l'invariant  Yr,  défini  par 

(35)  mr=  a'A'— A//. 

(La  présence  du  coefficient  2  se  justifie  par  ce  fait  qu'en  effec- 
tuant les  calculs  on  trouverait  bien,  pour  T',  une  fonction  entière 
des  coefficients  primitifs.) 

Enfin,  en  opérant  avec  //'  sur  /?,  on  retombe  sur  l'invariant  A'. 

Le  système  de  formes  est  donc  maintenant  complet;  il  ne  reste 
qu'à  établir  les  syzygies  reliant  les  dernières  formes  introduites 
entre  elles  et  avec  les  précédentes. 

5.  11  est  tout  d'abord  aisé  de  voir  que  ^,  i^",  //,  G,  C  et  V 
jouent  respectivement  le  même  rôle,  dans  le  système  partiel 
(*/',  \\  r'),  que  t,  -',  /?,  A,  A'  et  F,  dans  le  système  partiel  (*/,  v,  r'). 
En  effet,  si  l'on  multiplie  (8)  par  u! ,  qu'on  remplace  «V  et  uiz 
au  moyen  de  (28)  et  (^4)?  îl  vient,  en  divisant  par  «, 

(36)  u'v  =  vn"'—v,7f, 

(jiii  est  l'analogue  de  (8)  :  t£  et  tz"  sont  donc  les  analogues  de  tz 
et  t£.  D'autre  part,  en  multipliant  (9)  par  m',  remplaçant  A!u'  et  A// 
au  moyen  de  (29)  et  (25),  tenant  compte  de  (8)  et  divisant  par  */, 
il  vient 

<  37  >  u  p  —  A  7  —  H'v  —  Br\ 

d'où,  comparant  avec  (32), 

(38)  up'=  \i'v>-   Br'  —  A<j. 

Si  alors  on  multiplie  (38)  par  u',  qu'on  remplace  w'B'  et  ?/'Bau 
moyen  de  (3o)  et  de  (27),  qu'on  tienne  compte  de  (36)  et  qu'on 
divise  par  w,  il  viendra 

(  3(J  )  U  p    r~  it  V  —  l.éi?   , 

qui  est  l'analogue  de  (9);  et  ainsi  de  suite. 
Le  second  terme  de  (  3<S  )  dtfnne 

S  é 

(4°)  n  Y  =  'i\V-  —  1  Ht:' — A/>; 

d'où,  comparant  avec  (33  ), 

(  \\  ■  15  —' -    H'  —  —  1*//'  —  u. 
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Le  second  terme  de  (4i)  donne 
(40  BA— AB-+-rA  =  o, 

syzygie  qui  exprime  le  produit  des  deux  invariants  gauches  T,  A, 
en  fonction  des  invariants  droits. 

D'autre  part,  multiplions ( 24 )  parB',  (28)  par  — B,  et  ajoutons; 

il  vient 

W(B  'ir*  —  Bu")  =  u'(  B'ir  —  Bit')  -f-  A(  Bv  '  —  B'i>). 

Mais,  en  vertu  de  (4o)  et  de  (32),  combiné  avec  (38);  on  a 

B'ir  —  Bit'  =      f  (  u\'  -+-  \p  ), 
Bu'  —  Bv  =  —  \( up'  -+-  u'p). 

La  syzygie  ci-dessus  devient  donc,  en  divisant  par  u, 

<43)  B'ir*— Bir"=î(a'A'— A/>')  =  ur, 

en  vertu  de  (35).  Cette  syzygie  (43)  est  l'analogue  de  (41)»  et  ^a*1 
ressortir  l'analogie  de  Tf  avec  T.  Les  invariants  B,  B'  ne  changent 
pas,  et  A  change  seulement  de  signe  quand  on  permute  les  coeffi- 
cients de  u  et  de  u'. 

Nous  pourrions  donc  écrire  immédiatement  toute  une  série  de 
syzygies,  analogues  de  celles  qui  ont  été  données  précédemment; 
je  me  bornerai  à  celle-ci,  qui  a  lieu  entre  invariants, 

(44)  CB  —  BC'-+-Ar  =  o, 

analogue  de  (4?)* 

6.   On  peut  remarquer,  eu  passant,  que  toutes  les  formes  du 

système  complet  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  des 

invariants  et  des  deux  formes  linéaires  indépendantes  w,  u',  avec 

une  puissance  de  leur  résultant  A  comme  dénominateur.  En  effet, 

les  syzygies  (26),  (29),  (27),  (3o),  (33),  (35)  donnent  déjà  les 

covariants  linéaires  *rc,  •rc',  tc",  tz" ,  />,/>',  exprimés  de  cette  manière, 

savoir 

/  Air   —  A  u'  —  Bu, 

l  Air'  =A'u'-B'tt, 

\\vT  =Bu'-  Cm, 

Ai:'"  =  BV      C'a, 

\p    =  2  Ta' —  A' a, 

\p    =\'u  —  -a  Vu. 
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Alors  (28),  (29)  et  (3a)  donnent,  par  un  calcul  facile, 


\*ç  =.W*  -2Batt'  -4- Cm5, 
A»  s>'  =  A'  u'«  —  a  B'  uu!  -f-  C  a». 
A»j=rM'*   —  A'wm'    -f-T'u». 


(46) 
(47) 

(48) 

A  l'inspection  de  ces  syzygies,  on  voit  immédiatement  que 
AC  —  B*,  A'C  —  B'2,  AC  +  CA  —  2BB'  doivent  être  respective- 
ment égaux  à  D,  D',  I,  multipliés  par  une  puissance  de  A  choisie 
de  manière  à  rétablir  l'homogénéité,  ce  qui  donne  les  trois  syzygies 
entre  invariants 


(49) 
(5o) 

(5i  ) 


AC   —  B»  =  DA*, 
A'C— B'«  =  D'A», 
AC'-f-CA— -2BB'  =  IAV 


Le  discriminant  de  <x,  formé  au  moyen  de  (1 1),  est 

c'est-à-dire,  d'après  la  syzygie  (:*3  bis), 

DD  —  {R 

En  le  formant  au  moyen  de  l'expression  (48),  on  obtient  la 
syzygie 

(  5*)  4  rr— A'1  ^  (4  DD'  —  I»  )  A*. 

L'invariant  commun  de  t  et  de  r,  formé  au  moyen  de  (a)  et 
de  (1 1),  est  donné  par 

Vv  -f-  Au — />r. 

Mais,  en  ajoutant  les  syzygies  (10),  (8)  et  (9)  respectivement  mul- 
tipliés par  i>.  A,  — iw,  on  trouve 
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IV  -I-  A  (7  — pT.  =  O. 


L'invariant  commun  dont  il  s'agit  est  donc  identiquement  nul; 
en  le  formant  au  moyen  des  expressions  (46)  et  (48),  on  obtient 
la  syzygie 


(54) 


Ar'H-cr-BV  =  o. 


De  même  l'invariant  commun  de  t  et  v\  égalé  à  zéro,  donne 
f.55)  K  Y '-rCT-  B'A'=o. 
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Si  Ton  retranche  (55)  multiplié  par  À  de  (54)  multiplié  par  A', 
et  qu'on  tienne  compte  de  (4'2)>  il  vient,  en  divisant  par  T, 

(56)  CA'  —  AC'H-  A  A'  =  o. 

7.  Pour  former  rapidement  d'autres  syzygies  entre  les  invariants, 
imaginons  que,  par  une  substitution  convenable,  on  ait  pris  pour 
nouvel  y  la  forme  linéaire  u',  de  telle  sorte  que  u0  devienne  nul. 
Les  nouvelles  valeurs  des  autres  péninvariants  seront  données  en 
fonction  de  u0  et  des  invariants  par  les  syzygies  (45),  (46)>  (4>)j. 
(48),  en  y  faisant  u  =  o,  uf=o;  savoir  : 


_       Bw0 


B'a0  .  r'"o  «  C'u0. 

"A"'  ^"""Â"'      *0=~~' 


A' a0            ,            iV'u»  Cul  ,        C'aJ  T'aJ 

/>o= j-»        />0  = —>         VQ=~\Tf  t,0="Â*~,       <Xo=="Â«" 

Mais  toutes  les  syzygies  trouvées  ne  doivent  pas  cesser  d'être 
satisfaites  quand  on  y  remplace  les  covariants  par  les  péninvariants 
correspondants,  quelles  que  soient  les  valeurs  particulières  que 
prennent  ces  péninvariants  suivant  la  substitution  employée.  En 
reportant  les  valeurs  (5y)  dans  chacune  des  syzygies  obtenues 
entre  covariants,  on  aura  donc  des  syzygies  entre  invariants. 

En  opérant  de  cette  manière  sur  les  syzygies  (5),  (6),  (7),  (8), 
(9),  (io),  on  retrouve  des  syzygies  connues  (49)?  (5o),  (5i),  (44)? 
(56)  et  (4^).  Les  syzygies  (12),  (i3),  (i5)  et  (16)  donnent  quatre 
relations  nouvelles,  savoir  : 

(58)  AA'—aBr  -f-(aA'D  —    AI  )A=o, 

(59)  A'A'— aBT-t-(À'I     -2ÀD')A  =  o, 

(60)  CA'— aBr-*-(CI       —  aC'D)A=o, 

(61)  C'A—  aB'r'-t-(aCb'  —   CI   )A  =  o, 

«qui,  d'ailleurs,  se  correspondent  entre  elles  par  la  permutation  des 
coefficients  de  u  et  de  u'  ou  de  ceux  de  v  et  de  v'. 
La  syzygie  (17)  donne  la  suivante,  analogue  de  (i4)> 

<6a)  F»  =  ICC  —  C*  b'  -  C'*D. 

La  syzygie  (18)  donne,  en  tenant  compte  de  (5a),  la  relation 
nouvelle 

<63)  IT'=  IBB  —  B*b  —  B'*D. 

Les  syzygies  (20)  et  (21)  donnent   également  deux  relations 


> 


* 
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nouvelles,  savoir  : 

(64)  AF'  —  CF  +(aB'D-  IB     )A  =  o, 

(65)  AT— CT-t-(IB'      —  aBD')A  =  o. 

Les  syz\gies  (22)  et  (a3)  donnent  encore  les  deux  relations 
nouvelles 

(66)  r'A'=I(BC -+-CB')  — a(BCD'-H  B'C'D), 

(67)  TA'  =  I(BA'-t-  AB)  —  a( ABD'-f-  A'B'D), 

qui  se  déduisent  Tune  de  l'autre,  en  permutant  les  coefficients  de 
11  et  de  u' . 

La  syzygie  (a3  bis)  ramène  à  (5a);  de  même  les  suivantes  con- 
duisent à  des  identités  ou  à  des  relations  déjà  connues. 

8.  En  résumé,  le  système  que  nous  venons  d'étudier  comprend 
en  tout  vingt-quatre  formes,  dont  les  degrés,  par  rapport  aux 
coefficients  des  quatre  formes  fondamentales  m,  e,  p7,  u!j  sont 
indiqués  dans  le  Tableau  ci-dessous  : 

,.  \   s> o      1      o      o 

\   a  droits <     , 

3  covariants  quadratiques. . .  <  (    v 0010 

(    1  gauche a o       1       1      o 

lu 1       o      u      o 

,    ,      .  )    Il o       O       O        I 

4  droits < 

i  j  p i       1       1       o 

8  covariants  linéaires <  N  r 

(i     TT I  l  o         o 

4  gauches...  \   rJ ■       °       ■      ° 

:" o        1       o       1 


1 


- O  O  I  I 

A a  1  o  o 

A' a  o  I  o 

B 1  1  o  1 

B' 1  o  1  1 

9  droils '    C o  1  o  a 

G' o  o  I  'A 

D o  u  o  o 

i3  invariants /                              I     ^ °  °  *  ° 

1 

•     I o  1  1  o 

r a  i  1  o 

.                    \      V O  I  I  A 

1  gauches. . . 

1  *                      *    \ 1  o  o  1 

A' 1  1  1  1 


I^es  expressions  de  ces  10  invariants  en  fonction  de*  coeflicienls 
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des  formes  indépendantes  sont  les  suivantes  : 

A  =  a\b0  —  i.aùa\bi  -+-  albt,         G  =  àfb^  —  ia0a\  6,  -*-  a'0tbiy 

A'  =  a\  b'0  —  'iaQax  b\  -h  a%  6', ,         C  =  a'f  b'0  —  ia0  a\  b\  -h  df  ^i  ' 

B  =  a\a\  bQ  —  (aQa\  h-  aia'{))bt  -+-  a%a'0  bt, 

B'  =  aj a\  6'0  —  (a^a\-^-  ax a'0 ) b\  -+-  a0 a'0 6', , 

^   D  =  606t  — 6»,         I  =  606't  — 26,6^6,6;,,         D'=6'06'1  —  6lS 

'68)  '  T  =aj(616'j-6,6'l)  +  a0a1(6560-606;)  +  aj(606'1-616i)1 

r  =  ^(6,6',  -6,6',)  -+-  a'0a\(btb'0  -  b0b't)  +  a\*(b0b\  -  bxb'0), 

A  =  a0ai  —  #i#o> 
A'  =  jrtja'0 (  6t  6',  —  6, 6',  )  -4*  ( «0«'i  ■+-  «1  «i  ) ( ^ ^0  —  ^0 ^i  ) 

Enfin  les  vingt  syzygies  qui  relient  ces  i3  invariants  se  partagent 
en  3  groupes,  savoir  : 

9  peuvent  erre  considérées  comme  exprimant  les  carrés  et  les  pro- 
duits deux  à  deux  des  invariants  gauches  (à  l'exception  du  seul 
carré  A2)  en  fonction  des  invariants  droits;  savoir  : 

H    =  AA'I  —  A»D  —  A'*D, 

F'*  =  CC'I  —  C*D  —  CD, 

A'»  =  I(AC'-f-  CA'-f-  2BB)  —  /,(  A'C'D  -+-  B»D), 

rr  =  BB'I  — B*D— B'*D, 

TA   =AB'    —  BA', 

TA  =  BC'    —  B'C, 

TA'  =  I(BA'-t-AB')  — 2(ABD'-t-A'B'D), 

nA'  =  I(BC'-t-CB')-2(BCD'-f-B'C'D), 

A  A'  =  AC'  —  CA'. 

Trois  autres  syzygies  expriment  en  fonction  des  invariants  droits 
les  produits  de  A2  par  D,  D',  I  : 

D  A»  =  AG  —  B*,         D'A»  =  A'C'  —  B», 
IA*  =  AC'-f-CA'—  2BB'. 

Les  huit  dernières  sont  des  syzygies  gauches,  c'est-à-dire  dans 
chaque  terme  desquelles  entre  un  invariant  gauche  et  un  seul  : 

Ar+Cr-BA'=o,         AT-+-CT— B'A'=o, 
AI'-  CP  -+-  (>.B'D  —  BI  )A  =  o?         AT—  CT-M  B'i  —  uBD'jA  =  o, 

AA'-uBr  -r(-2A'D- AI      )A  =  o, 
A'  A  —  2B  T+  (AI      -  aAD')A  =  o, 

<:V  — aBr-MCI       — •iG'D)A  =  o, 
C'A'  — aBT-h(aCD'  -  Gl    )A  =  o. 


> 
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9.  Pour  terminer,  je  vais  appliquer  les  résultats  obtenus  ci- 
dessus  à  la  solution  de  la  question  suivante,  solution  qui  sera  im- 
médiatement utilisable  dans  le  domaine  ternaire  : 

Etant  données  les  mêmes  quatre  formes  u,  m',  p,  sf  que  ci- 
dessus,  exprimer  en  fonction  de  leurs  i3  invariants  les  6  in- 
variants que  possède  le  système  des  trois  formes  composées 

I(u)  =  ku'  —  k'u, 
(•>')  =  A*  s>'  —  -xkuu!  ■+■  k'u*, 

considérées  comme  formes  fondamentales  ;  A*,  k  étant  deux 
arbitraires. 

Les  6  invariants  à  calculer  sont  :  les  discriminants  de  (?)  et  (c7), 
et  leur  invariant  commun;  je  les  désignerai  par  (D),  (D')?  (I); 
puis  le  résultant  de  (u)  et  (V),  celui  de  (m)  et  (*>'),  celui  de  (u) 
et  du  jacobien  de  (u)  et  (c);  je  les  désignerai  par  (A),  (A'),  (r), 
par  analogie  avec  les  notations  employées  ci-dessus. 

Exprimons  d'abord  (*/),  (v)  et  (v*)  en  fonction  de  x,  y  et  des 
pénin variants  du  système  des  formes  m»  m',  p,  v[ r,  au  moyen  des 
équations  (2).  Il  vient 

.  (m)  —  (AV0  — A'f/o  )jt  -r  A  A  y, 

(  7°  )  \  (  *>  )   ~  (  *To  —  wj  )  •rî  -T-  '>-  *  ~o  -rv  -H  A  A  v* , 

(  (  v'  )  =  (  A8  r'0  —  1  ku0  u'0  -r-  A'  mJ  )jt*  -«  a  A*(  A-0  —  A  u0  )<ry  -r-  A5 A'  y*. 

Nous  n'avons,  pour  obtenir  (Y),  (A'),  (D),  D'),  (I),  (Y),  qu'à 
faire  dans  celles  des  expressions  [M)  qui  donnent  A,  A',  D,  D', 

1.  r, 

c/0  ~~ -  ^"0  —  A' i/0,         rti  =  A  A, 
b*  —  Av0    —  //J,  A,  —  Atto,  6j  =  A*  A, 

//„  =  A'i'j,  —  a  Ai/ y  i/'0  -r-  A'  //J,         b\  —  A(  At:'0  —  A  w0  >,         b\  =  A*1  A'. 

Mais  de  plus,  puisqu'il  s'agit  de  calculer  des  invariants,  rien 
n'empêche  de  supposer  qu'on  ait  préalablement  pris  u'  pour 
nouvel  v,  ce  qui  donne  aux  péninvariants  u0,  t'0«  *'ô?  ~o>  ^0  'es  va~ 
leurs  i  j-^;  et  en  remplaçant  //0,  qui  figurerait  en  facteur  commun, 
par  l'unité,   on   en  conclut  qu'il  suffit  de  faire  dans  les  exprès- 


sions  (68) 


#o  =  —  k\        tf|=A:À, 


ArC-A»  *B 

(71)       <'*•  =  — ÂT-'  *1=-X'  *»  =  *A, 

,,        *«C'-4-*'A»            ,,            7  *B'-f-A»  ,,        ff4, 

0=  Â* '  bt=  —  k ,  b2  =  k*X'. 

On  trouve  ainsi  successivement,  en  utilisant  les  syzygies  entre 
invariants  données  plus  haut, 

(A)  =*  [*'C  — aM'B  +  *'«A  —  *A*]f 
(A')  =  ^[^G'  —  2kkB'-hk'*\'—  Jfc'A»], 

V/    '<  (I)    =  *  [**I  -*(A'-*-2B)-+-À:'A], 
(D')  =  À:*[*»D'—  2*B'-f-  if  A'  -  A»], 
(r)   =X:»[^r— Ar^A'-f-Ar'T-HArCB'— G)A4-A:'(B-tA')A-hA»J. 

Telles  sont  les  expressions  demandées. 


Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  équations; 

par  M.  A.-E.  Pellet. 

(Séance  du  16  février  1887.) 

Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire,  d'établir  les  théorèmes  géné- 
raux de  la  théorie  algébrique  des  équations  indépendamment  de 
la  théorie  des  substitutions.  J'applique  ensuite  la  méthode  gé- 
nérale aux  équations  dont  dépend  la  division  du  cercle  en  un 
nombre  premier  de  parties  égales  et  aux  équations  qui  se  ramènent 
aux  équations  binômes  par  une  transformation  linéaire.  L'idée 
première  de  ce  travail  a  été  exposée  dans  une  thèse  présentée  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris,  en  1878. 

1. 
Généralités. 

i.  On  peut  définir  la  notion  de  quantité  en  partant  de  l'idée 
de  nombre  et  s'appuyant  sur  les  principes  du  Calcul  infinitésimal; 
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alors  la  conception  de  Descaries  pour  les  quantités  réelles  et  celle 
d'Argant  pour  les  quantités  imaginaires  ne  servent  que  de  support 
à  la  notion  et  viennent  en  aide  au  raisonnement  en  donnant  prise 
à  l'imagination,  surtout  dans  les  théories  de  l'Analyse  infinitési- 
male. Mais  on  peut  partir  de  ces  conceptions  de  Descartes  et  d'Ar- 
gant pour  définir  les  quantités;  alors  les  quatre  opérations  fonda- 
mentales, addition  et  soustraction,  multiplication  et  division,  se 
définissent  par  la  Géométrie  ;  dans  le  cas  où  les  quantités  sont 
commensurablcs,  les  résultats  de  ces  opérations  coïncident  avec 
ceux  de  l'Arithmétique.  Un  avantage  de  celte  façon  d'envisager 
les  choses  est  de  délimiter  avec  précision  le  domaine  de  l'Algèbre 
de  celui  de  l'Analyse  infinitésimale.  L'Algèbre  est  l'étude  géné- 
rale des  quantités,  réelles  ou  imaginaires,  en  se  bornant  toutefois 
à  un  nombre  fini  d'opérations,  tandis  que  l'Analyse  infinitésimale 
est  l'ensemble  des  théories  où  l'on  envisage  un  nombre  infini  d'opé- 
rations. 

2.  Une  fonction  entière  de  plusieurs  quantités  est  une  fonction 
de  ces  quantités  qui  peut  s'exprimer  par  les  trois  premières  opé- 
rations, addition,  soustraction  et  multiplication;  une  fonction 
rationnelle  est  une  fonction  qui  peut  s'exprimer  par  les  quatre 
opérations  fondamentales,  addition,  soustraction,  multiplication 
et  division. 

Nous  considérerons  surtout  dans  ce  Mémoire  les  fonctions 
rationnelles.  Soient 

0[.       flfj,       <lZ:        •     •  i       ak' 

k  quantités  non  commensurablcs  regardées  comme  connues  :  toute 
quantité,  fonction  rationnelle  de  ces  quantités,  est  dite  rationnelle 
actuellement  ou  simplement  rationnelle;  toute  quantité  ne  pou- 
vant pas  s'exprimer  rationnellement,  au  moyen  des  k  quantités 
r/,,  tf2,  .  .  .  ,#*,  est  actuellement  irrationnelle.  Nous  supposons  que, 
parmi  les  k  quantités  «, ,  a2,  .  .  . ,  «a,  aucune  ne  puisse  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  des  autres,  sans  quoi  on  pourrait 
diminuer  leur  nombre. 

Dans  le  cas  où  aucune  quantité  n'est  donnée  spécialement,  les 
seules  quantités  rationnelles  sont  les  nombres  entiers  et  fraction- 
naires, fonctions  entières  et  rationnelles  de  l'imité.  Les  irration- 
nelles qui  se  présentent   tout   d'abord  sont  les  racines  des  équa- 


—  Op- 
tions du  second  degré  à  coefficients  entiers.  Soit 

une  telle  équation,  D,  E,  F  étant  des  entiers  n'ayant  pas  de  divi- 
seur commun.  Posons  E-  —  4DF  =  g2A,  g  et  A  étant  des  entiers, 
la  dernier  A.  non  divisible  par  le  carré  d'un  nombre  premier  et 
positif  ou  négatif  selon  le  signe  de  E2 — 4DF;  eiy'1J-\  =  o,  si  A 
est  pair  ou  congru  à  — i  (mod4)î  y2  +  y  -+-  Af  =  o,  A,  repré- 
sentant — - — ,  si  A  est  congru  a  i  (mod4). 

Il  est  clair  que  toute  fonction  rationnelle  de  x  peut  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  y%  et  inversement.  Mais  une  fonc- 
tion rationnelle  de  x  n'est  un  nombre  entier  algébrique  que  dans 
le  cas  où  elle  se  ramène  à  une  fonction  entière  dey.  On  dit  qu'une 
quantité  est  un  nombre  entier  algébrique  lorsqu'elle  est  racine 
d'une  équation  à  coefficients  entiers,  le  coefficient  de  la  plus  haute 
puissance  de  l'inconnue  étant  V unité;  une  fonction  entière  de 
telles  quantités  jouit  de  la  même  propriété,  et,  en  particulier,  est 
un  nombre  entier  si  elle  est  commensurable.  Un  nombre  entier 
algébrique  est  dit  unité  complexe,  lorsque  son  inverse  est  encore 
un  nombre  entier  algébrique.  Parmi  les  fonctions  entières  de  v, 
il  y  a  des  unités  complexes  qui  sont  toutes  des  puissances  en- 
tières de  Tune  d'elles,  lorsque  A  est  un  nombre  positif;  dans  le 
cas  où  A  est  négatif,  il  n'y  a  d'unité  complexe  que  pour  les  valeurs 
—  i  et  — 3  de  A.  (Kroxecker,  Comptes  rendus,  année  i883, 
Ier  semestre;  et  1884,  ae  semestre).  Lorsque  A  est  égal  à  l'un  des 
nombres 

(a)  —  1,    ±-i,    ±3,    5,     —  7,    —11.     i3, 

les  fonctions  entières  de  y  jouissent  de  la  propriété  fondamentale 
des  nombres  entiers  ordinaires;  elles  ne  sont  décomposables  que 
d'une  seule  manière  en  un  produit  de  facteurs  premiers  (Dede- 
kind,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques ,  1877).  Pour  ces 
valeurs  de  A,  les  fonctions  entières  de  y  sont  dites  nombres  entiers 
complexes.  Ces  propriétés  n'ont  plus  lieu  lorsque  A  n'est  pas  un 
nombre  de  la  suite  a. 

3.  Il  y  a  la  plus  grande  analogie  entre  la  divisibilité  des  nom- 
bres entiers,  ordinaires  ou  complexes,  et  la  divisibilité  des  fonc- 
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Lions  entières  d'une  variable.  Lorsque  deux  fonctions  entières 
f(x)  et  f\(x)  n'ont  pas  de  diviseur  commun,  on  peut  trouver 
deux  autres  fonctions  P  et  Q,  telles  que 

P/(*)  +  Q/i(*)  =  i. 

De  là  résulte  qu'une  fonction  irréductible,  qui  divise  le  produit 
de  deux  fonctions,  divise  au  moins  Tune  d'elles  :  et  qu'une  fonc- 
tion entière  ne  peut  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en 
un  produit  de  facteurs  irréductibles. 

Nous  rappelons  qu'on  dit  qu'une  fonction  entière  est  irréduc- 
tible lorsqu'elle  n'est  divisible  par  aucune  fonction  entière  à 
coefficients  rationnellement  connus,  de  degré  inférieur.  Gauss  a 
le  premier  démontré  que,  si  une  fonction  entière  à  coefficients 
entiers  est  le  produit  de  deux  fonctions  entières  à  coefficients 
rationnels,  elle  est  aussi  le  produit  de  deux  fonctions  entières  à 
coefficients  entiers;  le  théorème  s'applique  encore  lorsque  les 
coefficients  sont  des  entiers  complexes  et  permet  dans  ces  cas  de 
décomposer  un  polynôme  en  ses  facteurs  quelquefois  avec  facilité. 

D'après  ce  qui  précède,  une  fonction  ne  peut  s'annuler  pour 
un  nombre  de  valeurs  de  la  variable,  supérieur  au  degré  de  la 
fonction,  quelles  que  soient  les  quantités  considérées  comme 
connues.  Lorsque  l'équation  obtenue,  en  égalant  la  fonction  à  o, 
est  une  équation  binôme  ou  se  ramène  aux  équations  binômes,  on 
voit  facilement  qu'elle  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités  dans 
son  degré,  en  tenant  compte  de  leurs  degrés  de  multiplicité.  Mais 
les  méthodes  du  Calcul  infinitésimal  sont  nécessaires  pour  mon- 
trer que  le  théorème  s'étend  à  tous  les  cas.  Les  irrationnelles, 
racines  d'équations  algébriques  à  coefficients  entiers,  se  désignent 
sous  le  nom  de  nombres  algébriques.  Cette  classe  de  quantités 
est  très  étendue,  mais  elle  est  loin  de  comprendre  toutes  les  quan- 
tités incommensurables.  Liouville  a  donné  un  caractère  {Journal 
de  Mathématiques,  t.  V)  permettant  d'affirmer  dans  certains  cas 
qu'une  quantité  donnée  n'est  racine  d'aucune  équation  à  coeffi- 
cients rationnels  d'un  degré  inférieur  à  un  nombre  donné,  quel- 
conque d'ailleurs.  M.  Hennite  a  plus  tard  montré  que  le  nombre  e% 
base  des  logarithmes  népériens,  ne  satisfait  à  aucune  équation 
algébrique  à  coefficients  entiers,  démonstration  étendue  au  nom- 
bre 7:;  rapport  de  la  circonférence  au  diamrtre,  par  M.  Lindemann. 


—  65  - 

Enfin,  M.  Cantor,  dans  sa  théorie  des  ensembles,  a  rattaché  la  pro- 
position à  son  véritable  principe  {Acta  mathematica,  année  i883). 
Son  raisonnement  montre  que,  en  figurant  les  quantités  d'après  le 
mode  d'Argant,  on  peut  relier  deux  points  quelconques  du  plan 
par  un  trait  continu  ne  passant  par  aucun  des  points  pour  lesquels 
la  quantité  correspondante  est  racine  d'une  équation  à  coefficients 
entiers.  Un  nombre  algébrique  est  dit  nombre  entier  algébrique 
lorsque  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  l'inconnue 
est  i,  dans  l'équation  qui  le  définit,  les  autres  étant  entiers. 

4.  Lorsque  nous  conviendrons  de  regarder  comme  connue  une 
certaine  irrationnelle,  nous  dirons,  suivant  l'usage,  que  nous  adjoi- 
gnons cette  quantité  aux  quantités  connues.  L'adjonction  aux 
quantités  connues  d'une  quantité  qui  n'est  racine  d'aucune  équa- 
tion à  coefficients  rationnellement  connus  revient  à  adjoindre 
une  quantité  indéterminée.  Dans  l'étude  algébrique  des  équations, 
on  n'adjoint  aux  quantités  connues  que  des  irrationnelles  algé- 
briques, c'est-à-dire  que  l'on  peut  définir  à  l'aide  des  quantités 
primitives  par  des  équations  à  coefficients  rationnellement  connus, 
et  le  problème  principal  est  la  recherche  des  irrationnelles  dont 
la  connaissance  permet  de  former  rationnellement  les  diverses 
racines  d'une  ou  de  plusieurs  équations  données. 

Lagrange  a  démontré  que,  étant  données  tant  d'irrationnelles 
algébriques  qu'on  voudra,  on  peut  toujours  les  exprimer  toutes  en 
fonction  rationnelle  d'une  même  irrationnelle. 

En  effet,  on  pourra  former  une  équation,  à  coefficients  ration- 
nellement connus,  admettant  pour  racines  ces  irrationnelles,  et 
qui  n'aura  pas  de  racines  égales.  La  proposition  se  présente  alors 
comme  corollaire  du  théorème  suivant,  qui  est  fondamental  : 

Soit  V0=  <p(#07  #«>  •  •  m  ^ot-«  )  une  fonction  rationnelle  des  m 
racines  de  l'équation  f  (x)  =  o,  n'ayant  pas  de  racines  égales, 
cette  fonction  pouvant  acquérir  par  les  permutations  des  racines 
i,  2, 3, ...,  m  valeurs  distinctes;  ces  i,  2, 3, . . .,  m  valeurs  de  V  sont 
racines  d'une  équation  à  coefficients  rationnels,  7î(V)  =  o,  qui 
peut  être  réductible.  Chacune  des  m  racines  #„,,#,,  ...,o:m_«> 
peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  Tune  des  valeurs 
de  V;  par  suite,  les  diverses  valeurs  de  V  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  l'une  de  l'autre  ;  tt(V)  =  o  se  décom- 
xv.  5 


m  — 


pose  en  facteurs  irréductibles  d'égal  degré,  et  ce  degré  est  indé- 
pendant de  la  fonction  prise   pour  V,   pourvu  qu'elle  satisfasse 
aux  conditions  posées.  Soit  F(V)  un  des  diviseurs  irréductible* 
de  rc(V)  ;  V  est  appelée  la  fonction  résolvante  et  F(  V)  =  o  Y  équa- 
tion résolvante  de  l'équation  f(x)  =  o  (Serret,  Algèbre  supé- 
rieure; Camille  Jordan,  Traité  des  substitutions  et  des  équa- 
tions algébriques.) 

o.  Soient  o(z)  =  o  une  équation  irréductible,  et  z0,  ztJ  . . ., 
zm_i  ses  m  racines;  soit  en  outre  f(z,  z0)  une  fonction  entier 
de  z,  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  z0J  irréductible; 
f(z,  z{  ),  . . . ,  f(Zj  zm_i  )  sont  également  irréductibles ,  et,  si  L 
fonction  entière  F(s,  z0)  est  divisible  par  f(z,z0),  F(>37zl)  /< 
sera  parf(z,  z{),  F  (5,  z2)  parf(z,  s2),  et  ainsi  des  autres. 

Si  f(z}  zî)  n'est  pas  irréductible,  soit  p(s,  Zi)  un  de  ses  divi 
seurs;  Ç  étant  une  indéterminée,  effectuons  la  division  des  poly- 
nômes f(z,  Ç),  [3(3,  Ç)  et  désignons  par)*(j,  Ç),  6(s,£)  le  quotient 
et  le  reste  de  cette  division  ;  on  aura 

/(*,?)=  P(*.ç)X(*C)H-e(*,Ç). 

D'après  notre  hypothèse,  on  a  identiquement  8(r,3/)=o;  ainsi r 
dans  le  polynôme  8  (s,  s )>  les  coefficients  des  diverses  puissances— 
de  z  s'annulent  pour  Ç  =  Zi\  par  conséquent,  ces  coefficients  s'an — 
nuleront  aussi  si  Ton  remplace  £  par  une  quelconque  des  racines  de- 
l'équation  o(z)  =  o,  puisqu'elle  est  supposée  irréductible,  et  en 
particulier  pour  ±z=z{)]  f(z*z0)  admettrait  donc  le  diviseur  $(z,z0) 
et  ne  serait  pas  irréductible. 

La  première  partie  du  théorème  est  donc  démontrée;  pour 
démontrer  la  seconde  partie,  on  remplacerait  dans  F(zyz0)  et 
f(zizo)i  zo  Par  s  et  l'on  effectuerait  la  division  comme  précé- 
demment; on  verrait  que  le  reste  est  identiquement  nul  pour 
^  =  z0  et  que  par  suite  il  est  nul  aussi  lorsqu'on  y  remplace  Ç  Par 
une  autre  racine  de  <f(z)  =  o. 

G.  G(jt)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  soit  jx  le  nombre 
de  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  lorsqu'on  remplace  x  succes- 
sivement par  les  m  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  irréductible 
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?t  de  degré  rn\   [jl  est  un  diviseur  de  m  et  ces  \k  valeurs  sont 
racines  d'une  équation  irréductible. 

Désignons  par  x0,xif  ...,xm_t  les  m  racines  de  f(x)  =  o. 
Celles  de  ces  racines  qui  donnent  pour  8(#)  la  valeur  8(.r0),  satis- 
faisant à  la  fois  aux  deux  équations  f  (x)  =  o  et  8(.r)  —  8(#0)  =  o, 
appartiennent  au  plus  grand  commun  diviseur  des  premiers  mem- 
bres de  ces  équations,  et,  réciproquement,  les  racines  de  ce  plus 
grand  commun  diviseur  égalé  à  o  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équa- 
tions précédentes.  Soit  y[x,  Ô(^0)]  ce  P^us  grand  commun  divi- 
seur :  je  dis  quey[.r,  8(.r,)]  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
de  f{x)  et  6(#) —  6(#/).  En  effet,  y[x,b(xi)]  divise  f{x)  et 
8(#)  —  §(xî)  d'après  le  n°  5.  De  plus,  il  n'y  a  pas  de  polynôme  de 
degré  supérieure  */,[#?  6(3?,)]  divisant  à  la  fois/(a:)  et  8(#) —  8(#,-); 
car  on  en  déduirait,  d'après  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  ce  n°  5, 
un  polynôme  de  degré  supérieur  à  y\x,  8(#0)],  divisant  f{x)  et 
8(#)  —  8(#0).  Maintenant,  si  xt^'K^o)]  =  o  et  y[x,  8(#|)]  =  o 
ont  une  racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines  communes. 
En  effet,  la  racine  commune  appartient  à  la  fois  à  f(x)  =  o  et 
8(x) —  8(#0)  =  o  d'une  part,  à  f(x)  et  6(#) —  8  (#/)  =  0  d'autre 
part;  or  les  deux  équations  8(#) —  8(x0)  =  oet8(a:)  —  6(x/)  =  o 
ne  peuvent  avoir  de  racine  commune  que  dans  le  cas  où  8  (x0)  =  8(^4), 

et  alors  yXx>^(xo)]  ==x[*r>  G(a?/)]. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  m  racines  de  f(x)  =  o  se 

partagent  en  —  groupes  de  v  racines,  v  étant  le  degré  de  x[ x,  8(x0)]; 

les  racines  de  chaque  groupe  donnent  la  même  valeur  pour  §(x), 
et  cette  valeur  varie  d'un  groupe  à  l'autre. 

Si  l'on  adjoint  8  (#0)  aux  quantités  connues,  r/[#,  8 (x0)]  devient 
un  polynôme  rationnel;  ce  polynôme  est  irréductible.  En  effet,  s'il 
admettait  un  diviseur  yt  [x,  8(#0)]  à  coefficients,  fonctions  ration- 
nelles de  8(#0),  xt^'^K^')]  admettrait  le  diviseur  Xi  [#,  §(xi)]. 
Or,  soient ^o,JKu  •  •  •>  JV-«  'es  P  valeurs  de  8(#),  (jl  désignant  le 

rapport  —  •  Ces  [X  valeurs  sont  racines  d'une  équation  à  coefficients 

rationnels  ;  car  on  a 

^S^^7  +  ..-^^(U=i[0(^o)ll-i-0(arl)'»-f-...-f-0(a?m_1)«], 
et  le  second  membre,  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 


—  68  — 

lion  f(x)  =  o,  est  rationnel;  les  coefficients  de  l'équation  en  y 
sont  des  fonctions  entières  des  jj.  valeurs  qu'il  acquiert  lorsqu'on 
donne  à  n  successivement  les  valeurs  1,2,  . . . ,  jjl.  D'après  cela,  le 

produit  X«(^>ro)X«(^.xOyj(^  ^2)...  Xi(^»7ïA-«)seraitration- 
nel  et  diviserait  le  polynôme  /(.r),  tout  en  étant  de  degré  infé- 
rieur, ce  qui  est  impossible,  puisque  f(x)  est  supposé  irréduc- 
tible. 

Enfin  l'équation  qui  a  pour  racines  les  [x  valeurs  y*<>y\ ,  ..., 
y^-\  est  irréductible.  En  effet,  si  elle  ne  l'était  pas,  soient  jjl' le 
degré  de  l'un  de  ses  diviseurs,  et  y0%  yt1  . . . ,  y^'^%  ses  fx'  racines. 
Le  produit 

x(*>  70  )  x(*>  71) . . .  x(x>  yp-i  ) 

aurait  ses  coefficients  rationnels  et  diviserait /(.r),  tout  en  étant 
de  degré  inférieur. 

7.  Ce  théorème  conduit  à  des  conséquences  importantes  relati- 
vement aux  équations  résolvantes,  Soient  x9,  xt,  ...,â?m-t  les 
m  racines  d'une  équation  /(#):=  o,  irréductible  ou  non,  mais 
n'ayant  pas  de  racines  égales  ;  désignons  par  V0  une  fonction  ré- 
solvante de  cette  équation,  et  par  F(V)  =  o  son  équation  résol- 
vante de  degré  N.  Les  racines  de  l'équation  f(x)=o  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  V0;  soient 

On  a 

/[+o(V.)]=o; 

par  suite, /[^o(V)]  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 
F(V)  =  o,  puisque  celle-ci  est  irréductible.  Ainsi  les  diverses 
valeurs  qu'acquiert  la  fonction  <J>o(V),  lorsqu'on  substitue  à  V  les 
diverses  racines  de  F(V)  =  o,  sont  racines  de  f(x)  =  o.  Si  donc 
f(x)  =  o  est  irréductible,  les  valeurs  distinctes  comprises  dans 
la  suite  ^o(V0),  ^(Vf), ...,  tyo(Vn_i)  sont  au  nombre  de  m,  degré 
de  f(x)  =  o,  et  N  est  un  multiple  de  m.  Si  f(x)  n'est  pas  irré- 
ductible, soitf(x)=fi(x)f2(x)  .  ../<(#),  f\(x),  •••j/i(^)  étant 
des  polynômes  entiers  irréductibles.  Si  x0  est  racine  de  fK  (x)  =  o, 
par  exemple,  ^o(V)  prend,  par  la  substitution  à  V  des  diverses 
racines  de  l'équation  F(V)=o,  des  valeurs  égales  aux  diverses 
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racines  de  ft  (x)  =  o;  et  le  degré  N  de  F(V)  est  un  multiple  des 
degrés  des  divers  polynômes  f\{oc)^f2{x)^  . . .,  fi(x).  Bien  plus, 
le  degré  de  F(V)  est  un  multiple  des  degrés  des  équations  résol- 
vantes des  diverses  équations  fh  (x)  =  o,  /a(#)  =  o, . ..,  fi(x)  =  o. 
Soient,  en  effet,  V  une  fonction  résolvante  de  l'équation 

et  F4(V')=o  son  équation  résolvante.  V0  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  V0.  Soit  V'0  =  n0(V0);  on  a 

F[n0(V0)]=o: 
donc  F!  [II0(V)]  =  o  admet  toutes  les  racines  de  l'équation 

F(V)  =  o. 

Donc  n0(V)  acquiert,  par  la  substitution  à  V  des  diverses  racines  de 
l'équation  F(V)  =  o,  des  valeurs  égales  aux  racines  de  F«  (V)  =  o, 
et,  puisque  celle-ci  est  irréductible,  le  nombre  de  valeurs  distinctes 
de  II(V)  est  égal  au  degré  de  F,  (  V)  =  o. 
Soit 

une  fonction  rationnelle  des  racines  de  l'équation  f(x)  =  o; 
substituons  dans  z0,  à  la  place  des  quantités  x,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  V0  ;  on  en  déduira  z0  =  II|  (  V0).  II«  (V)  acquiert,  par 
la  substitution  à  V  des  diverses  racines  de  l'équation  F(V)  =  o, 
un  nombre  v  de  valeurs  distinctes  (v  est  un  diviseur  de  N),  parmi 
lesquelles  se  trouve  z09  et  ces  valeurs  sont  racines  d'une  équation 
irréductible.  De  plus,  F(V)  admet  un  diviseur  à  coefficients  fonc- 
tions rationnelles  de  z0f  irréductible  si  l'on  n'adjoint  que  cette 

quantité  aux  quantités  connues  de  degré  -  ;  ce  diviseur  égalé  à  o 

est  la  nouvelle  équation  résolvante  après  l'adjonction  de  z0. 

II. 
Des  équations  holodromes. 

8.  Nous  appellerons  équations  holodromes  les  équations  irré- 
ductibles dont  toutes  les  racines  peuvent  s'exprimer  rationnel- 
lement en  fonction  de  Tune  d'elles;  les  équations  résolvantes  ren- 
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trent  dans  cette  classe  d'équations.  Soient  F(x)  =  o  une  équation 
holodrome  de  degré  m,  et  x0,  ar1=6l(x0),  #2  =  82(a:o)>  •••* 
xm_K  =  Om_,(aT0)ses  m  racines,  8l7  62>  •••?  8m_i  désignant  des  fonc- 
tions rationnelles.  La  suite  #,,  64(^/),  ...,  8m_l(jT|)  est,  dans  un 
ordre  différent,  la  même  que  la  suite  x0,  X\i  •••>  #m_«-  On  peut 
supposer  que  les  fonctions  9  soient  entières;  remplaçons  x0  par 
une  variable  #,  et  considérons  la  suite  des  fonctions 

(0  xly  e,(x),   6,(37),    ...,   em_,(x). 

8*[8/(#)]  est  une  fonction  entière  de  x9  qui,  divisée  par  F(#), 
donne  pour  reste  une  des  m  fonctions  (i),  Ô/(#),  8y(x)  étant  deux 
quelconques  des  fonctions  de  cette  suite,  de  sorte  que  Ton  peut 
dire  que  les  fonctions  (i)  forment  un  groupe  relativement  à  l'équa- 
tion F(.r)  =  o.  De  plus,  au  lieu  de  8i[6<(.r)],  on  écrit  0?(x),  et 
généralement  ^[^(x)]  =  tf(x). 

Adjoignons  une  racine  Z0  de  l'équation  irréductible  <&(Z)  =  o, 
qui  permet  de  décomposer  F(x)  =  o,  et  soient  f{x,  Z0)  un  fac- 
teur irréductible  de  F(x)  de  degré  (jl,  et 

ses  jx  racines.  8/(#0)  étant  une  racine  de  F(x)  =  o  non  comprise 
dans  la  suite  précédente, 

(3)  0,(.ro  ),     0,^,(^0),      0<^lJL_1(.r0>) 

sout  jjl  racines  de  ¥(x)  =  o,  dont  toute  fonction  symétrique   est 
aussi  symétrique  par  rapport  aux  racines  de  l'équation 

/(j\Z0)  =  0 

et,  par  conséquent,  peut  s'exprimer  rationnellement  en  fonction 
de  Z0.  L'équation  qui  admet  pour  racines  les  u.  quantités  (3)  est 
irréductible,  car  autrement  on  en  déduirait  un  diviseur  pour 
/(.r,  Z0V  Les  suites  (2)  et  (3)  sont  distinctes;  si  elles  ne  con- 
tiennent pas  toutes  les  racines  de  l'équation  F(x)  =  o,  on  formera 
une  nouvelle  suite  de  ;jl  quantités,  racines  de  F(:r)  =  o,  et  d'une 
équation  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  Z0,  irréductible, 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  l'adjonction  de  Z0,  F(jt)  se  décom- 
pose en  facteurs  irréductibles  d'égal  degré,  et  ee  degré,  que  nous 
avons  désigné  par  ;jl.  est  un  diviseur  de  m.   Remarquons  que  les 
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;jl  fonctions 

forment  un  groupe  non  seulement  relativement  à  l'équation 

f(x,  Z0)  =  o, 

mais  aussi  relativement  à  l'équation  F( x)  =  o  ;  de  même  la  suite  (  3  ) 
donne  le  groupe 

x,  e/^eru*).    ...,   0/^,er>(ar); 

en  effet,  tyityj(&o)  est  une  racine  de/(.r,  Z0)  =  o  et,  par  suite,  est 
égale  à  Tune  des  quantités  (2),  etc.  Quant  à  la  suite  (3),  si  Ton 
pose  #1  =  9|(ar0),  on  a 

et  elle  coïncide  avec  la  suite 

On  aura  ainsi  un  groupe  pour  chaque  facteur  de  F(#),  après  l'ad- 
jonction de  Z0;  seulement  il  peut  arriver  que  ces  différents  groupes 
de  fonctions  coïncident,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  ou 
qu'elles  aient  toutes  un  certain  nombre  de  fonctions  communes. 

9.  Zï  étant  une  autre  racine  de  ^(Z)=  o,  f{x,  Zf)  est  irréduc- 
tible comme  f(x,  Z0),  et,  si  l'on  désigne  par  x  une  racine  de  l'é- 
quation f(x,  Zï  )  =  o,  les  (jl  racines  de  cette  équation  seront 

Si  donc  les  équations  /(#,  Zf)  =  o  et /(x,  Z0)  =  o  ont  une 
racine  commune,  elles  ont  toutes  leurs  racines  communes,  et  l'ad- 
jonction de  Z|  produit  le  même  effet  que  l'adjonction  de  Z0.  Dans 
tous  les  cas,  l'adjonction  de  Z,  conduit  aux  mêmes  groupes  de 
fonctions  relativement  à  l'équation  F(#)  =  o.  Soient  Z0,  Z|,  Z2,  ..., 
ZN_,  les  N  racines  de  l'équation  4>(Z)  =  o;  le  produit 

* 

/(xZ0)f(xiZl). . .  f(x,  Zx-i) 

est  égal  à  une  puissance  de  F(.r).  Si  l'on  désigne  par  q  l'exposant 

de  cette  puissance,  on  peut  partager  les  N  fonctions /(x,  Z)  en  — 

groupes  de  q  fonctions  égales  entre  elles.  Soit  a  une  quantité 
rationnelle  ou,  si  l'on  veut,  un  nombre  rationnel,  tel  que/(tf,  Z) 
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prenne  seulement  q  valeurs  égales  à  f(a,  Z0)  lorsqu'on  remplace 
Z  successivement  par  N  racines  de  &(z)  =  o;  posons 

/(a,  Z0)=  s0. 

D'après  le  n°6,  s0  est  racine  d'une  équation  irréductible  de  degré  — 

à  coefficients  rationnellement  connus.  L'adjonction  de  z0  permet 
de  décomposer  ^(Z);  l'un  de  ses  facteurs  de  degré  q  admet  pour 
racines,  en  l'égalant  à  o,  les  q  valeurs  de  Z  qui  donnent  à/(a,Z) 
la  valeur /(a,  Z0  ),  et  les  coefficients  de  f(x,  Z0  )  s'expriment  ration- 
nellement en  fonction  de  z0.  Si  l'on  remplace  z0  par  les  autres  ra- 
cines de  l'équation  en  z,  <?(z)  =  o,  on  obtient  les  autres  fonctions 

N 
f(x,  Z,-).  Posons  —  =  7i,  on  a  (jl/i  =  m. 

Les  racines  de  ®(z)  =  o  sont  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  F(#)  =  o  comme  de  celles  de  <&(Z)  =  o.  Désignons  en  effet 
par/'(x,  z0)  ce  que  devient  f{x,  Z0)  lorsqu'on  a  exprimé  ses  coef- 
ficients en  fonction  de  z0.  Les  équations  f  (x09z)  =  oetç(s)  =  o, 
x0  désignant  une  racine  de  l 'équation  f'(x,  z0)  =  o,  ont  une  seule 
racine  commune  z0y  qu'on  pourra  obtenir  pour  les  opérations  qui 
donnent  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /'(x0i  z)  et  de  <f(z). 

40.  Réciproquement,  soient 

jjl  fonctions  de  la  suite  (i)  formant  un  groupe  relativement  à  l'équa- 
tion F(x)  =  O)  x0  étant  une  racine  de  F(x)  =  o, 

sont  [x  racines  de  cette  équation;  soit  xh  une  racine  de  F(x)  =  o 
ne  faisant  pas  partie  de  cette  suite  ; 

sont  également  jjl  racines  de  F(x)  =  o  :  elles  sont  différentes  des  jjl 
racines  (a).  En  effet,  si  l'on  avait  tyi(xt  )=  tyj (x0),  on  en  déduirait 
i^1  6i(x{  )  =  x%  =  6jl  '}y(^o)>  et  par  suite  xK  serait  une  des  ra- 
cines (a)  contre  l'hypothèse.  Ainsi  jjl  est  un  diviseur  de  m7  degré 
de  l'équation  F(x)  =  o.  La  fonction 

{a  —  jr)\a  —  ^,(^)|fa  —  tyt(x)\  ...  \a  —  W-t(x)]. 
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où  a  est  une  indéterminée  rationnelle,  acquiert  —  valeurs  distinctes 

lorsqu'on  substitue  successivement  à  x  les  diverses  racines  de 
l'équation  F(x)  =  o.  Ces  valeurs  sont  racines  d'une  équation  irré- 
ductible à  coefficients  rationnels,  et  l'adjonction  d'une  racine  de 

cette  dernière  équation  décompose  F  (a:)  en —  facteurs  irréduc- 
tibles de  degré  [x. 

H.  Supposons  que  l'équation  <&(Z)  =  o  soit  elle-même  holo- 
drome;  et  soit,  comme  précédemment, /(x,  Z0)  un  des  facteurs 
irréductiblesdeF(x),  après  l'adjonction  de  Z0, racine  de  <I>(Z)  =  o. 
Si  l'on  désigne  par  6(x0)  une  racine  de  F(x)  =  o  n'appartenant 
pas  kf(x,  Z0)  =  o,  les  jjl  quantités 

qui  sont  racines  d'une  équation  de  la  forme /(x,  Zt  )  =  o,  Z4  étant 
une  racine  de  <Ï>(Z)  =  o,  et  d'autre  part  les  p,  quantités 

sont  racines  d'équations  à  coefficients  fonctions  rationnelles  de  Z0, 
puisque  Zt  est  une  fonction  rationnelle  de  Z0.  Or,  dans  ces  deux 
suites,  il  y  a  une  quantité  commune  §(x0);  elles  sont  donc  les 
mêmes  à  l'ordre  près  ;  de  sorte  que  les  deux  groupes  de  fonctions 

x,  e^,e-«(*),   e+,e-*(*)t   ...,   e^,e-»(a?), 

ne  diffèrent  que  par  l'ordre.  Nous  exprimerons  cette  propriété  en 
disant  que  le  premier  groupe  de  fonctions  est  échangeable  à  la 
fonction  0,  relativement  à  l'équation  F(x)=  o.  Ainsi  : 

Lorsqu'on  adjoint  à  une  équation  holodrome  F(x)  =  o  une 
racine  d'une  équation  <I>(Z)  =  o,  également  holodrome,  les 
groupes  de  fonctions  correspondant  aux  divers  facteurs  irré- 
ductibles sont  les  mêmes;  et  ce  groupe  est  permutable  à  toutes 
les  fonctions  6,  telles  que  F[8(x)]  =  o  en  même  temps  que 
F(x)  =  o. 

Réciproquement,  soient  x,  tyt  (x),  tyïix),  . .  - ,  ^jjl_«  («*)?  I*  f°nc" 
tions  de  la  suite  (1)  formant  un  groupe  relativement  à  l'équation 
F(x)=o,  échangeable  à  toutes  les  fonctions  de  cette  suite  (1), 


-  74  — 
a  étant  une  indéterminée  rationnelle,  la  fonction 

(a  —  x)[a  —  <l>i(#)][a  —  4'î(*)]  ...  [a  — ♦ji-i(*)l 


m 


acquiert  —  valeurs  distinctes  lorsqu'on  substitue  à  x  les  diverses 

Y" 

racines  de  l'équation  F(x)  =  o  ;  l'équation  qui  admet  ces  —  valeurs 
pour  racines  est  holodrome.  En  effet,  soient 

(a.—  x0)[a  —  <J/t    O0)]  ...  [a  —  «J^-,    (#<,)]  =  *0, 
[a—  0(>o)]la  —  <J/iO(:r0)]  ...  [a  —  ^_,e(a?0)]  =-5, 

deux  des  valeurs  considérées,  0  étant  une  des  fonctions  (i)  autre 
que  ty.  On  a,  puisque  le  groupe  des  fonctions  ^  est  permutable  à 
toutes  les  fonctions  de  la  suite  (i), 

^,  =  [a  — 0(aro)J[a  — 0^(^o)]  ...  [a  —  e^-tC^o)]; 

or  toute  fonction  symétrique  des  (jl  quantités  x0,  ^i  (a\>)>  •  •  •» 
<}v_i(#0)  est  exprimable  rationnellement  en  fonction  de  z0; 
donc  £4,  qui  est  aussi  une  fonction  symétrique  de  ces  u,  quantités, 
d'après  sa  seconde  forme,  s'exprime  rationnellement  en  fonction 
de  z0.  On  voit  de  plus  que,  lorsque  l'équation  <ï>(Z)  =  o  est  holo- 
drome, l'équation  cp  (z)  =  o,  qui  produit  le  même  effet  que  &  (Z)  =o 
et  qu'on  formera  comme  il  a  été  dit  au  n°  9,  est  aussi  holodrome. 

12.  L'équation  4>(Z)  =  o  n'étant  pas  holodrome,  il  peut  se  faire 
que  l'équation  çp(s)=o,  qui  produit  le  même  effet,  soit  holo- 
drome, et  alors  on  retombe  dans  le  cas  précédent.  Considérons  le 
cas  où  l'équation  cp(s)  =  o  n'est  pas  holodrome  :  z0  et  zt  étant 
deux  racines  de  'f  (s)  =  o,  l'adjonction  de  l'une  ou  de  l'autre  per- 
met de  décomposer  F  (x)  en  facteurs  d'égal  degré  jjl;  soient/^  jr,  z0) 
et/",  (\r,  z-i  ),  deux  facteurs  s'annulant  pour  une  même  valeur  de  .r, 
.r0.  Les  racines  de  f(x,  z0)  —  o  étant 

celles  de  fK  (x,  zt)  =  o  pourront  être  représentées  par 

.  <>v    ^t4/i°ïl(-ro') ^rV-^T'^oK 

ces  deux  suites  sont  forcement  distinctes,  et  il  en  est  de  même  des 
groupes  de   fonctions  qu'on    obtient   en  remplaçant   x0    par  une 


7»» 

variable  x,  en  supposant  que  z0  et  zt  ne  puissent  s'exprimer  ration- 
nellement en  fonction  Tune  de  l'autre. 

Soit //(a:,  zi)  le  facteur  de  F(x)  qui  s'annule  pour  x0  lorsqu'on 
adjoint  Zg.  et 

m 

les  [/.  racines  de  l'équation  fi(x,  zf)  =  o.  Remplaçant  x0  par  une 
variable  #,  on  a  un  groupe  de  fonctions  correspondant  à  £,-;  et  par 
suite  n  groupes  pour  les  n  racines  de  <f(z)  =  o.  Le  groupe  corres- 
pondant à  l'adjonction  d'une  racine  de  l'équation  résolvante  de 
cp(s)  =  o  se  compose  des  fonctions  communes  à  tous  ces  groupes, 
lesquelles  forment  évidemment  un  groupe  permutable  à  toutes  les 
fonctions  6  du  n°  8.  En  effet,  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
premiers  membres  des  équations 

est  rationnel  après  l'adjonction  d'une  racine  de  l'équation  résol- 
vante de  cp(s)  =  o;  soity(#)  ce  plus  grand  commun  diviseur;  zi 
est  une  fonction  rationnelle  de  x0,  invariable  lorsqu'on  remplace  x0 
par  les  autres  racines  de  f(x,  zt)  =  o  ;  il  en  résulte  que  la  fonction 
résolvante  de  l'équation  cp(z)  =  o  est  une  fonction  rationnelle 
de,r0,  invariable  lorsqu'on  remplace  x0  par  les  diverses  racines  de 
y(x)  =  o;  ym(x)  est  donc  irréductible  (6). 

13.  Nous  dirons  que  deux  équations  sont  équivalentes  lorsque 
les  racines  de  l'une  pourront  s'exprimer  rationnellement  en  fonc- 
tion des  racines  de  l'autre,  qu'une  équation  holodrome  est  simple 
lorsqu'elle  ne  pourra  se  réduire  qu'à  l'aide  d'une  équation  holo- 
drome équivalente  (Camille  Jordan,  Théorie  des  substitutions  et 
des  équations  algébriques). 

Il  est  clair  que  deux  équations  holodromes  équivalentes  sont  de 
même  degré.  Étant  données  deux  équations  simples  non  équiva- 
lentes, l'adjonction  des  racines  de  l'une  aux  quantités  connues 
laisse  l'autre  simple.  Étant  données  trois  équations  simples  non 
équivalentes  deux  à  deux,  il  peut  se  faire  que  l'adjonction  des 
racines  de  deux  de  ces  équations  réduise  la  troisième,  mais  les  trois 
équations  sont  alors  de  même  degré.  En  effet,  adjoignons  seule- 
ment les  racines  de  l'une  des  équations,  les  deux  autres  restent 
simples;  maintenant  ces  deux  équations  sont  équivalentes,  puisque 
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l'adjonction  de  Tune  réduit  l'autre*,  donc  elles  sont  de  même  degré  - 
Ainsi  les  trois  équations  sont  de  même  degré  deux  à  deux.  Ce  qui 
nous  venons  de  dire  de  trois  équations  simples  peut  se  dire  d'u 
nombre  quelconque  autre  que  deux  d'équations  simples. 

14.  Soit  F(#)  =  o  une  équation  holodrome  de  degré  m  e 
(f(z)  =  o  une  équation  simple  de  degré  v,  permettant  de  la  réduire 
Après  l'adjonction  d'une  racine  de  <f(z)  =  o,  F(x)  se  décompose 

en  v  équations  holodromes  et  équivalentes  de  degré  — •  Il  peut  s 

faire  que  F(x)  =  o  se  réduise  à  l'aide  d'autres  équations  simples^, 
non  équivalentes  à  cp (z)  =  o*,  et  que  parmi  elles  il  s'en  trouve  de^ 
degré  v;  soit  cp!  (z)  =  o  l'une  d'elles,  et  ainsi  de  suite.  On  arriverai 
à  un  certain  nombre  d'équations  simples 

(a)  ?(5)  =  o,         <p,(*)  =  o,         <pa_,(*)  =  o, 

toutes  de  degré  v,  permettant  chacune  de  réduire  F(ar)  =  o  et~ 
telles  que  Tune  quelconque  d'entre  elles  reste  simple  lorsqu'on!, 
adjoint  aux  quantités  connues  les  racines  de  toutes  les  précédente» 
et  que  toute  autre  équation  simple  de  degré  v  permettant  de  ré — 
duire  F(#)  =  o  se  réduise  après  l'adjonction  des  racines  de  ces  oc 
équations. 

Au  lieu  de  partir  de  <f(z)  =  o,  on  pourrait  partir  de  toute  autre 
équation  simple  de  degré  v,  permettant  de  réduire  F(x)  =  o,  et- 
alors,  en  opérant  comme  plus  haut,  on  arriverait  à  une  autre  suite 

(?)       ©'(*)  =  o,      cp'1(^)  =  o,      ?;(5)  =  o,      <pjj_i(*)  =  o, 

jouissant  des  mêmes  propriétés  que  la  précédente.  Les  équations 
résolvantes  des  deux  équations 

(i)  o(z)  o{(z)  yt(z)  . . .  Oa-i(-)  =  o, 

(2)  ?'(*)?!  (->•••?[*-    (<5)=0 

sont  équivalentes.  En  effet,  les  racines  de  <f'(z)  =  o  peuvent  s'ex- 
primer rationnellement  en  fonction  des  racines  de  l'équation  (î); 
de  même,  celles  de  v\(z)  =  o,  o'2(z)  =  o7  ...,  o^t(z)  =  o;  réci- 
proquement, les  racines  des  équations  <p{  (z)  =  o,  <p2(s)  =  o,  . . . , 
<?*-\(z)  =  o  s'expriment  rationnellement  en  fonction  des  racines 
de  l'équation  (a).  La  résolvante  de  l'équation  (i)  est  de  degré  va. 
En  effet,  si  l'on  adjoint  une  racine  de  l'équation  0,(5)=  o,  ce 
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degré  est  divisé  par  v,  et  il  en  est  de  même  chaque  fois  que  Ton 
adjoint  une  racine  des  équations  (a).  La  résolvante  de  l'équation  (2) 
est,  pour  la  même  raison,  de  degré  vP.  Ces  deux  résolvantes  sont 
de  même  degré,  puisqu'elles  sont  équivalentes;  donc  [3  =  a. 

Il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  des  équations 
simples  à  coefficients  rationnels,  réduisant  F(a:)  =  o,  de  degré  v, 
peut  se  répéter,  pour  l'ensemble  des  équations,  d'un  autre  degré 
quelconque. 

15.  Soit  ty(z)  =  o  l'équation  holodrome  équivalente  à  l'en- 
semble des  équations  simples  à  coefficients  rationnels,  permettant 
de  réduire  F(^c)  =  o,  telles  qu'aucune  d'elles  ne  puisse  se  réduire 
par  l'adjonction  des  racines  des  autres,  et  que,  de  plus,  toute  autre 
équation  simple,  réduisant  F(x)  =  o,  se  réduise  par  l'adjonction 
d'une  racine  de  (f(z)  =  o.  Le  degré  de  ty(z)  est  égal  au  produit  des 
degrés  de  ces  équations  simples.  Nous  appellerons  ces  équations, 
simples  et  à  coefficients  rationnels  avant  l'adjonction  de  toute  irra- 
tionnelle, équations  simples  du  premier  ordre;  et  toute  fonc- 
tion rationnelle  des  racines  de  ces  équations,  fonction  algébrique 
du  premier  ordre.  De  même  nous  appellerons  équations  simples 
du  second  ordre  et  fonctions  algébriques  du  second  ordre  les 
équations  simples  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algé- 
briques du  premier  ordre,  et  les  fonctions  rationnelles  des  racines 
de  ces  équations  ;  et,  en  général,  équations  simples  du  \kième  ordre 
et  fonctions  algébriques  du  pième  ordre  les  équations  simples 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  algébriques  du  (jx  —  1yèm« 
ordre,  ou  du  moins  ne  sont  holodromes  qu'après  l'adjonction  de 
fonctions  algébriques  du  (jjl  —  iy*»«  ordre,  et  les  fonctions  ra- 
tionnelles des  racines  de  ces  équations  (voir  Algèbre  supérieure 
de  M.  Serret,  t.  II,  n°  513). 

m  étant  le  degré  de  F(#)  =  o,  n  celui  de  ^(5)  =  o,,  z0  une 
racine  de  $(z)  =  o,  après  l'adjonction  de  z0,  F(#)  =  o  se  décom- 
pose en  n  équations  bolodromes  équivalentes  de  degré  — ;  soit 

/(#,  zQ)  =  o  l'une  d'elles;  le  groupe  de  fonctions  def(x9  z0)  =  o 
est  permutable  au  groupe  de  fonctions  de  F(#)  =  o.  Soit 

une  équation  holodrome  et  simple  après  l'adjonction  de  z0,  de 
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degré  v«,  et  permettant  de  réduire  f{jc,  z0)  =  o.  Après  l'adjonc- 
tion d'une  racine  de  l'équation  it(Ç,  z0)  =  o,  /(x,  z0)  =  o  se  dé- 
compose en  y,  équations  holodromes  de  degré  —  équivalentes, 

et  le  groupe  de  fonctions,  qui  est  le  même  pour  toutes  ces  équa- 
tions, sera  permutable  à  toutes  les  fonctions  du  groupe  de 

f(x,  *0)  =  o, 

mais  en  général  il  ne  le  sera  pas  à  toutes  les  fonctions  de  groupe  de 
F(x)  =  o;  zK  étant  une  autre  racine  de  ty(z)  =  o,  it(Ç,  zt)  =  o  per- 
mettra de  décomposer  /(#,  z{)  (5);  mais  /(#,  Z\)  =  o  est  équi- 
valente à  f{x,  z0)  =  o  ;  donc  tc(Ç,  z{)  =  o  est  une  autre  équation 
simple  après  l'adjonction  de  z0,  permettant  de  décomposer/ ( x,  z0), 
de  sorte  qu'il  y  aura  un  certain  nombre  de  racines  de 

TV5)  =  °  •  ~0»  ~1>  ~î»    •  •  «î   ~ii  —  V 

qui,  substituées  à  z0  dans  tc(Ç,  s0),  donneront  des  équations 
simples  permettant  de  réduire  f{x,  z0)  =  o,  telles  que  l'une  quel- 
conque d'entre  elles  reste  simple  après  l'adjonction  des  racines  de 
toutes  les  autres,  et  que  l'équation  simple  obtenue  en  substituant 
à  s0,  dans  it(Ç,  ;0)  =  o,  une  autre  racine  de  ty(z)  =  o  se  réduise 
après  l'adjonction  de  ces  a!  équations.  Remarquons  que  a!  peut 
être  égal  à  i  ;  les  coefficients  de  tt(Ç,  z0)  peuvent  même  être  ra- 
tionnels avant  l'adjonction  de  £0,  mais  l'équation  ir(Ç):=:o  n'est 
holodrome  qu'après  l'adjonction  de  z0. 

Au  lieu  de  partir  de  is(Ç,  z0)  =  o,  on  pourrait  partir  de  toute 
autre  équation  simple  obtenue  en  substituant  à  z0  une  autre  racine 
de  ty(z)  =  o;  on  arriverait  à  une  autre  suite  z0J  z\,  .  ..,sjî#_,. 
Mais,  en  raisonnant  comme  au  numéro  précédent,  on  voit  que 
j3'  =  a',  et  que  l'ensemble  des  nouvelles  équations  est  équivalent  à 
l'ensemble  des  premières. 

16.   La  résolvante  de  l'équation 

est  de  degré  v*',  et  l'adjonction  d'une  racine  de  cette  équation  ré- 
solvante permet  de   décomposer  /(.r,  £0)  =  o    en    v*    équations 

équivalentes  de  degré  — —,.  Soit  11  (£,  z0)  =  o  celle  équation  résol- 

n  v  t 
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vante.  Si  Ton  remplace,  dans  les  coefficients  de  celte  équation,  z0 
par  une  autre  racine  de  ty(z)  =  o,  l'équation  nouvelle  obtenue  est 
holodrome  et  équivalente  à  la  première.  En  substituant  ainsi  à  z0 
les  diverses  racines  de  ty(z)  =  b,  on  obtient  un  certain  nombre 
d'équations  distinctes,  c'est-à-dire  n'ayant  pas  les  mêmes  racines, 
nombre  qui  est  un  diviseur  de  /i,  et  peut  d'ailleurs  se  réduire  à 
l'unité;  cette  équation,  dans  le  dernier  cas,  a  pour  coefficients  des 
quantités  rationnelles  avant  l'adjonction  de  z0,  mais  n'est  ho- 
lodrome qu'après  l'adjonction  de  zQ.  Le  produit  des  premiers 
membres  de  ces  équations,  qui  est  indépendant  de  l'irration- 
nelle z0,  donne,  égalé  à  o,  une  équation  dont  la  résolvante,  en  ne 
considérant  pas  z0  comme  connue,  mais  seulement  les  irration- 
nelles primitives,  est  de  degré  vj'/i',  n'  étant  un  diviseur  de  n  autre 
que  i  •  En  effet,  cette  équation  résolvante  ne  peut  être  décomposée 
qu'à  l'aide  des  équations  simples  du  premier  ordre,  qui  décom- 
posent ^(s)  =  o,  et  ses  équations  du  second  ordre  sont  tc( Ç,  z0 )  =  o, 
-rc(Ç,  Zi)  =  o,  ...,tc(Ç,  za'_i)  =  o;  n!>  i,  car  autrement  II(Ç,  z0)  =  o 
serait  à  coefficients  rationnels,  et  holodrome  avant  l'adjonction 
de  z0.  Cette  équation  résolvante  décompose  F(#)  =  o  en  vf  n!  équa- 
tions holodromes,  équivalentes,  qui  ont  même  groupe  de  fonctions, 
et  ce  groupe  est  permutable  à  toutes  les  fonctions  du  groupe  de 
F(x)  =  o.  Il  en  résulte  qu'après  l'adjonction  d'une  racine  de 
II(Ç,  50)  ==  o,  f(x,  z0)  =  o  se  décompose  en  v*'  équations  holo- 
dromes équivalentes,  dont  le  groupe  unique  est  permutable  aux 
fonctions  du  groupe  de/(x,  z0)  =  o,  mais  encore  à  toutes  les  fonc- 
tions du  groupe  F(#)  =  o.  Ce  que  nous  avons  dit  des  équations 
simples  du  second  ordre  peut  se  répéter  pour  les  équations  des 
divers  ordres. 

Ainsi  une  équation  holodrome  F(x)  =  o  se  réduit  à  l'aide  d'une 
suite  d'équations  simples;  cette  suite  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée, mais  la  suite  des  degrés  de  ces  équations  simples  l'est, 
abstraction  faite  de  l'ordre,  et  le  produit  de  ces  degrés  est  égal  à 
celui  de  F(x).  Si  l'on  considère  les  groupes  de  fonctions  des  équa- 
tions en  lesquelles  se  décompose  successivement  F(x)  =  o,  chacun 
de  ces  groupes  est  contenu  dans  le  précédent  et  échangeable  à 
toutes  ses  fonctions  (Camille  Jordan,  Traité  des  substitutions, 
p.  266  et  suivantes). 
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III. 
De  la  décomposition  des  équations. 

17.  Soit  f(x)  =  o  une  équation  irréductible  non  holodrom 
de  degré  m,  et  F(V)  =  o  son  équation  résolvante.  Cette  équatio 
résolvante  se  décompose  en  équations  simples,  comme  il  vient 
d'étre  dit.  Parmi  ces  équations  simples,  quelques-unes  réduiront-^ 
f(x)  =  o.  Supposons  que  les  premières,  qui  permettent  de  réduire* 
f(x)  =  Oj  appartiennent  au  [xième  ordre,  de  sorte  que  l'ensemble- 
des  équations  simples  d'ordre  inférieur  laissent  f(x)  =  o  irréduc- 
tible; soit  Fl(t>)  =  o   l'équation  holodrome  équivalente  à  l'en — 
semble  de  ces  équations  simples,  t>0  une  de  ses  racines  et  iz(j5,v0)  =  o 
une  équation  simple  de  degré  v,  permettant  de  réduire  f(x)  =  o. 
Après  l'adjonction  d'une  racine  z0  de  cette  équation,  f(x)  se  dé- 
compose en  facteurs  d'égal  degré.  En  efTët,  soit  ç(x,  z0)  un  facteur- 
irréductible  de  f(x);  ç(#,  zt),  <p(x,  32),  ...,  ^p(x,  sv-0  sont  éga- 
lement irréductibles  et  diviseurs  de  f{x)  (5);  leur  produit  esU 
donc  une  puissance  de  f(x).  D'ailleurs,  Zi  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  z0,  les  équations 

<?(*,<5o)=o         et         Q(T,Zi)  =  0 

n'ont  pas  de  racine  commune  ou  ont  toutes  leurs  racines  com- 
munes. Ainsi,  après  l'adjonction  de  z0,  les  facteurs  en  lesquels  se 
décompose  f{x)  sont  compris  dans  la  suite  ç(.r,  <c0),  o(x,  z*),  ..., 
cp(jr,  ^v-0-  Le  nombre  de  ces  facteurs  est  un  diviseur  de  m,  degré 

de  f(x)  et  de  v;  soit  n  ce  nombre;   le  degré  de  ?(#,  ~o)  est—  • 

Les  autres  équations  simples,  obtenues  en  substituant  à  f0,  dans 
les  coefficients  de  l'équation  tz(z,  r0)  =  o,  une  autre  racine  de 
F,  (y)  =  o,  décomposent  / (x)  =  o  d'une  manière  analogue. 
Soient  i'0,  i'i ,  . .  • ,  <«_<  les  racines  de  F« (r)  =  o,  donnant,  comme 
au  n°  15,  une  suite  d'équations  simples 

telles  que  Tune  quelconque  reste  simple  après  l'adjonction  des  ra- 
cines de  toutes  les  autres,  et  que  toutes  les  équations  simples 
tz(z^  r,)  =  o,  r,  étant  une  racine  de  Ft(v)  =  o,  se  réduisent  après 
l'adjonction  des  racines  de  ces  a  équations  simples.  Chacune  de  ces 
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équations  simples  divisera  par  n  le  degré  de  f(x),  et  leur  en- 
semble par  /ia. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter;  n%  est  égal  à  m  ou  bien  lui  est 
inférieur.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  f(^x)  =  o  est  dite  pri- 
mitive; F(V)  =  o  est  alors  équivalente  à  l'ensemble  des  équations 

F,(i>)  —  o,         it(z,  c0)it{;,  c'i).icfs,  ^j)...^(-3,^a-i)  =  o. 

Si  na  n'est  pas  égal  à  m,  soit  F2(i>')  =  o  l'équation  holodrome  à 
coefficients  rationnels  avant  l'adjonction  de  toute  irrationnelle, 
autre  que  celles  qui  entrent  dans  les  coefficients  de  y,((r)  =  o, 
équivalente  à  Fl(r)  =  o  et  tz^z,  v0)iz(z,  vt)  ..  .tz(Zi  va_t)  =  o. 
Après  l'adjonction  d'une  racine  r'0  de  F2(i>/)  =  o,  f(x)  =  o  se 
décompose  en  /ia  équations  d'égal  degré,  et  l'on  pourra  former 
une  équation  à  coefficients  rationnels 

yn%-h  Ajj"1"-1.  ..=  o, 
telle  que 

A*)  =  [M(yi)*m'  +  .-.][M(y%)*m'  -4-...  ][...]..., 

m' =  —-y  e^y*jJr2'i  •  •  •  î  yn*  étant  les  racines  de  l'équation  en  y. 

Ainsi  une  équation  qui  n'est  pas  primitive  peut  se  ramener  à  un 
certain  nombre  d'équations  primitives,  et  le  produit  des  degrés  de 
ces  équations  est  égal  au  degré  de  l'équation  proposée. 

18.  Lorsque  le  degré  d'une  équation  holodrome  est  un  nombre 
premier  p,  cette  équation  est  évidemment  simple,  et  l'on  peut  re- 
présenter ses  racines  par 

x  étant  l'une  d'elles  et  8  une  fonction  rationnelle.  Abel  a  montré 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  exprimer  les  racines  de  l'équation  à  l'aide 
de  radicaux  (Serret,  Algèbre  supérieure,  Sect.  V,  Chap.  III). 
Réciproquement,  lorsqu'une  équation  est  soluble  par  radicaux, 
ses  équations  simples  sont  toutes  de  degré  premier;  en  effet,  l'é- 
quation yP  —  A  =  o  devient  abélienne  après  l'adjonction  des  ra- 

cines  de  l'équation =  o,  qui  est  abélienne. 

D'après  ce  qui  précède,  lorsqu'une  équation  de  degré  premier 
est  soluble  par  radicaux,  elle  est  susceptible  de  devenir  abélienne. 
xv.  0 
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Cette  condition  est  suffisante.  Soh/(x)  =  o  une  équation  de 
degré  m,  premier  ou  non,  irréductible  et  non  abélienne  actuelle- 
ment, et  qui  devienne  abélienne  après  l'adjonction  de  certaines 
irrationnelles  qui  la  laissent  irréductible.  Quel  que  soit  le  nombre 
des  irrationnelles  adjointes,  on  peut  les  exprimer  toutes  en  fonc- 
tions rationnelles  d'une  racine  d'une  équation  holodrome;  soient 
F(z)  =  o  cette  équation  holodrome  et  z0  une  de  ses  racines. 
xQ  étant  une  racine  de  f(x)  =  o,  les  autres,  par  hypothèse,  peu- 
vent être  représentées  par 

^  étant  une  fonction  rationnelle  de  x0  et  de  z0,  et  ty2(z0*  x0)  re- 
présentant <|>[s0,  ^(^o?  ^o)]>  et  ainsi  des  autres.  Soit  X«'(**)> 
'fi  étant  une  fonction  rationnelle,  une  autre  racine  de  F(z0)  =  o; 
ty['fj(zo)j  &o]  est  aussi  racine  de  f{x)  =  o;  par  conséquent,  cette 
quantité  est  égale  à  l'un  dés  termes  de  la  suite  précédente  <p(£o>  4?o)> 
On  a 

<HX'(*o)>*o]  =  ^(>5o,^o)i 
d'où 

et,  d'une  manière  générale, 

Soit  p.  le  nombre  de  termes  distincts  compris  dans  la  suite 

d'après  ce*  qui  précède 

d'où  ie  ~  1  (mod.  m);  ce  qui  exige  que  i  soit  un  nombre  premier 
avec  m.  Ainsi,  lorsqu'on  remplace,  dans  ^(:0>^o)?  ~o  par  les  di- 
verses racines  de  F(s)  =  o,  on  obtient  un  nombre  v  de  valeurs 
distinctes  au  plus  égal  à  ç(/w'),  nombre  des  entiers  inférieurs  à  m 
et  premiers  avec  m.  Il  en  sera  de  même  lorsqu'on  remplacera  x0 
par  une  indéterminée  rationnelle  a;  les  v  valeurs  qu'on  obtient 
alors  sont  racines  d'une  équation  irréductible,  et  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  jr0,  dans  ^(s0,  x0),  peuvent  s'exprimer 
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rationnellement  en  fonction  de  'i(^o,  à).  D'ailleurs,  comme  on  a 

on  voit  que  ^[x«(zo)»  #]  pourra  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  de  '\>(z0,a). 

Ainsi  l'équation  qui  a  pour  racines  ces  v  valeurs  distinctes  est 
holodrome,  et  l'on  peut  prendre,  pour  F(z)  =  o,  une  équation 
de  degré  v. 

Soient  %j(zo)  une  racine  autre  que  %(zo)  de  l'équation 

F(s)  =  o        et        <Kx/(*o)i  *o]  =  <]^(-o,  ^o); 
il  viendra 

de  même 
d'où 

xay(^o)  =  x>xK^o). 

Les  fonctions  yf-,  yj  sont  donc  échangeables  entre  elles,  et  l'équa- 
tion F(z)  =  o  est  résoluble  algébriquement  d'après  un  théorème 
d'Abel.  De  plus  les  v  nombres,  tels  que  i,  y,  forment  un  groupe  re- 
lativement au  module  m,  c'est-à-dire  que  le  produit  de  deux  quel- 
conques d'entre  eux  est  congru  à  l'un  des  termes  de  cette  suite, 
suivant  le  module  m,  et  v  est  par  suite  un  diviseur  de  <f(™>).  Le 
degré  de  l'équation  résolvante  de^-r)  =  o  est  égal  à  mv.  Lorsque 
m  est  premier,  <p(m)  est  égal  km  —  i,  et  l'équation  F(z)  =  o  est 
abélienne,  puisque  les  nombres  i,  y  sont  les  diverses  puissances 
de  l'un  d'entre  eux  convenablement  choisi;  on  en  déduit  que,  deux 
racines  d'une  telle  équation  étant  données,  les  autres  s'en  déduisent 
rationnellement.  Ces  théorèmes  ont  été  établis,  pour  la  première 
fois,  par  Gallois,  dans  son  célèbre  Mémoire,  paru  en  1 846  dans  le 
tome  XI  du  Journal  de  Liouville. 

19.  Nous  sommes  ainsi  arrivés  aux  théorèmes  généraux  de  la 
théorie  algébrique  des  équations,  indépendamment  de  la  théorie 
des  substitutions.  Comme  l'a  démontré  Galois,  cette  dernière  est 
corrélative  de  la  théorie  des  équations;  mais  la  méthode  que  nous 
avons  suivie  peut,  dans  certains  cas,  être  plus  simple  ou  pré- 
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scnter,  sous  un  jour  nouveau,  les  propositions  de  la  théorie  des 
substitutions. 

Reprenons  les  notations  du  n°  7.  Soit  f{x)  =  o  une  équation 
de  degré  m,  n'ayant  pas  de  racines  égales;  désignons  par  V0  une 
fonction  résolvante  de  cette  équation,  el  par  F(V)  =  o  son  équa- 
tion résolvante  de  degré  N.  Les  racines  de  l'équation  f{x)  =  o 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  V0;  soient 

V0,  V0  V2,  . . .,  VN_,  étant  les  diverses  racines  de  F(V)  =  o, 

♦o(V/)f  t+i(V,)f     ...,    +,-,(¥,) 

représentent,  dans  un  certain  ordre,  les  m  racines  de  l'équation 
f(x)  =  o;  en  donnant  à  i  successivement  les  valeurs  o,  i,  2,  ..., 
N  —  1,  on  obtient  donc  N  permutations  entre  les  racines;  les  sub- 
stitutions, pour  passer  de  Tune  d'elles  à  toutes  les  autres,  forment 
un  groupe  de  substitutions  conjuguées. 

Soit  maintenant  z0  =  U(x0,  xu  ...  y  xm_i)  une  fonction  ra- 
tionnelle des  m  racines  de  l'équation  f(x)  =  o;  remplaçant  les  x 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  V0,  on  aura 

-5o  =  n1(V0). 

La  substitution  à  V,  dans  nf(V),  des  diverses  racines  de  F(V)  =  o, 
revient  à  effectuer,  dans  la  fonction 

les  diverses  substitutions  de  ce  groupe.  Ainsi,  en  appelant  ce  groupe 
le  groupe  conjugué  propre  à  l'équation  /(x)  =  o,  comme  c'est 
l'usage,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  une  /onction  ÏI(jt0,  xK ,  . . . ,  xm^i  )  des  racines  d'une 
équation  /(x)  =  o,  n'ayant  pas  de  racines  égales,  on  effectue 
les  diverses  substitutions  du  groupe  conjugué  propre  à  l'équa- 
tion, les  valeurs  distinctes  qu'acquiert  la  fonction  sont  racines 
d'une  équation  irréductible;  l'adjonction  d'une  de  ces  valeurs 
aux  quantités  connues  réduit  le  groupe  de  substitutions  propres  à 
l'équation  à  celles  du  groupe  primitif,  qui  laissent  invariable  la 
fonction 
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Lorsque  l'équation  f(x)  =  o  est  primitive,  elle  n'est  réduite  que 
par  les  équations  simples  de  F(  V)  =  o  d'ordre  le  plus  élevé.  Soient 
Ff  (i>)  =  o  l'équation  holodrome  équivalente  à  l'ensemble  des  équa- 
tions simples  d'ordre  inférieur,  v0  une  de  ses  racines;  après  l'ad- 
jonction de  v0,  F(V)  =  o  se  décompose  en  équations  équivalentes; 
soit  F2(V,  v0)  =  o  l'une  d'elles,  et 

une  équation  simple  réduisant  l'équation  précédente;  les  autres 
équations  simples  de  F2(V,  vQ)  =  o  s'obtiendront  en  substituant 
à  v0  dans  les  coefficients  de  tz(z,  vq)  =  o  les  autres  racines  de 
Ft  (v)  =  o  ;  et  toutes  ces  équations  simples  réduiront  f(x)  =  o  ; 
de  plus,  le  groupe  de  fonctions  de  F2(V,  v0)  =  o  est  permutable 
aux  fonctions  du  groupe  de  F(  V)  =  o.  Le  degré  de  FS(V,  r0)  =  o 
est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations 

telles  que  l'une  quelconque  reste  simple  après  l'adjonction  des 
racines  de  toutes  les  autres,  et  que  toutes  les  équations  simples 
ti(Zj  s?i)  =  o,  V(  étant  une  racine  de  F,  (v)  =  o,  se  réduisent  après 
l'adjonction  des  racines  de  ces  a  équations  simples. 

Dans  le  cas  où  f(x)=  o  est  l'équation  générale  de  degré  m, 
son  groupe  est  formé  de  toutes  les  substitutions  possibles  entre  ses 
*n  racines,  N  est  égal  à  i,  2,  3,  ...,  m.  Or,  si  m  est  supérieur  à  4> 
Tout  groupe  auquel  toute  substitution  est  permutable  contient  le 
groupe  alterné  (C.  Jordan,  Traité  des  substitutions,  p.  63).  Donc 
si  m  >4>  le  degré  de  F*  (v)  est  égal  à  2,  et  l'on  peut  prendre 

Ft(p)=^— A, 
A  étant  le  dernier  terme  de  l'équation  aux  carrés  des  différences 

des  racines;  F2(V,  v0)  =  o  est  de  degré    — ;  ses  équations 

simples  distinctes  ne  peuvent  être  qu'au  nombre  de  deux, 

mais    —  n'étant  pas  un  carré  parfait,  ces  deux  équations  sont 

équivalentes  et  l'équation  F2(V,^0)  =  o  est  simple  (C.  Jordan, 
toc.  cit. }  p.  66). 
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IV. 
De  la  division  du  cercle  en  parties  égales. 

20.  Les  racines  primitives  de  l'équation  xm —  i  =  o,  c'est-à-dire 
celles  dont  les  diverses  puissances  reproduisent  toutes  les  autres, 
sont  au  nombre  de  y(/w),  nombre  des  entiers  inférieurs  à  m  et 
premiers  avec  m\  Gauss  a  montré  que  l'équation  de  degré  ç(/w) 
qui  admet  pour  racines  ces  racines  primitives  est  irréductible, 
lorsque  m  est  une  puissance  d'un  nombre  premier;  Kronecker  a 
démontré  la  même  proposition  pour  le  cas  de  m  quelconque.  Soit 
/(x)  =  o  cette  équation;  q  étant  un  diviseur  de  ç(m),  on  peut  for- 
mer une  équation  de  degré  q  permettant  de  décomposer  f(x)  en 

q  facteurs  d'égal  degré  -^ — -•  Lorsque  m  est  une  puissance  d'un 

nombre  premier  autre  que  2,  la  congruence  x^m)  —  1  =  0  (mod  m) 
admet  des  racines  primitives,  l'équation  /(x)  =  o  est  abélienne, 
et  il  n'y  a  qu'une  équation  de  degré  q  permettant  de  la  décom- 
poser en  q  facteurs  d'égal  degré.  Gauss  a  donné  cette  équation 
dans  le  cas  où  m  est  un  nombre  premier  pour  q  égal  à  2,  3  et  4- 
Nous  allons  établir  les  résultats  de  Gauss,  en  suivant  une  marche 
différente  qui  simplifie  les  calculs. 

Soient  g  une  racine  primitive  du  module  premier/?,  q  un  divi- 
seur  dé  p —  i,  et  ta=- ;  considérons  la  congruence 

(1)  g*+xq -\- g$+yq 4-1  =  0    (mod/?). 

Nous  désignerons  par  /iajp  le  nombre  de  systèmes  distincts  sui- 
vant le  module  p  de  g*?  et  g??  satisfaisant  à  cette  congruence.  On 
a  gf'v^g*?  (mod/?),  si  x* —  x  est  divisible  par  w,  et  n^  =  /i«',ps 
si  les  nombres  a',  j3'  sont  respectivement  congrus  àa,  fi  suivant  le 
module  q;  ainsi  nous  supposerons  les  nombres  x  et  y  réduits  sui- 
vant le  module  o>,  et  les  nombres  a  et  j3  suivant  le  module  y.  Enfin 
on  voit  immédiatement  que  /ia>p  =  np>a. 

La  congruence  (1)  peut  s'écrire  des  deux  autres  manières 
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d'où  les  relations 

* 

ix,p  =  "p,a  =  ^a-p  -p  =  wp-a ,-«. 

Donnons  k  x  et  y  les  w2  systèmes  de  valeurs  dont  ces  nombres 
sont  susceptibles  dans  la  somme  g*+x<i  -+-  ^P+r?  ;  cette  somme 
prendra  to/*a-8,p-8  valeurs  de  la  forme  — £^+r?(modp)  et  s'annu- 
lera a)  fois  (mod/?)  si  la  congruence 

a  —  $-+-  xq  ~=  — i  (  mod  w  ) 

« 
a  une  solution;  dans  le  cas  où  cette  dernière  congrdence  n'a  pas  de 

solution,  la  somme  g**x<i  -f-  gÇ*r<i   ne  peut  s'annuler  (mod/?). 

Donc,  si  tù  est  pair,  on  a 


01  —  0  «  =  0 


~7  ~  V_ 

Zj    wa,a  =  w,  ^    i<x,a+p  =  ^r 


(3  désignant  un  nombre  non  divisible  par  y  ;  et,  si  co  est  un  nombre 
impair, 


01=7  —  1  a  =  «7— 1 


•■*-  2  na^v=ù>'    2  "*«*=»• 


a=o  s  a=o 


jî  désignant  un  nombre  non  congru  à  -  (modç). 

Des  relations  qui  viennent  d'être  établies,  on  peut  déduire  les 
nombres  /ia,p  pour  q  égal  à  2.  En  effet,  on  a  alors r  que  co  soit  pair 
ou  impair,  n0{  =  nit  et,  si  co  est  pair, 


d'où 


1-+-  /too-H  «h  = ,  2/*n  =  ^ ; 

2  '2 


_P~5  „       _M       _/>  — ' 


«oo  = — ; — >  /in  =  «oi  =       / 

4  4 


Si  (0  est  impair, 


d'où 


/?  — 1  /?  —  1 

/*oo-t- ^n  =  - »  i-h2/iu=- ; 

2  2 


/>  H-i  /?  —  3 

/*oo  =  — 7 — >  nn  =  noi  =  — ; — 

4  4 


Pour  q  égal  à  4,  on  obtient  entre  les  nombres  /ta,a  une  relation 


-  88  — 
p-i 


qui  nous  sera  utile.  On  a,  si  — —  est  pair, 


P  — l 
i  -+-  n.QQ  •+-  nu  -+-  n%%  ■+-  n83  =  — - —  9 

4 

/>  — 1 
/i8»  -f-  2/lu  -h  /in  =  — - —  > 

4 

/?  —  1 


les  deux  dernières  donnent  2/i2a  =  »n+  ^33» 
01  £— —  est  impair, 


D  —  I 

/lOO  ■+"   ^11  ■+"  ^îî  "H  W33   =    ; » 


D  —  1 
7*33 -+-  2/lij-4-  /lu  =   — > 

4 

4 


et,  comme  dans  le  cas  précédent,  on  déduit 

Le  nombre  des  systèmes  de  solutions  de  la  congruence  qua- 
drinôme  g*+x9  -\- g?+w  -\-  gy+*ç -\-  1  =  o  (mod.p)  peut  s'exprimer 
à  l'aide  des  nombres  najp  et,  dans  certains  cas,  de  plusieurs  ma- 
nières; ce  qui  conduit  à  des  équations  du  second  degré  entre  les 
nombres  positifs  /?«,p.  C'est  de  ces  relations  que  Gauss  a  déduit 
ces  nombres  /ia,p»  dans  les  cas  de  q  =  3  et  de  q  =  4  ;  mais  nous 
trouverons  des  relations  analogues  dans  l'étude  de  l'équation 
xP  — 1  =  0. 

21.  Soit  8  une  racine  autre  que  1  de  l'équation  xP —  1  =  o$  la 
somme 

où  co  désigne  le  rapport  — >  acquiert  q  valeurs  distinctes  lors- 

qu'on  substitue  à  6  les  diverses  racines  de =  o  ;  on  les  ob- 

tient  en  donnant  à  /  les  valeurs  o,  1,  2,  ...,q_%  dans  l'exprès- 


L'équation  de  degré  q,  qui  a  pour  racines  les  quantités  s/,  est 

abélienne,  et  elle  permet  de  décomposer  en  q  facteurs  de 

x  —  i 

degré  co.  Les  quantités  si  ont  été  désignées  sous  le  nom  de  périodes 
des  racines  d'ordre  p  de  l'unité.  Nous  désignerons  par  8*  la 
somme 

on  a 

Si  =  —  î. 

La  Aième  puissance  de  Si  est  égale  à 

le  signe  S  s'étendant  aux  co*  termes  qu'on  obtient  en  donnant  à 
chacun  des  nombres  t ,,  *2,  ...,«*  les  co  valeurs  o,  î,  2,  . . .,  co  —  i . 
D'après  cela,  soient  coN*  le  nombre  de  fois  que  la  somme 

^^annule  suivant  le  module/?;  coN*y  le  nombre  des  valeurs  de  <r 
^t^tisfaisant  à  la  congruence  x™  —  £^w=  o  (rnodp),  c'est-à-dire 
{Pouvant  se  mettre  sous  la  forme  g****  (mod/>);  on  a 

'où 

S*  =  ycoNiti ■+-  3(N*0  4-  Na-i  -h  . . .  -+-  NAv/-i). 

ais  on  a  évidemment 

N*  -4-  N*0  ■+-  Nxri  H- . . .  -hNx.v-i  =  «*-'  î 

onc 

§^  =  (0)^  -*-i)N*  — co*-»  =  />N*— w*-», 

n  se  rappelant  que  S«  =  —  î . 
Soit 

,    .rf-t- Pi #f-»~P,a;f -*  —  ...-+-  P7  =  o 


Ék, 
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l'équation  aux  q  périodes.  Les  formules  de  Newton  donnent 

S*  -+-  Pi  S*-i  ■+-  PtSk-*  -+-.-.  *t-  k PA r  =  o, 
si  £  est  égal  ou  plus  petit  que  9;  et 

S*  -+-  Pi  S*-l  ■+■  PîSA:-î  -+-...-+-  Pc $k-q  =  O, 

si  A*  est  plus  grand  que  q.  Les  premières  déterminent  les  coeffi- 
cients P, ,  P2,  . . . ,  Pç  en  fonction  de  §< ,  82»  •  •  •  ?  3Ç  ;  les  dernières 
donnent  des  relations  entre  les  nombres  entiers  Sa,  qu'on  peut 
exprimer  en  fonction  des  nombres  na^  du  numéro  précédent. 

22.  Nous  considérerons  d'abord  le  cas  de  co  pair. 

Alors  on  a 

Nj  =  1 ,        Nj  a  =  7t_a,  _a  ; 

pour  abréger,  nous  poserons  N2a  =  wa;  N3  est  égal  à  Nao  =  /i0,  et 
enfin  on  voit  facilement  que 

1  =  0 
On  a,  par  suite 

p  (y—  Qui  — /?(/i0  + i) -f- (Q«  />  —  3(0  —  i. 
*  i  —  1,         rj  — ,         r3  = t; , 

ce  qui  donne 

a?1  -h  a?  h ~-  =  o 

4 

pour  l'équation  aux  deux  périodes  ;  et 

^  3  3 

pour  l'équation  aux  trois  périodes. 

Le  nombre  n0  est  inconnu  dans  la  dernière  équation;  mais  on 
a  la  relation 

SiH-PiSs-^PîSî  —  Pa  =  o; 

substituant  aux  lettres  S  et  P  leurs  valeurs  en  fonction  des  nom- 
bres /i0,  fln  ^2»  il  vient 

3  (  ni  ■+■  n]  •+-  n\  )  -+-  4  n0  —  co*  -4-  1  =  o  ; 
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el  l'on  a  déjà 


p  —  i 

i  -+-  n0  -+-  /ii  •+■  nt  =  o)  =  — ^ — • 

Ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer  les  trois  nombres  /i, 
qui  doivent  être  positifs.  Posons 

»i  —  *!  =  *, 

d'où 

/if  -t-  n*  =  v j— ^ ; 

la  première  devient 

9/iJ  —  a(3u)  —  7)/i07+-  3v»-+-  to»  —  6w  ■+•  5  =  o, 

équation  qui,  multipliée  par  q,  se  met  sous  la  forme 

27V*  -+-  (g/ie—  3w  ■+•  7)*  =  4/>- 
Posons 

9n0—  3(o -4-7  =  L; 
les  deux  conditions 

L==i  (mod3),        27v*-hL*  =  4/? 

déterminent  L  et,  par  suite,  n0;  /»,,  /ia  peuvent  se  permuter  entre 
eux,  en  changeant  la  racine  primitive  prise  pour  g»  L'équation 
aux  trois  périodes  devient,  en  faisant  Zx  -f- 1  =,y, 

y*—3py—ph  =  o. 

23.  Nous  supposons  toujours  co  pair.  Les  q  périodes  5/  sont 
réelles;  en  effet  on  a 

/,=«-!  '1-7-1 

#,=   V  e*'-"'*=   V   |V-4-'«*-+-eV+'«*]l 

1*1=0  l|=0 

en  remarquant  que  g*  ^ —  1  (mod/?);  et  la  quantité  entre 
crochets,  somme  de  quantités  imaginaires  conjuguées,  est  réelle. 
Par  suite 

»*>**>7» 
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ou,  en  remplaçant  32  par p  —  co  et  $*  par  jdN*  —  to3, 

(Q3-f-(/>  —  (Q)«  10»     (     (/>  — CO)» 


/> 

Mais  ]N4  est  égal  à 

i  — 0 

donc    % 

(/>  —  to)«($r  — 

■*"         q         >    2àni>         q 

i-0 

et  Pou  a 

2m=  to  —  i . 

Désignons  par  v  le  plus  petit  des  nombres  nu  alors  la  somme 

des  carrés  des  q  —  i  autres  est  égale  ou  supérieure  à — — -  ; 

donc 

(P  —  ")»(?—  i)       (to  —  Q*  >  (co  —  i  —  v)» 

inégalité  qui  peut  s'écrire 


(p  —  <*>)«(?  —  î)  >  /co  —  i  __ vy 


et,  comme  v  est  inférieur  à 


,  co  —  i 

7 


V 


>  to  — '  _  (p  —  «Kg  —  y), 
~    ?  s/pq        ' 


Les  nombres  /i/  sont  inférieurs  à  co  —  i  —  (y  —  i)v,  ou,  en  rem- 
plaçant v  par  sa  valeur, 

to  —  i        (/>  —  cu)(y  —  0»  ^  _   ^  co  — i        (/>  —  co)(gr  —  i) 
9  yfpq  q  Jpq 

Le  nombre  /i/  représente  le  nombre  des  systèmes  de  solutions 
de  la  congruence 

g-' (r'i -\- y'i) ->,- \  ~.  o    (mod/?  =  qto  -m), 

pour  lesquels  aucun  des  deux  nombres  x>y  n'est  divisible  par  />. 
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Lorsqu'on  remplace  co  par  les  nombres  pairs  successifs  dans  l'ex- 
pression <o<jr-f-i,  on  obtient  une  infinité  de  nombres  premiers: 
d'après  les  inégalités  que  nous  venons  d'établir  pour  tous  ces 
nombres  premiers  correspondant  aux  valeurs  de  co  supérieures  à 
une  certaine  limite,  la  congruence 

xi-ï-jr*!  r==  z*i     (mod p  =  q iû -\- i) 

admet  des  systèmes  de  solutions  pour  lesquels  aucun  des  nombres 
x,y,  z  n'est  divisible  par  p.  Si  le  contraire  avait  lieu,  l'impossibilité 
de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  xi-\-yi=  zi,  impossi- 
bilité annoncée  par  Fermât,  serait  démontrée,  puisque  l'un  des 
nombres  x,  y  ou  z  devrait  être  divisible  par  une  infinité  de 
nombres  premiers.  Pour  q  égal  à  3  ou  4;  la  proposition  que  nous 
venons  d'établir  résulte  immédiatement  de  l'équation  aux  trois  et 
aux  quatre  périodes,  comme  l'a  remarqué  Libri  [Mémoire  sur  la 
théorie  des  nombres  (Journal  de  Cretle,  t.  9),  rappelé  par  le 
P.  Pépin  (Comptes  rendus^  1880,  2e  semestre)]. 

24.  Lorsque  co  est  impair,  q  est  forcément  pair.  On  a 


nous  poserons,  pour  abréger  l'écriture, 


.=?_, 


-  3.  -  *m  r  +« 

Par  suite 


*  i=0  * 


$,  =  —  i,        8,  = —  w,        Sj=/w^  —  <o*; 
d'où 

*Pnq  —  (w  •+"  0(aw  "+"  0 

p,=,    pf=ît±l,    p,=-    '" 


'  •  —  il 

'h  o 


Ainsi,  pour  q  égal  à  2,  on  a,  pour  l'équation  aux  deux  périodes, 


•  P—  l 
si  — —  est  impair, 


,r!  +  H ■—  =  o. 

4 
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La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ne  suppose  pas  le 
nombre  q  premier;  les  formules  s'appliquent  donc  au  cas  où  q  est 
un  nombre  composé;  mais  alors  il  y  a  en  outre  des  relations  qui 
simplifient  les  calculs. 

i 

25.  Soit  ^=4-  On  a 

sj  =  eco  -4-  n0Si  -4-  /ii*/+i  ■+■  #**/+*  -4-  /is^/^-s, 

e  représentant  i  ou  o,  suivant  que  — —  =  <o  est  pair  ou  impair. 

Dans  les  deux  cas,  s0  -+-  s2,  s{  -hs2  sont  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion aux  deux  périodes 

Or 

*o  "+■  *i  =  aeco  -+-  (n0  -4-  /ïj)7o-+-  (nt  -+-  nt)yu 

s\  ■+•  *i  =  aew  ■+■  ( no  ■+■  "tX^i  "+"  ( nt  ■+"  n»)7o> 

( *o ■+■  *i)*  —  *2  —  *î      w(i-ai)-(«i+»i  + 1)70  —  ( nt -+-  n, )yx  m 
*•*  =  3 = - , 

ainsi  il  sera  facile  de  former  l'équation  ayant  pour  racines  s0,  s2j 
connaissant  n0,  niy  n2l  n2. 

Des  équations  écrites  plus  haut,  on  déduit 

*0—  Sl  =(^0—  /lî)(*0—  *l)-*-(«l—  »•)(*!  —  »l)i 

ou 

de  même 

( n0  —  nt  —  j,  ) (*|  —  s^  -f-  (n,  —  /ij)($j  —  s0)  =  o. 

Éliminant  entre  ces  deux  dernières  équations  s0  —  s2,  st  —  ss ,  il 
vient 

Oi  ~  nz)2 ~h(n0—ni  —y0)(n0—n%  —yx )  =  o 

ou 

Nous  distinguerons  maintenant  les  deux  cas  de  co  pair  et  w  im- 
pair. 

Premier  cas  :  w  pair.  —  D'après  le  n°  20,  on  a  les  équations 

i -f- /io4-+- ni -h /ij-f- n3  x=  to,        a/ij  =  nx  -4-  /i3. 
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On  en  déduit 

n0=  (o  —  i  —  3/ij,        a(n0  —  /ij)-hi  =  îw-i  —  $n%=  a; 

a  est  déterminé  par  les  deux  conditions 

i6&* -4-a*  =/?,        a==  —  i     (mod4); 

fto»  "2  sont  donc  déterminés  sans  ambiguïté;  n{,  nz  peuvent  se 
permuter  en  changeant  la  racine  primitive  prise  pour  g. 
Les  quatre  périodes  de  l'unité  sont  données  par  l'équation 

16 

en  remplaçant  y  successivement  par^oj^iî  la  condition  trouvée 
4(/*i  —  ns)2-\-(2n0  —  a/i2-f-  i)a  =  p  exprime  que  les  deux  équa- 
tions obtenues  sont  équivalentes.  En  posant  a  =  4m  —  *  >  l'équa- 
tion en  x  peut  s'écrire 

a?1  — yx  —  (b*  •+■  m*  -+-  my)  =  o, 
ce  qui  donne,  pour  l'équation  aux  quatre  périodes 

(x%  _  6»  —  m*)*  -+-  (**  —  6*  —  m«)(a?  —  m)  -+-  ^f£  (a:  —  m)*  =  o. 

4 

Second  cas  :  <o  impair.  —  D'après  le  n°  20,  on  a  les  équations 
du  premier  degré 

n0  -h  /»i  -4-  Tij  -4-  n%  =  (o,         i  -h  x/»o  =  /»|  -+-  n8  ; 
d'où 

/^i  =  co  —  i — 3/*o»        an0  —  2 /ij -i- 1  =  8 /i0  —  aco-f-3; 

posons 

2(o  —  3  —  8/i0  =  a; 

les  deux  conditions 

\bl-±-al—p,        a  =?  —  i     (mod4) 

déterminent  complètement  a,  et  par  suite  n0,  n2- 

Les  quatre  périodes  de  l'unité  sont  données  par  l'équation 

3/>-4-i  —  (a-+-i)(a-f-4  r) 

r*  —  yx  H ; — — -^—    =  o 

ib 
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ou,  en  posant  a  =  4  m  —  *  ? 

36*-4-I  /0 

x1  —yx  h h  m(3  m  —  a)  —  my  =  o, 

4 

y  devant  prendre  successivement  les  valeurs  des  deux  racines  d^  ^e 
l'équation 

y%^ry-\ jï-  ==o. 


V. 

Des  équations  se  ramenant  aux  équations  binômes 
par  une  transformation  linéaire. 

26.  Si,  dans  une  équation  binôme,  on  remplace  l'inconnue  par 

une  fonction  linéaire  — 77  de  x,  l'équation  transformée  or- 

a  x  -+-  o  * 

donnée  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x  devient 

m(m  —  i)...(m  —  1  +  1)        _   , 

a0xm  -f-  maxxm-i-\- . . .  H v -. a/ar*-'-*- . . .  =  o, 

1.2...1 

trois  termes  consécutifs  de  la  suite  a0,  ctif  ...,  amy  satisfaisant  à 
une  relation  linéaire  homogène 

a0  ai  4-  at  at+i  -4-  <xt  a,+ 2  =  o  ; 

les  quantités  aQj  aiy  . . . ,  am  sont  donc  m  4-  1  termes  consécutifs 
d'une  série  récurrente  provenant  d'une  fraction  dont  le  dénomi- 
nateur est  du  second  degré. 
Réciproquement,  soit 


1  =  m 


/(*)  =  7,       ,   o /' «/#«-', 

^ftl^B  J  •  Jl  •  •  •    C- 

les  quantités  a0,  «i,  . . .  *  afn  satisfaisant  à  la  loi  de  récurrence 

on  a  identiquement 

(X'-  -  l)f(x)  =  (a0V—  <n)(r  -f-  X)"»  -  (a0X  —  at)(x  -f-  X')»', 
).  et  V  étant  les  deux  racines  de  l'équation 

a0  —  atX  -4-  a4X*  =t  o. 
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supposées  distinctes;  dans  le  cas  où  elles  sont  égales,  on  a 

f(x)  —  aQ(x  -+-  \)m—  m(a0l  —  ax)(x  -h  l)m-K 

Supposons  les  coefficients  Ac  f[x)  réels,  et  cherchons  le  nombre 
des  racines  réelles  de  l'équation  f(x)  =  o.  Ces  racines  s'obtiennent 

en  substituant  à  r,  dans  la  fonction  linéaire  — >  les  m  racines 

de  l'équation 

(i)  (a0l' —  at)ym  —  (a0X  —  aO  =  o. 

i°  Les  racines  de  l'équation  en  X  sont  imaginaires.  Les  racines 
de  l'équation  en  y  sont  aussi  imaginaires,  et  leur  module  est  égal  à  i  ; 

X'r  —  X 
si,  dans  la  quantité  — >  y  étant  une  racine  de  l'équation  (i), 

on  remplace  y/ —  i  par  —  y/ —  i,  elle  ne  change  pas 

Xi-X' 


i  i  —  y 

y 

donc  les  m  racines  de  l'équation  f{x)  =  o  sont  réelles. 

a°  Les  racines  de  l'équation  en  X  sont  réelles  et  inégales  :  la 

quantité  — ^-— —  est  réelle  ou  imaginaire  en  même  temps  que  y. 

L'équation  f(x)  =  o  a  le   même  nombre  de  racines  réelles  que 
l'équation  en  y  :  une  seule  si  m  est  impair;  deux  si,  m  étant  pair, 

— Y, est  positif;  aucune  si,  m  étant  pair,  — y est  négatif. 

Les  équations  du   troisième  degré  et  l'équation  dont  dépend 

tang  —  y  étant  donnée  tang  ay  rentrent  dans  la  classe  précédente. 


27.  Désignons  par  ^(O)  =  o  l'équation  ayant  pour  racines  les 
<p(m)  racines  primitives  de  l'équation  binôme  xm —  i  =  o  ;y^  étant 
une  racine  de  l'équation  (i),  les  autres  seront  Qjk0,  §2y0,  ..., 
§m~{yo,  ...  ;  et  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  o  sont  données 

par  la  formule  Xk=  — ^~kt. >  en  donnant  à  k  les  valeurs  o,  i, 

2,  . . .,  m  —  i.  Posons 

xv. 
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il  vient 

et,  en  général, 

a*+i  =  +(**); 

d'où 

Xk  =  tyk(x0)         et         tym(x)  =  X, 

quel  que  soit  x. 

Réciproquement,  soit  ty(x)  =  — -r,  une  fonction  linéaire,  le 

déterminant  ab1 —  bd  étant  différent  de  o.  Identifiant  avec  la 
forme  précédente,  il  vient 

a       X'8  —  X  V      V—  6X  b  .., 

d'où 

^=-(X  +  X<); 

et  X,  X'  sont  les  deux  racines  de  l'équation 
(2)  a'X*  —  (b'  —  a)X  —  6  =  o; 

si  elles  sont  distinctes,  la  valeur  de  0  est  déterminée  et  satisfait  à 
l'équation 

6*  •+■  i '—^ — ^ '  6  -+-  1  =  o. 

a  o  —  ab 

Si  les  racines  de  cette  équation  sont  des  racines  de  l'unité,  la 
suite  des  fonctions  xy  <{>(#),  ty2(x),  ...,  tyk(x)  est  terminée;  en 
tout  cas,  on  a 

X'Ô*(a?H-X)  — X(a?-f-"X') 


^(ar) 


ar-f-X'— Ô*(a?H-X) 


Si  les  racines  de  l'équation  (2)  sont  égales,  on  ne  peut  satisfaire 
aux  trois  équations  (1).  Effectuons  la  transformation 


x>-x        t/  .     *'x(r)-x 
1-7  »  — x(r) 

d'où 

_   (rt'XX1—  6'X  -f-  al  —  6)y  —  a'X»  -+-(&'  —  q)X  ■+■  6 
/(^)  -  [a'X'ï_(6'-a)X'—  6  ]  j  -  a'XX'-t-  6'X'  —  aX  -f-  &' 


Prenant  pour  )/  la  valeur  de  la  racine  double  de  l'équation 

a'X>  —  (b'—  ct)X  —  6  =  0, 
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il  vien l 

et  Ton  en  déduit 

/          .,       a  +  b'\  , 

[a  —  b  h )  a;  -I-  2  6 

\  ™     / 


<{<*(#)  = 


ax  —  [a  —  b ) 

V  m     / 


a 


28.  Si  l'on  se  donne  les  deux  premiers  coefficients  a0,  aK  de  la 
fonction  /(j?)  du  n°  26,  et  les  trois  coefficients  a0,  a<  ,a2  de  la  rela- 
tion 0L0a£+  <*.\  ai+i  -H  a2tf*+2  =  °>  tous  les  autres  coefficients  de  la 
fonction  f(x)  sont  déterminés.  Nous  supposerons  les  trois  nombres 
a  entiers  et  les  deux  quantités  aQ7  aK  quelconques,  a0  étant  toute- 
fois différent  de  o.  D'après  ce  qui  précède,  les  m  racines  de  l'équa- 
tion f(x)  =  o  sont  représentées  par  x,  <{>(#),  •..,  tym~*  (.r),  x 
étant  Tune  d'elles,  et  ù(x)  la  fonction  linéaire 

(X'6  —  X)y  —  XXy(i  —  0) 
(,_ 0)ar  — (X6  — V)    ' 

où  X,  X'  sont  les  deux  racines  supposées  distinctes  de  l'équation 
«o-H  s^X-j-  a2X2  =  o,  et  0  une  racine  primitive  de  l'équation 
8m —  i  =  o.  On  a 

X[6_— X  _  «t-t-s  X6  —  X'  _  ati  — z 

i  —  0     ~~     a  a2  î  —  O     ~~     a  atj 

s  étant  définie  par  l'équation 
d'où,  en  posant  a*  —  4*0*1  =  A, 


0  = 


•A 


Si  l'on  remplace  0  par  sa  valeur  en  fonction  de  z  dans  l'équation 
de  degré  <p(/ft)  donnant  les  racines  primitives  de  0m —  i  =  o,  on 
obtient  une  équation  à  coefficients  entiers  et  n'ayant  que  des  termes 
de  degré  pair  en  z.  Cette  équation  est  irréductible  ou  se  décom- 
pose en  deux  autres  de  degré  -^ — -  irréductibles;  car,  en  remplaçant 


—  iOO  — 

~  par  j'2  ou  v,  on  obtient  une  équation  irréductible  '(2°)-   Il  est 

facile  de  voir  quand  elle  peut  se  décomposer  pour  m  égal  à  un 
nombre  premier/?  ou  au  double  d'un  nombre  premier.  D'après 
une  formule  de  Gauss  (Serret,  Algèbre  supérieure), 

4?^=Y«^(-i)Cï~|>Z«; 
x  —  i 

ainsi  l'équation  en  z  prend  la  forme  Y2-f-/?AZ2  =  o,  si  m  est  égal 
kp  ou  2/?,  p  étant  un  nombre  premier  congru  à  —  i  (mod  4)?  Y  et 
Z  étant  des  fonctions  entières  de  z  ;  et  la  forme  Y2  —  /?Z2  =  o,  si  m 
est  égal  kp  ou  *p,p  étant  premier  et  congru  à  i(mod4).  Donc, 
si  m  est  égal  à  p  ou  ip,p  étant  premier  et  de  la  forme  4^  +  3, 

l'équation  en  z  se  ramène  à  deux  autres  de  degré >  à  coeffi- 

cients  entiers  pour  les  valeurs  de  A  égales  à  — pet2;  l'équation  en 
z  est  irréductible  dans  tout  autre  cas  pour  m  premier  ou  égal  au 
double  d'un  nombre  premier. 
Soient 

quel  que  soit  le  nombre  entier  i,  r/j(z)  est  une  fonction  rationnelle 
de  c;  mais,  si  le  nombre  i  est  premier  avec  /??,  z  peut  réciproque- 
ment s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  -,-.  Les  entiers  i  et  j 
étant  tous  deux  premiers  avec  m,  on  a 

yjyj< ->  =  •*  7—7577  =  Z'X/(->; 

les  fonctions  y,,  y  y  sont  donc  échangeables  entre  elles,  conformé- 
ment à  ce  qui  a  été  démontré  au  n°  18. 

29.   Cherchons  dans  quel  cas  les  coefficients  de  la  (onction  fi(-r) 
sont  des  nombres  entiers,  et  par  suite   l'équation  /(.r)  =  o,  abé- 

lienne.  On  a 

(a,—  z)jt  —  2ï„ 

•}(.r)  —    ; 

•2a2~  —  (a,  -h  5) 

dans  tous  les  cas,  les  coefficients  des  diverses  fonctions  fi(:r), 
<l2(x), . .  vi"1-1  ('-)  sont  des  fonctions  rationnelles  de  z;  et,  d'après 
ce  quia  été  dit  plus  haut,  l'équation  en   ^  ne  peut    se   ramener  à 
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une  équation  du  premier  degré  que  dans  les  cas  de  m  égal  à  2,  3, 
4  ou  6. 

Soit  d'abord  m  égal  à  6.  L'équation  en  0  est  62  —  0  -f-  i  =0  ;  l'é- 
quation en  z  qu'on  obtient  en  substituant  à  0   la  fonction ^-=. 

z  -h  /A 

est  z2  -+-  3  A  =  o  ;  posons 

A  =  a}  —  4  *0  **  =  —  3û*. 
d'où 

a? -h  3a1 


*o  = 


4** 


On  peut  prendre  pour  af  et  a  des  nombres  entiers  quelconques 
de  même  parité,  pour  a2  un  diviseur  quelconque  du  nombre  entier 

— — ; ;  a0  est  alors  déterminé;  toutefois  a0,  al?  a2  ne  doivent  pas 

avoir  de  diviseur  commun;  z  est  égal  à  ±3a,   z.%  qzia  est  un 
nombre  pair  et  la  fonction  ty(jc)  devient 


ai  —  3  a 

• 

ati-+-  3a  ' 
•2. 


son  déterminant  est  égal  à — -^ h  a0a2  =  3a2. 

Soit  m  =  3.  L'équation  en  8  est  82  -f-  8  -+-  1  =  o,  l'équation   en 
v,  3^24-A=o;  posons  encore  A== —  3a2  =  a}  —  ^olqOl2;    d'où 

oc0a2  =  — — ;  a,  a0,  a,,  a2  peuvent  être  choisis  comme  précé- 
demment; z  est  égal  à  ±«;  a,  =p  a  est  un  nombre  pair  et  la  fonc- 
tion ty(x)  devient 

%i  —  a 

x—  a0 

2 


«i  -4-  a    ' 


2 _j 

son  déterminant  est  égal  à — h  a0a2  =  a2;  si  a2  est  égal 

à  1 ,  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  o  se  développent  en  fractions 
continues  terminées  par  les  mêmes  quotients  (Serret,  Algèbre 
^supérieure).  L'équation  aux  trois  périodes  rentre  dans  ce  cas;  le 
nombre  que  nous  désignons  ici  par  a  correspond  au  nombre  que 
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nous  avons  appelé  v  au  n°  22  et  qui  est  défini  par  l'équation 

Soit   m  =  4-    L'équation  en  9   est  924-  1  =  o,  l'équation  en  z, 

£2-|-A  =  o;  posons  A  =  a2  —  4aoaî  =  —  a2, d'où  a0a3  ==  — *— — • 

On  peut  prendre  pour  a,,  a  des  nombres  pairs  quelconques,  pour 

a,  un  diviseur  du  nombre  entier  -î— ; — >  tel  que  a0,  al7  a2  n'aient 

pas  de  diviseur  commun,  z  est  égal  à  ±  a;  ol{  ±  a  est  un  nombre 
pair  et  la  fonction  ty(x)  devient 


*1 

2 

a 

x  —  at0 

s* 

a? 

__ 

aj+a 

Le  déterminant  de  <{>(#)  est  égal  à — ;  comme  dans  le   cas   de 

m  =  6,  ce  déterminant  ne  peut  jamais  devenir  égal  à  ±  1 ,  puisque 

a  et  par  suite  —  sont  des  nombres  pairs. 

Soit  enfin  m  =  2  ;  considérons  le  cas  où  l'équation  proposée 
D#2-f-  E#+  F  =  o  a  ses  coefficients  entiers.  On  peut  satisfaire  à 
la  relation  a0D  4-  a,  E  4-  a2F==  o  d'une  infinité  de  manières,  en 
prenant  pour  les  a  des  nombres  entiers;  il  en  résulte 

cliXi  —  a0 
aj^i  — a, 

X\,x>2  étant  les  deux  racines  de  l'équation.  Elles  se  développeront 
en  fractions  continues  terminées  par  les  mêmes  quotients  si  Ton 
peut  satisfaire  à  la  condition  aj  —  a0a2  =  zh  1 ,  ou  par  l'élimina- 
tion de  a0, 

a2  rt  1 
avec  la  condition  — =  entier.  Cette  dernière  équation  est  tou- 

jours  possible  lorsque  D  ou  F  est  égal  à  ±  1;  a2.r,  —  af  est  une 
unité  complexe  lorsque  D  =  zh  1 . 

30.  Lorsque  les  racines  d'une  équation  irréductible  sont  reliées 
par  une  équation  linéaire  axt  x2-f-  bxK  -4-  cx2-h  d=  o,  ou  j)lus 
généralement  lorsque  les  racines  d'une  équation  f{x)  =  o,  de  degré 
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m 


il  suffit  de  remplacer  t  par  — — ï  pour  avoir  une  équation  paire. 


m,  peuvent  se  partager  en  —  groupes  de  ja  racines,  les  racines  d'un 

groupe  pouvant  être  représentées  par  #,  0(x).  ..0^~*(x),  x  étant 
l'une  d'elles,  0  une  fonction  rationnelle  et  linéaire,  $v-(x)  étant  iden- 
tiquement égale  à  X,  on  peut,  par  une  transformation  linéaire,  ra- 
mener l'équation  à  la  forme  F(yV-)  =  o,  F  désignant  une  fonction 
entière.  Ainsi,  dans  le  cas  où  la  relation  est 

ax\Xx-\-  b(xi-^  Xi)  -+-  c  =  o, 

on  peut  ramener  l'équation  à  la  forme  F  (y2)  =  o.  Si  a  n'est  pas 
nul,  on  simplifie  les  calculs  en  ramenant  l'équation  à  être  réci- 
proque par  une  substitution  linéaire  et  entière,  x=  c/.t  -+-  (3;  puis 

Soit  l'équation  du  quatrième  degré 

/(x)  =  ^  +  6^'+  $rx  ~+-  s  =  o. 
On  a,  pour  déterminer  a  et  (3,  les  équations 

ï6/(P)i«-/(P)Lr(P)]«  =  o,     »«  =  ^|j\ 

ou 

Pa+  i^2!  P«-  3?P-  j  =  ?(P)  =  o,  a»  =  T'(P). 

Ht  Ton  voit  immédiatement  que,  si  les  coefficients  def(x)  sont  réels, 
il  y  a  deux  valeurs  réelles  et  positives  pour  a2  si  les  trois  racines 
«le  l'équation  cp((3)=  o  sont  réelles,  et  une  valeur  réelle  et  posi- 
tive pour  a2  si  o($)  =  o  a  deux  racines  imaginaires. 


Sur  les  transformations  planes  non  isogonales  ; 

par  M.  C.-A.  Laisant. 

(Séance  du  19  janvier  1887.) 

D'un  point  X  d'une  figure  plane,  on  déduit  un  point  Y  par  une 
transformation  quelconque ,  c'est-à-dire  au  moyen  d'une  con- 
struction géométrique  bien  définie,  quelle  que  soit  d'ailleurs  cette 


e 
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construction.  En  général,  la  transformation  ne  sera  pas  isogone      ' 
cela  n'aura  lieu  que  lorsque  y  pourra  s'exprimer  sous  la  for 
cp(x),  la  fonction  <p  pouvant  d'ailleurs  se  décomposer  en  Ç|  -h/ç 
Mais,  alors  même  qu'il  n'en  est  pas  ainsi,  la  nature  des  co 
structions  indiquées  permet  d'écrire  y  sous  la  forme  analyticp^^-1 
suivante  : 

(l)  Y  =  <p(X,CJX). 

Considérons  un  point  X  quelconque,  et  posons,  pour  la  valeur 
correspondante 

W  d\      p%         </ejx  '     q' 

p  et  q  sont  alors  deux  quantités  géométriques,  constantes  pou 
un  même  point.  Si  nous  diflerentions  la  relation  (i)  en  donnan 
à  x  deux  accroissements  arbitraires  rf|X,  rf2x,  il  viendra 

(  3  )  dt  Y  =  p  dx  x  ■+■  q  cj  dx  x  , 

(4)  dxx  =pd1\-^-qcjdi\. 

La  conjuguée  de  l'équipollence  (4)  est 

(5)  cjrfjï  =  cj>  c]dtx  -+■  c'jq  dt\. 
De  (3)  et  de  (5)  on  tire 

</|Y  CJr/iY  —  c/,Y  cjc/i  Y  =  (/>CJ/y  —  q  ejyK^X  cj  rft  X  —  f/4  X  cj  </,  X  >, 

c'est-à-dire 

(G  )  (  YY,  Y,  )  =  (p  cjp  —  </  cJ7(\X, X2), 

en  désignant  par  XX,,  XX2,  YY,,  YY2  les  déplacements  infini- 
ment petits  rf,\,(/2x,  tii  \,  d2x*  respectivement. 

Le  rapport  des  aires  infiniment  petites  correspondantes  au- 
tour d%un  même  point  et  du  point  correspondant  est  donc- 
constant  pour  le  point  considéré. 

Cette  propriété  est  assez  curieuse,  et  elle  peut  d'ailleurs  s'é- 
tablir par  l'analyse  ordinaire,  sans  le  secours  de  la  méthode  des 
équipollences.  Elle  conduit  à  plusieurs  remarques. 

Si  nous  considérons  une  courbe  fermée  quelconque  dont  l'in- 
térieur est  parcouru  par  l'extrémité  de  la  variable  x.  l'extrémité 
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de  y  parcourra  l'intérieur  d'une  autre  courbe  fermée.  Appelons  dv 
et  rfÇ  les  aires  élémentaires  autour  de  deux  points  correspon- 
dants X  et  Y,  et  posons  pcjp  —  q  cj  q  =  k,  quantité  algébrique. 
La  relation  (6)  donnera 

dÇ  =  k  dv 
et,  par  intégration  portant  sur  toute  Taire  des  courbes, 

(7)  Z=fAd<j. 

Si  k  exprime,  par  exemple,  le  poids  spécifique  de  Taire  (sup- 
posée matérialisée)  de  la  courbe  (X)  en  chaque  point,  Ç  expri- 
mera le  poids  total  de  cette  aire. 

Si  k  exprime  une  coordonnée  normale  au  plan  de  la  figure, 
Ç  exprimera  le  volume  du  cylindre  se  projetant  suivant  la  courbe 
(X)  et  ayant  k  pour  hauteur  en  chaque  point. 

Dans  ces  deux  cas,  on  voit  que  Taire  de  la  courbe  (Y)  exprime, 
soit  le  poids,  soit  le  volume  dont  nous  venons  de  parler.  Le  fait, 
au  premier  abord,  pourrait  sembler  paradoxal,  puisque  la  courbe 
(Y)  ne  dépend  que  du  contour  de  la  courbe  (X),  si  Ton  ne  se 
rappelait  pas  que  le  mode  de  transformation  est  intimement  lié 
à  la  valeur  de  k. 

Cette  expression  des  volumes  par  des  aires  peut  offrir  de  Tin- 
térêt  dans  certaines  questions  particulières. 

Dans  la  relation  (3),  supprimons  Tindice,  et  posons  dx  =  dr.  e°. 
Nous  aurons 

dx  =  dr(pz^  -+-  ^e-0)  =  dr(  — ?  cos8  -+■  i  — -  sinOj. 

Soient 

2  2 

Alors 

(8)  d\  =  dr(X\  cosÔ  -*-  XB  sinO). 

De  là  plusieurs  conséquences  : 

i°  Si  l'on  décrit  autour  de  X  comme  centre  une  circonfé- 
rence infiniment  petite,  la  transformée  de  cette  circonférence 
sera  une  ellipse  infiniment  petite  de  centre  Y. 

2°  A  plusieurs  circonférences  concentriques  infiniment  pe- 
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tites  autour  de  X  comme  centre  correspondent  plusieurs  el- 
lipses homothétiques  de  centre  Y. 

3°  A  un  système  de  deux  rayons  rectangulaires  dans  la 
circonférence  de  centre  X  correspond  un  système  de  deux  demi- 
diamètres  conjugués  dans  l'ellipse  infiniment  petite  corres- 
pondante. 

Par  la  relation  (3)  on  reconnaît  encore  facilement  que  : 

Si  une  ellipse  quelconque  infiniment  petite  est  décrite  autour 
de  X  comme  centre,  elle  a  pour  correspondante  une  ellipse  in- 
finiment petite  de  centre  Y. 

Nous  bornons  là  ces  remarques,  en  nous  contentant  d'attirer 
l'attention  du  lecteur  sur  un  fait  :  c'est  que,  malgré  l'arbitraire 
que  présente  la  transformation,  la  transformée  infiniment  petite 
d'une  ellipse  autour  d'un  point  est  une  ellipse,  à  la  condition, 
constamment  sous-entendue,  qu'il  y  ait  continuité.  Il  y  a,  ce 
semble,  une  certaine  analogie  entre  ce  fait  et  la  théorie  de  l'indi- 
catrice dans  la  courbure  des  surfaces. 

Il  y  aurait  lieu  d'étudier  les  analogies  qui  doivent  se  produire 
lorsqu'on  examine  des  transformations  de  figures  dans  l'espace. 


Note  sur  quelques  intégrales  pseudo-elliptiques  ; 

par  M.  E.  Goursat. 

(Séance  du    if»   mars   1887.) 
I.  Considérons  une  différentielle  de  la  forme 


(0  /(•O-T» 


où  f(x)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  cl 

un  trinôme  du  second  degré,  non  carré  parfait,  pouvant,  comme 
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cas  particulier,  se  réduire  à  une  expression  linéaire.  Posons 

,    x  at*-\-bt-\-c  .. 

(a)  X=a'*»  +  67-4-c'=?(<); 


e  numérateur  et  le  dénominateur  de  y(l)  sont  supposés  premiers 
3ntre  eux,  et  l'un  au  moins  est  du  second  degré.  Par  cette  substi- 
tution, la  différentielle  (i)  devient 

3)  *(t)      di 


•R(T)" 

j(t\—  f(  ^+^  +  c\    L*»--aN*-i-M 

L  =  ab'  —  ba',        M  =  bc'  —  cb\        N  =  ca'—  ac\ 

R(0  =  A(ar«4-6^^-c)«4-B(a/^^H-c)(a,/«-4-67-t-c')-+-G(a7»-t-67-t-c')î. 

Les  deux  racines  lf,  t2  de  l'équation 

vériGent,  quel  que  soit  X,  la  relation  dévolution 

L  * ,  *,  —  N  (  1 1  -h  t s  )  -t-  M  =  o , 

obtenue  en  éliminant  \  entre  les  deux  équations 

al\  ti  —  c  —  X  [  a  t\  h  —  c']  =  o, 
a(<i-*-<i)-»-&  — X[a'(*i  +  /i)  +  6']  =o. 

Il  suit  de  là  que  si,  dans  <p(0'  on  ^l  'a  substitution  linéaire 

<4)  L^5  — N(r-f-^)-+-M  =  o, 

ou 

1  =  Lz  -  N  ' 
^n  aura  identiquement 

in  vérifie  en  effet,  sans  aucune  difficulté,  Jes  identités  ci-dessous  : 

o-iih-  y/+c'  =  (N»-LM)a'a'-,-yt+c', 

L*t  _  aN  i  +  M  =  (LM  -   N»  )  Ljs>~!tNr±i!! . 

v  '       (  Ls  —  N  )* 
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On  aura,  par  conséquent, 

dt      _      (LM  — N«)<&      __      dz 


v/R(0       /(Nj  —  LM)îR(^)       \/i\(z) 

f(  at1  -h  bt  -h  c   \_f/az*-*-bz-*-c  \ 
fya'tt-ï-b't  +  c')  ~''\a'z*-hb,z-*-c,)J 

L/«  —  aN<-t-M       _  L*«  —  aN^  +  M 
a' *«  h- 6' / -4- c'    ""        a'^-4-6 ':  +  c'  ' 

\Lz-n)  ~~f\a'z*->-b'z-hc')    a'z*  +  b'z-*-c'    "~       '*      ■ 
La  différentielle  (3)  jouit  donc  de  la  propriété  suivante  : 
//  existe  une  substitution  linéaire  involutive 

Lz  —  IN 

qui  permute  deux  à  deux  les  racines  de  l'équation  R(j)  =  o, 
telle  que  Von  ait  identiquement 


'(£=?)--'<•> 


2.  Inversement,  soit  R(£)  un  polynôme  du  quatrième  degré, 
ayant  quatre  racines  distinctes  # ,  6,  c,  d,  et  soit 

\A{t±  —  N(*i  -+-  /2)-f-  M  =  o 

une  substitution  linéaire  involutive  qui  permute  deux  à  deux  les 
racines  «,  /;,  r,  d.  Si  une  fonction  rationnelle  j(t)  est  telle  que 
Ton  ait  identiquement 

.fUi')-h^(ft)  -"=o, 
Tintégrale 

l'Un  -£= 

est  une  intégrale  pseudo-elliptique.  Désignons  en  effet  par  a  et  [ï 
les  points  doubles  de  Finvolution  précédente;  la  relation  entre 
/,  et  t-t  pourra  s'écrire 

/i  —  a        /2  —  a  _ 

7T^  "i"  v=lt  =  °' 
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Faisons  le  changement  de  variable. 


<-P 


=  u: 


la  différentielle    ,  se  change  en  une  différentielle  de  la  forme 

du 


•Ri(m) 


où  le  polynôme  R^w)  n'a  que  des  termes  de  degré  pair;  car  la 
relation  entre  les  valeurs  aM  u2  de  m,  qui  correspondent  aux  va- 
leurs tK ,  t2  de  £,  est  précisément 

m  -+-  r«t  =  o. 

De  même,  la  fonction  rationnelle  $(t)  se  change  en  une  certaine 
fonction  rationnelle  F(u),  et  la  relation 

devient 

F(iii)  +  F(u1)  =  o, 

c'est-à-dire 

F(ai)-t-F(— a,)  =  o. 

Il  suit  de  là  que  F(w)  sera  de  la  forme  wF,(//2),  et  il  suffira  de 

poser 

m*  =  x 

pour  ramener  la  différentielle 

uFi(u*)du 

à  une  différentielle  de  la  forme  (i).  On  peut  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Soit 

r     n  /  —  [\n 

L''T7=nJ 

une  substitution  de  période  i  permutant  deux  à  deux  les 
quatre  racines  a,  b,  c,  d  de  l'équation  R(/)=:  o,  et  $(t)  une 
fonction  rationnelle  telle  que  Von  ait  identiquement 


•  i 


1 
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l'intégrale 


/ 


est  une  intégrale  pseudo-elliptique. 

Ce  résultat  a  été  obtenu  d'une  autre  façon  par  M.  Raffy  (voir 
Bulletin,  t.  XII,  p.  5i);  le  procédé  ci-dessus  donne  en  outre  le 
moyen  d'effectuer  la  réduction. 

L'énoncé  précédent  s'applique  encore  lorsque  R(*)  est  du  troi- 
sième degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  quatre  racines  a,  6, 
c,  d  comme  infinie. 

3.  Les  quatre  racines  a,  6,  c,  d  étant  quelconques,  il  existe 
trois  substitutions  linéaires  de  période  a,  qui  permutent  deux  à 
deux  ces  trois  racines.  Par  exemple,  la  substitution 

(ab  —  cd)t  -h  (a -H  b)cd —  (c-t-  d)ab 
'      [(a-f-6)—  (c-f-  d)\t  —  (ab  —  cd) 

permute  les  deux  racines  a  et  b  et  les  deux  racines  c  et  rf.  Les 
deux  autres  substitutions  se  déduisent  de  celle-là,  en  prenant  suc- 
cessivement pour  a  et  b  deux  quelconques  des  racines,  et  pour 
c  et  d  les  deux  autres.  Désignons  par  Siy  S2,  S3  ces  trois  substitu- 
tions ;  avec  la  substitution  identique  /  =  £,  elles  forment  un  groupe 
de  quatre  substitutions,  et  l'on  a  les  relations 

S 2   __  ^2    __  n  î   
j    —  Oj    —  O  3    —  1  , 

S1S2  =  O2S1   =  S3,  S|0.3  =  S3S1   =  $2,  S2S3   —  S3S2  =  Sj. 

Soient  en  général  S  une  substitution  linéaire 


r    in/ -mi 

I.   u-nJ 


et  F(<)  une  fonction  rationnelle  de  /;  je  désignerai,  pour  abréger, 
par  F  (S)  la  fonction  rationnelle 


'{%£)■ 


Etant  donné  un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré  R(/), 
nous  connaissons,  d'après  ce  qui  précède,  trois  types  d'intégrales 


—  \u  — 

pseudo-elliptiques,  relatives  à  ce  polynôme, 

/(O 


//   x      dt 
?(0-7==: 
V/ÏÏ(7) 


•  /    x      dt 


les  fonctions  rationnelles  /(*),  <p(0>  <K0  vérifiant  respectivement 
les  relations 

/(Si)-4-/  =  o,        <p(S,)-+-<p  =  o,        <KS8)-f-4<  =  o, 

équivalentes  à  celles-ci 

/(S,)-+-/(S3)  =  o,        ?(S,)-4-<p(S,)  =  of        +(S1)-f-+(S,)  =  o. 

Il  est  clair  qu'en  ajoutant  ces  trois  intégrales,  on  obtient  encore  . 
une  intégrale  pseudo-elliptique 

où 

f(t)=f{t)-hl(t)  +  W); 

les  relations  précédentes,  qui  sont  vérifiées  par  les  fonctions  f, 
çp,  ^,  nous  donnent,  pour  la  fonction  cf  (*),  la  relation 

(5)  -f-h^(S,)-+-^(S1)-h^(S,)  =  o. 

Inversement,  soit  éf  (*)  une  fonction  rationnelle  satisfaisant  à  la 
condition  (5).  Posons 

/=^-^(s,)       ç  =  l±£(Si). 

^  9  '  ^  9.  ' 

on  aura  respectivement 

/(Si)-f-/=o,        ?(Sj)-f-?  =  o, 
de  sorte  que  les  deux  intégrales 

dt  r  .  .     dt 


J     VK(7)    J  -v  Vr(o 
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sont  des  intégrales  pseudo-elliptiques.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Soient  Sl?  S2,  S3  les  trois  substitutions  linéaires  de  période  2, 
qui  permutent  deux  à  deux  les  quatre  racines  de  l'équation 
R(*)  =  o,  et  §(t)  une  fonction  rationnelle  telle  que  Von  ait 
identiquement 

,f  -h  ef  (S,)  -4-  £(S,)  -hrf (S3)  =  o; 
l'intégrale 


/ 


v/R(/) 


<?s£  w/ie  intégrale  pseudo-elliptique. 

Le  théorème  s'applique  encore  lorsque  R(£)  est  du  troisième 
degré,  pourvu  qu'on  regarde  une  des  racines  a,  6,  c,  d  comme 
infinie. 

La  somme 

*f -+- rf(St  )-*-£(St  )-*-£(  S,  ) 

est  une  fonction  symétrique  des  quantités  af  6,  c,  d;  on  pourra 
donc  reconnaître  si  elle  est  nulle  sans  connaître  les  racines  du  po- 
lynôme sous  le  radical. 

Exemples.  —  Soit 

R(O  =  0  —  /MU  —  A2/2): 
l'intégrale 


y/(i  —  /2)ii—  kÛ*) 


sera  pseudo-elliptique,  pourvu  que  l'on  ait 


'w+*-»+'{iî)+'{-ii)=-*- 


11  en  sera  de  même  de  l'intégrale 


./•u 


-~r27(ri  —  A2t*-  ) 
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pourvu  que  Ton  ait 

^(*,)+/[*'ô-*')]  +/(^î)  ^-/(lîr^i)  =  »• 

(Voir  Hermite,  Journal  de  Liouville,    1880;   Raffy,  /or.  cj/., 
p.  71.) 

4.  L'analyse  qui  précède  nous  fait  connaître  une  relation  entre 
certaines  intégrales  pseudo-elliptiques  et  les  substitutions  linéaires 
qui  permutent  les  racines  de  l'équation  R(/)  =  o.  Si  les  quantités 
«,  b,  c,  d  sont  quelconques,  il  n'existe  pas  d'autres  substitutions 
linéaires  que  les  trois  précédentes  permutant  ces  quatre  racines. 
Mais,  pour  certaines  formes  spéciales  de  R(/),  il  existera  d'autres 
substitutions  de  cette  espèce.  Il  est  naturel  de  se  demander  si  l'on 
peut  aussi  rattacher  à  ces  nouvelles  substitutions :  des  intégrales 
pseudo-elliptiques.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu. 

On  peut  faire  sur  ces  substitutions  plusieurs  hypothèses.  Soient 
toujours  a,  by  c>  d  les  racines  de  R(*)  =  o;  il  peut  se  faire  qu'il 
existe  une  substitution  linéaire  ne  changeant  pas  le  point  a  et 
permutant  les  trois  autres  racines  by  c,  d  circulairement.  Cette 
substitution  sera  forcément  de  période  3,  et  on  pourra  l'écrire 


[*  —  ax'  **  —  a,J 


où       a  =  eJ  , 


Soit  maintenant  F(/)  une  /onction  rationnelle  de  t  jouissant 
de  la  propriété  exprimée  par  l'équation 


F(S)  =  *F; 


l'intégrale 


s 


F(0      dt 


•RÏÏ) 


jpourra  s'exprimer  en  termes  finis  au  moyen  de  symboles  élé- 
mentaires. 

Faisons  d'abord  la  transformation 


t  —  a 
/  —  a. 
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la  transformée  de  S  par  cette  substitution  est 

S'[s;  olz], 

rtf 

La  différentielle    ,  se  change  en   une  différentielle   de  la 

forme 

dz 

/s(A*>-+-B)' 

puisque  les  trois  racines  différentes  de  zéro  du  nouveau  polynôme 
sous  le  radical  doivent  se  permuter  circulairement  par  la  substi- 
tution S'.  La  fonction  rationnelle  F(l)  se  change  en  une  fonction 
rationnelle  de  z  vérifiant  la  relation 

Fi(a.-)  =  iF1(5), 
qui  sera,  par  conséquent,  de  la  forme 

et  la  différentielle  précédente  devient 

y(z*)zdz 

»  ■  ■■■■■■  * 

vA*(Az»-4-B) 

Il  suffit  maintenant  de  poser  z*  =  x  pour  être  ramené  à  une  diffé- 
rentielle de  la  forme  (1)5  d'où  résulte  le  théorème  énoncé  plus 
haut. 

On  peut  rattacher  à  ce  cas  de  réduction  une  intégrale  assez 
célèbre,  étudiée  par  Legendre  et  Clausen,  et  tout  récemment  par 
M.  S.  Gùnthcr  (Bulletin,  t.  X,  p.  89).  S'il  existe  une  substitution 
linéaire  de  période  3  laissant  fixe  une  des  racines  a,  6,  c,  d  et 
permutant  les  autres  circulairement,  on  pourra  toujours,  par  une 
substitution  linéaire,  ramener  R(/)  à  la  forme 

R(0=  '3  — i-; 

ce  qui  revient  à  supposer  a  =  oc,  b  =  1 ,  c  =  a,  d  =  a2.  Il  existe 
huit  substitutions  de  période  3,  qui  permutent  trois  de  ces  ra- 
cines et  laissent  fixe  la  quatrième  5  ce  sont  les  quatre  suivantes  : 

P  /  —  1        t  —  1  "1         r  /  —  a  /  —  a  "1       [~  /  —  a*  /  —  a*  ï 


l 
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et  leurs  répétitions.  A  ces  quatre  substitutions  correspondent  les 
quatre  types  d'intégrales  pseudo-eJlipliques 

fw  vfe'    /*  [(££)']  ïiî  /#=r 

les  substitutions  propres  à  réduire  ces  intégrales  sont  respecti- 
vement 

p-x      (LH\'-x      (l=±Y=x      /iz*LVB, 

La  première  s'offre  immédiatement.  Quant  à  la  seconde,  un  calcul 
facile  permet  de  vérifier  qu'en  posant 

on  a 

i         dx  t  —  i       dt 


ce  qui  donne  en  même  temps  un  résultat  connu  (Realis,  Afathesis, 
t.  II) 

/*  —  T  dt  2  (t  —  i)1 
.             =  r  arc  tang  -^— - 
t  +  iy/p-x        3               63v^-i 

On  trouve  tout  pareillement 

/*  —  a*        rf*  a  (a/—  i)* 
r    ,            =  tt-  arc  tang  - — == , 

/*  — a  *ft  a  (a»f  — i)« 
.            =  =-T  arc  tanc  - — ,  . 
t-*-**    JJïZri       3a*               °3V//3__I 

Désignons  par  A,  B,  C  trois  constantes  arbitraires;  l'intégrale 

s'exprimera  en  termes  finis  au  moyen  de  symboles  élémentaires. 
Cette  intégrale  peut  s'écrire 


/ 


X(*3  —  4)-h  jjl/î-4-v/         </* 


*' 


V^3  —  i  ' 
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où 

X  =  A-f-B-t-C,       fi  =  —  3(A-+-Ba*+C«),       v  =  6(A  -f-  Ba-f-  Ga«); 

\  jx,  v  sont,  comme  A,  B,  C,  des  coefficients  arbitraires.  Par  con- 
séquent les  deux  intégrales 

/*»  —  4  _dt  r  t  dt 

*3  +  8  /F=ï  '     J  (*»-h8)/F=1 

sont  des  intégrales  pseudo-elliptiques:  la  dernière  est  précisément 
l'intégrale  de  Legendre  et  de  Clausen. 

5.  Les  substitutions  linéaires  qui  permutent  les  quatre  quan- 
tités oo,  i,  a,  a2  forment  un  groupe  de  douze  substitutions  iso- 
morphe au  groupe  formé  par  les  rotations  qui  font  revenir  sur 
lui-même  un  tétraèdre  régulier  (voir  Klein,  Mathematische 
Annalen,  Bd.  XII).  Ces  substitutions  sont  les  suivantes,  abstrac- 
tion faite  de  la  substitution  identique  : 

.  i««j.    [-.'-m]-  ['^  [-Bï]' 
l'-i.    [•■•'■&]■  [<^>  [-.£\]- 

Les  trois  premières  sont  de  période  a  et  de  multiplicateur  —  i  ; 
les  quatre  de  la  seconde  ligne  sont  de  période  3  et  de  multipli- 
cateur a2;  les  quatre  dernières  sont  de  période  3  et  de  multipli- 
cateur a.  Pour  évaluer  le  multiplicateur  d'une  substitution  de 
période  3,  je  la  mets  sous  la  forme  normale 

[t  —  a  t  —  a  ~| 

a  étant  celui  des  points  doubles  de  cette  substitution,  qui  fait 
partie  des  quantités  ao,  i ,  a,  a2,  et  j'appelle  u  le  multiplicateur 
correspondant. 

Soient  S/  une  des  douze  substitutions  précédentes  et  u./  le  multi- 
plicateur correspondant.  Prenons  une  fonction  rationnelle  F(/  ) 
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satisfaisant  aux  deux  relations. 


2F<S<)  =  0' 


(6) 


i  =  l 
i'=  U 


2iF^=o; 


i  =1 


r  intégrale 


/f(0     * 


/**  —  I 

es*  *//ie  intégrale  pseudo-elliptique . 
Pour  le  démontrer,  je  pose 

'«•>*'0^H(kS)*'(SS)-w>. 

r(,)_F(;4i)+F(i-i)_F(L±^)„i„((), 

r(l)-,(£±î)-,(£ii)  +  ,(!±ïï)_«,*,, 

on  en  déduit 

F(0  =  ?(0-»-?i(0  +  ?i(0-+-?i(0. 

Mais  les  fonctions  cp|,  <p2>  Ça  vérifient  respectivement  les  relations 


de  sorte  que,  d'après  la  proposition  du  n°  2,  les  trois  intégrales 

/'    /   v       dt  C     ,   x       dt  r    ,   K       dt 

"(l>^37'    J^Tftï  J*{i)7f=î 

sont  des  intégrales  pseudo-elliptiques.  Nous  avons  encore  à  consi- 
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dérer  l'intégrale 


/ 


/   x       dt 


mais,  en  tenant  compte  des  relations  (6),  on  aura 

?(0  +  ?(*  <).■+•  ?(a*0  =  o, 
©(*)-+- a*  cp( «*)-+- a  <p( a*/)  =  o, 

de  sorte  que  <p(t)  sera  de  la  forme 

et  la  différentielle  considérée  prend  la  forme 

que  l'on  ramène  immédiatement  à  la  forme  (i),  en  posant  t*  =  x. 

6.  On  peut  encore  faire  deux  hypothèses  sur  les  substitutions 
linéaires  qui  permutent  les  quatre  racines  a,  6,  c,  rf  :  i°  il  peut  se 
faire  qu'une  substitution,  ayant  pour  points  doubles  deux  de  ces 
racines,  permute  les  deux  autres;  2°  il  peut  arriver  qu'il  existe 
une  substitution  linéaire,  permutant  circulairement  les  quatre  ra- 
cines. Dans  le  premier  cas,  la  différentielle 

•  dt 


•R(0 
pourra  se  ramener,  par  une  substitution  linéaire,  à  la  forme 


dt 

y 


//(/*-hl) 

et,  dans  le  second  cas,  à  la  forme 


dt 


/7^7' 


d'ailleurs  on  passe  de  la  première  à  la  seconde  en  changeant  /  en 

"~  -«  Il  suffit  donc  do  considérer  la  seconde  forme.  II  existe  huit 

substitutions  permutant  les  quatre  quantités  -h  i .  — i,  -h  yj — i. 
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k 

—  y/ —  i  ;  ce  sont  les  suivantes  : 

[t;t],    [t;it)9    [t;— 1}>    [t',  —  ù], 

ni-  [«-a-  ni-  [«-g» 

elles  forment  un  groupe  isomorphe  au  groupe  formé  par  les  rota- 
tions qui  font  revenir  sur  lui-même  un  système  de  deux  diamètres 
rectangulaires  de  la  sphère.  On  peut  faire  correspondre  à  ces  sub- 
stitutions les  types  suivants  d'intégrales  réductibles  : 

mais  il  est  à  remarquer  que  les  substitutions  de  période  4  ne  four- 
nissent pas  d'intégrales  pseudo-elliptiques  nouvelles. 

7.  Étant  donné  un  polynôme  R(0  de  degré  supérieur  au  qua- 
trième, n'ayant  que  des  facteurs  linéaires  simples,  il  n'existe  pas 
en  général  de  substitution  linéaire  permutant  les  racines  de  l'équa- 
tion R(*)  =  o.  S'il  existe  de  pareilles  substitutions,  on  peut  leur 
faire  correspondre  des  intégrales  ultra-elliptiques  de  la  forme 

ff[*,)/W)]dt, 

qu'il  est  possible  de  ramener,  par  une  substitution  algébrique,  à 
des  intégrales  de  genre  inférieur.  Sans  entrer  ici  dans  tous  les 
détails,,  je  rappellerai  les  deux  exemples  suivants,  qui,  du  reste, 
sont  bien  connus.  Si  Ton  a  affaire  à  un  polynôme  du  sixième  degré 
dont  les  racines  sont  en  involution,  on  sait  qu'on  peut,  par  une 
substitution  linéaire,  le  ramener  à  la  forme 

R( u)  =  au*  h-  bu*  -h  cm*  -+-  d, 

et  les  deux  intégrales  de  première  espèce  et  de  second  genre 

r    du  r  udu 

J  \Z\\Ï7T)'    J  /ffftï) 

se  ramènent  par  la  substitution  u2  =  x  à  des  intégrales  elliptiques. 
C'est  au  fond  le  cas  de  réduction  trouvé  par  Jacobi  {Journal  de 
C  relie  y  t.  8). 


—  120  — 
Comme  autre  exemple,  prenons 

R(O  =  t(<4-0; 

les  six  quantités  o,  oc,  ±  i ,  ±  i  sont  permutées  par  un  groupe  de 
vingt-quatre  substitutions  linéaires,  dérivé  des  deux  substitutions 

[t;it],    [f,j=^\; 

ce  groupe  est  isomorphe  au  groupe  formé  par  les  rotations  qui 
font  revenir  sur  lui-même  un  octaèdre  régulier.  Les  substitutions 
de  période  2,  qui  permutent  les  racines  deux  à  deux,  sont  au 
nombre  de  quatre  : 

A  chacune  d'elles  correspondent  deux  intégrales  de  première 
espèce,  n'ayant  que  deux  périodes  distinctes, 

/(t±i±yfc)dt         I   {tzke^t/dt 

D'après  un  théorème  dû  à  M.  Poincaré,  on  en  conclut  qu'il  y 
aura  une  infinité  d'intégrales  de  la  forme 


'(«/-+-  $)dt 
n'ayant  que  deux  périodes  distinctes. 


j 


Tliéorùmes  sur  les  déterminants  ;  par  M.   A. -11.  Aac.lin. 

(Séance  du    »  mars  iSS- . ) 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  Sur  le  coefficient  du  ternie  gé- 
néral dans  certains  développements,  publié  dans  le  Journal  de 
Mathématiques,  t.  11,  fascicule  11,  1 885,  figurent  divers  résultats 
obtenus  en   partant  d'un   théorème   fondamental.    L'objet   de   ce 
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Mémoire  est  de  généraliser  ce  théorème,  en  exprimant  les  ré- 
sultats sous  forme  de  déterminants. 

Le  théorème  en  question  établit  la  formule 

an(b  -c)  +  6»(c-a)  +  C»(fl-6)  =  khn-t, 

où  k  représente  a2(b —  c)-J-62(c  —  a)-\-c*(a —  b)  et  hn  la 
somme  (y  compris  les  puissances)  des  produits  homogènes  de 
degré  n  des  lettres  a,  6,  c. 

i .  Avant  de  procéder  à  la  recherche  proposée,  il  est  nécessaire 
de  démontrer  le  lemme  suivant,  auquel  on  aura  fréquemment  re- 
cours : 

Si  hn  représente  la  somme  {y  compris  les  puissances)  des 
produits  homogènes,  de  degré  /i,  des  lettres  a,  6,  c,  ...,  /,  h'n  re- 
présentant la  somme  analogue  des  produits  homogènes,  de 
degré  /i,  de  6,  c,  d,  . . . ,  /,  on  a 

h'n  =  hn — ahn-i. 

La  démonstration  très  simple  peut  être  présentée  ainsi. 
Nous  avons 


hn 

=  a« 

-h  an~ 

xh\ 

-f-a«- 

*h'f 

-+- . . 

.  -+- 

«*  a; 

-l-t- 

«K_ 

-i 

=  a[an~ 

l  +  o«- 

*à\ 

-f-a»- 

*h\ 

H-  ..  . 

■+■ 

«a;_ 

2    + 

Ki-* 

j 

=  ahn-\ 

-+-*'„, 

c'est 

-à- 

■dire 

(A) 

h'n  = 

h,- 

-aA„- 

-!• 

• 

a; 


n 


A' 


/» 


2.  Introduisant  dans  le  théorème  fondamental  rappelé  plus  haut 
la  notation  des  déterminants,  nous  avons 


! 

a 

an 

i 

a 

a» 

I 

b 

b» 

— 

i 

b 

6* 

I 

c 

c" 

i 

c 

c» 

hn-l, 


ce  qui  peut  s'écrire  plus  simplement 

|  a°     £»     c"  |=|  a°     b*     c*  |  A„_„ 
ou,  en   observant  que  |«°,6',c2|  est  égal  au  produit  des  diffé- 
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rences  de  a,  b,  c,  deux  à  deux, 

(1)  |  a°     6»     c«  |  =  [  a    b    c  ]hn-i. 

La  valeur  de 

|  a°     bP    ci  | 

peut  être  aisément  déduite  des  résultats  (A)  et  (i);   on  trouve 
ainsi 

|  a°     bP    c<t  |  =  [  a    b    c  ](hp-lhq-t  —  A^-jA^-i), 

ce  qu'on  peut  écrire  sous  la  forme 

|  a°     bP    c<?  |  =  [  a    b    c  ] 


p  —  i     p  —  i 
q-l     q-7. 


ou,  d'une  façon  plus  concise, 

(a)  |  a0     ôp     c*  |  =  [  a    b    c  ]  |  p  —  i     ^  —  a  |. 

Pour  plus  de  simplicité,  toutes  les  quantités,  telles  que*/*,,,  sont 
représentées  par  l'indice  n. 

3.  On  obtient  des  résultats  analogues  dans  le  cas  de  quatre  et 
cinq  lettres;  mais,  pour  plus  de  clarté  et  afin  de  mettre  en  lu- 
mière le  principe  sur  lequel  repose  la  démonstration  des  résultats 
dans  le  cas  général,  nous  ferons  d'abord  l'application  au  cas  de 
quatre  lettres. 

Nous  avons 

=  !  -+-  hi x -+-  /ijar'-t-  . . .  -+-  hnxn-Jr  . ... 


(î  —  ax)(i  —  bx)(\  —  cx)(\~  dx) 


où  hn  représente  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n  de 
a}  b,  c,  d. 

Maison  voit  facilement  que 

i  A  B  C  D 


(i  —  ax){i  —  bx)(i  —  cx)(i  —  dx)        i  —  ax       i  —  bx       i  —  cx       i  —  dx 
où 

a*                                                                               dz 
a ™ .  .  .  ,       D  =  — 

(a  —  b)(a  —  c)(a  —  </)'      "  "  '  (d  —  a)(d  —  b  )(d—  c)  ' 

et  ainsi 

nZ 

(  l  —  «Jj'-r...  =  I  -+-  ll\  x  ■+- . . .  -h  hn  x"  -r- 


(a  —  b)(a  —  c)(  a  —  d) 
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Le  dénominateur  commun  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion est  le  produit  des  différences,  deux  à  deux,  de  a,  by  c,  rf,  que 
nous  pouvons  représenter  par  [a  b  c  d];  en  réduisant,  nous 
avons 

+  cJ[a    6    ^](i  —  cx)rl  —  d*[a    b    c](i  —  ex)-1 
—  [a    b    c    d](i-\-  hix-+-  htx*  -h  ...  H-  hnxn+. .  .). 

Développant  et  égalant  les  termes  constants  dans  les  deux 
membres, 

|a«    4«    c*    rf»|=[a    6    c    d]. 

De  même,  égalant  les  coefficients  des  termes  de  même  degré, 
nous  avons  une  série  de  résultats  analogues  dont  la  forme  géné- 
rale est 

an[b    c    d]  —  ,..  —  dn[a    b    c]  =  [a    b    c    d]hn-i, 

c'est-à-dire 

(3)  |a»    6»    c»    rf»|=[o    6    c    d]hn-%. 

Pour  trouver  la  valeur  de 

|  a°    6*     en    dr  |  , 

remarquons  que  Ton  a 

|  a°    b*     ci    dr]=zar\b*    c»     d<i  |  — . . .  —  dr\  a*    6»     en  | 

ou 

|  a°    ô1     en    dr\=ar\b    c    d]h'f/_t  —  . . .  —  dr[  a    b    c]h't/_ly 

en  partant  du  résultat  (î). 

Dans  cette  égalité,  k'  se  rapporte  aux  lettres  6,  c,  d,  dans  le 
premier  terme,  et  aux  lettres  a,  6,  c,  dans  le  dernier. 

Partant  de  la  formule  (A),  pour  passer  de  hf  à  A  et  arrangeant 
les  termes,  nous  avons 


\ar     [b    c    d]  —  ...  —  df'    [a    b    c]jA^_, 
-ja'+»[ô     c    d]  —  ...  —  dr+i[a    b    c]\hq-z 

=  |  a°     6»     c»     rf'   |  V-j—  ;    a°     6l     c»     rf'+i  |A7-3 


r  —  2    r  —  3 
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ou,  d'après  (3), 

=  [a    b    c    d](hq-thr-z—  A7_s/*r_,), 

=  [a    b    c    d]     V-*    ?-* 

et  ainsi 

(4)  |  a°    b**  c*    dr\  =  [a    b    c    d]  \  q 

De  même,  nous  trouvons  la  valeur  de 

|  a°     bP    c?     dr  |. 

En  développant,  comme  plus  haut,  nous  avons 

|  a°    bP    d    dr  |  =  ar  \  b*    cp    d<i  |  —  . . . 

p—x    p-i 


r  —  a 


=  a**[6     c    d] 


?-i     y  — 2 


•  •  •  » 


grâce  à  la  formule  (2). 

L'indice  '  du  déterminant  se  rapporte  aux  lettres  6,  c,  d. 

Revenant  de  hf  à  A,  parla  relation  (1),  et  réduisant  par  un  théo- 
rème connu  de  la  théorie  des  déterminants,  nous  avons 


ar[b    c    d] 


—  a 


a* 


p  —  2    p  —  3 
q  —  %     y  — 3 


) 


r- 


/>-!      p-$ 
q-\      q-1 

=  \p  —  i     q  —  i\\a''[b    c    d]  —  ...  j  —  |  p  —  1     q  —  3  |  j  a*+*[b     c     d\  — 

-+-|/>  — 2     q  —  3  |  ja'-»-»  [b     c     d]  —  . . .  } 
=  I  P  —  »     7  —  2  1 1  «°     *'     c*     dr  \  —  \  p  —  i     q  —  3  |  |  a<>     6»     c*     rfr+i  | 

-f- 1  />  —  2     7  -  3  |  a«     6»     c2     dr+*  | 
=  [«     6     c     d\\  p  —  1     q —  2  |/ir-3  —  [«     &     c    d]\  p  —  1     <7~3  \hr-7 

-h  [  a     6     c     <7]  |  />  —  2     «7  —  3|  hr-.x 
p  —  1     p  —  2    p  —  3 

/•  —  1     /■  —  •>.     /•  —  3 
bP     Cl     dr  |  =  |  a     b     c     d\\  p  —  1     q  —  2 

D'une  manière  analogue,  en  appliquant  les  formules  (.î),  (4) 
et  (5),  on  déduit  les  résultats  correspondant  au  cas  de  cinq  lettres 
ay  b,  c,  rf,  e,  et  Ton  voit  que 

(6)       |  a»     6>     c*     </3     er|  =  [a     b     c  d  e]hn!t, 

c  d  e]\  r  —  3  5  —  4  |  • 

c  d  e]\  q  —  2  /*  —  3     5  —  4  | , 

c  ^  ^  1 1  /'  ~  !  7  —  2     '*  —  ^     s      4 


•1 


=  [a     b 


d\ 


(5) 


a1 


(7) 


a* 


fr     c*     rf' 


|  =  |«     b 


(8)  |  a0     6»     c7    dr     e'  |  =  |a     6 

(9)  |  a0     6/'    en    dr    c*  \  —  \a     b 


—  1£>  — 


où  [a  b  c  d  e]  représente  |  a0  b*  c2  d*  es  |,  ou  le  produit  des 
différences,  deux  à  deux,  de  a,  6,  c,  rf,  e,  et  ou,  dans  les  déter- 
minants des  seconds  membres,  les  diagonales  seulement  sont 
écrites,  c'est-à-dire  que  \p —  i ,  y  —  2,  r  —  3,  s  —  41  représente 


-3    />-f 
-4 


4 


4 


p  — l 

p-2 

P-* 

P 

q—\ 

q—1 

?-3 

9 

r  —  1 

r  —  1 

r  — 3 

r 

s  —  1 

S   —  '1 

s  —S 

s 

A.  Dans  la  recherche  précédente,  nous  observons  que,  pour 
obtenir  les  résultats  dans  le  cas  de  cinq  lettres,  nous  avons  utilisé 
ceux  obtenus  pour  quatre  lettres.  Aussi,  pour  établir  les  formules 
correspondant  au  cas  d'un  nombre  m  quelconque  de  lettres,  a,  &, 
c,  ...,/,  nous  appliquons  le  principe  d'induction  mathématique, 
en  supposant  les  résultats  établis  pour  m  —  1 . 

Nous,  avons 


=  \~+-hxx  +■  h%x* -*-...+ hnxn -h...  y 


(1  —  ax)(i  —  bx)(i —  ex), ..  (1  —  Ix) 


où  hn  représente  la  somme  des  produits  homogènes  de  degré  n  de 
a,  by  c>  . . . ,  /.  Mais  nous  avons  aussi 


ou 


(I 

—  ax){\  —  bx 

)(i  —  ex). 

..(1  —  lx) 

A 

—                  t. 

B 
1  —  bx 

G 

-h 

L 

1  —  ax 

•  •  • 
1  —  ex 

1 

—  Ix  ' 

S.    a- 

am-\ 

(a  — 

b)(a  —  c) 

.  ..(a  —  /) 

t 

/»*-! 

î   — 

• 

(/_„)(/_£). ..(/  —  A-)' 


d'où  nous  tirons 


a 


m-l 


b)(a  —  c)...(a —  /) 


(1  —  ax)~l-+- ...  =  IH-  htx-\-  htx*-+- ...  -4-hnxn-+- .. 


Le  dénominateur  commun  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion se  compose  des  produits  des  différences,   deux  à  deux,  de  a> 


6,  c,  . . . ,  /  ou  [a  b  c  d  . . .  /]  ;  d'où,  en  réduisant, 

am~i[b   c    d    ...    /](i—  ax)-*  —  6™-i[rt    c   d   ...    /](i—  bx)~i+... 
(B)    {      +  (  —  i  )*-!/«-*  [a    6    c     ...     X](i  — /ar)-' 

=  [a    6    c    d     ...     /](i-H  Ai  a?  H-  /*ix*-+-  .  ..h-  hnxn-h  ...). 


Si  les  formules  sont  vraies  pour  (m  —  i),  on  a 


(O 


(»') 


(3') 


(4') 


|  fto    c»  cP     ...     /*-» 

=  [6  c    d    ...     /], 

|  6©    c»  rf»     ...     *«-»    /r 

=  [6  c    rf    ...     /]A'r_m+1, 

|  6o    c«  d»     ...     *«-*    A:*    fr  | 

=  [6  c    rf    ...     /]  |  x — m-4-3    ^  —  w  +  2  |, 

|  6°    c1  d*     ...     #'*-*    A»    A:*    lr  \ 

=  [6  c    <i     ...     /]  |  u — m-t-4    x — w+3   .y — /m-2  |, 


.  (  I  6°    cp    di    er     ...     ly\ 
\      =  [6    c    d    ...     /]  [/? — i    q  —  7,    x  —  3     ...    y — w  +  2  |.... 

Déduisons  de  ces  m  —  i  formules  les  résultats  correspondants 
pour  m  lettres. 

Développant  le  premier  membre  de  (B)  et  égalant  les  termes 
constants,  puis  les  coefficients  des  termes  de  même  degré,  nous 
avons 

(i)  |  a<>     6»     c»     ...     /"»-i|  =  [a    b     c     ...     /], 

puis  une  série  d'autres  équations  dont  la  forme  générale  est 

|  a°     6i     c*     ...     km~-     lz  \  =  [a     6     c     ...     l]hz-m+x. 

Pour  avoir  la  valeur  correspondante  du  terme 

|  a0    6i     c*     ...     A"*-*    kï    lz  |, 

développons,   par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière  colonne, 
nous  avons 

|  «o     6«     c*    ...    6"'-3     k>     lz\  =  az\b°     ci     d*    ...    km~*     h\— ... 

=  a*[6     c    */     ...     /]A'V_W+Î — 


(I)' 


donc 

(3) 
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Revenant  de  h'  à  A,  par  la  formule  (A),  et  ordonnant, 

la5  [6    c    d    ...     /]  —  ...I  hy—m+i 

—  |as+1[6    c    d    ...     /] — ...jàr_m+i 
=  |  a»    b*    c«     ...     *»'-*     /*  |  Ar_m+, 

—  |  a°    6*     c*     ...     A:"»-*     /-+«  |  A^-m+i 

=  [ a    6    c     ...     / ]  ( hy-m+t  A-_m-H  —  Ar-/M+i  hz-.m+t  ) 

j'  —  m-Ha    j  —  m  +  i 


=  [a    £    c     ...     /] 


z —  m-\-  2    z —  m  +  i 


|  a°    61     c*     ...     A1»-»    Arr    /-  | 

=  [a    6    c     ...     l\\  y  —  m-f-a    .s  —  m  +  i 


Ensuite,  pour  trouver  la  valeur  de 


|  a<>     6l     c*     ...     ^«-*    A*    kr    /«  |, 


développons,  comme  auparavant  : 


|  a»    6»    c* 


gm-\    h*    kr    lz  | 


(3')   ;      =  a*|  6»    c»    </*     ...     A"»-*    A:*    /r  | — 


/]  |  x  —  /n-t-3    .x —  m-t-a  |  — 


Revenant  de  A' à  A  et  réduisant,  à  l'aide  d'un  théorème  connu 
de  la  théorie  des  déterminants,  nous  obtenons 

az[b    c    d    ...     /]  |  |  ar  —  m -h  3    y — m-H  a  | 

—  a  \  x  —  m  -t-  3    y  —  to  +  i 


■+■  a*\  x  —  m  -+-  a    y  —  m  -+-  ï  |  J  — 

Faisant  le  même  changement  dans  les  autres  termes  des  diffé- 
rents groupes,  de  façon  que  tous  les  termes  du  dernier  soient  ex- 
primés en  termes  en  A,  nous  avons,  en  appliquant  (i), 


x  —  m-\-Z    y  —  /w-+-a||a°  bl  c*  ...  km~%  lz 

—  |  x  —  m-+-3    )'-m+.i   |  |  a°  bl  c*  ...  km~*  /*+» 

+  |  j-m  +  2    j— iin-i||a0  61  c*  ...  **-*  /*+l  I, 

qui,  par  la  formule  (2),  est  égal  à 


[a    b    c     ...     /] 


x  —  /n-f-3    x  —  //i  -+-  a    a:  —  w  +  i 
^  —  m  -+-  3    j'  —  w  +  a    ^  —  m-f- 1 

z  —  m  -h  3     ^  —  m  -4-  a    ~  —  m-f-i 
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(5) 


d'où 

L\a°     6»     c»     ...     g™-1*     hx    k7     l~  | 

|       =  [  a    b    c     ...     l]\  x—  /ru-  3    /-m  +  2    ~  —  m  + 1  |  ; 

d'une  façon  analogue,  on  arrive  à 

|  a°    ô1    c*     ...    y*-»    gu    h*    kï    l-  | 

=  [a     6    c    ...    /]  |  u  —  m-h4     a? — m-i-3    j — m-4-a    -s  —  m-4-i    ; 

Enfin,  lorsqu'il  y  a  (m  —  i)  indices  généraux  p,  q, . . . ,  x,y,  s, 
on  a,  en  développant  comme  plus  haut, 

|  a°    bP    et     ...     h*    ky    l~  | 

=  a~  |  b»    en    di     ...     k*    iï  ]—... 

=  as[6    c     ...     l\\  p  —  i     q  —  a     r  —  3     ...    y —  w  +  af — 

Revenant  ensuite  de  lî  à  A  et  réduisant,  on  peut  voir  que 

p  —  i     q —  a     r —  3     ...    y  —  m  +  a  |' 
=  |  y»  —  i     q  —  a    /'  —  3     ...    y  —  m  +  a  | 

—  a   \p  —  i     q  —  i     ...     x —  m-+-3    y  —  m  +  i  | 

-t-a1!/?  —  i     7 —  jl     ...     a — m-t-4    ^ — m  +  a   .y  —  m-\-  i  | 

—  a*  |  /?  —  i     q  —  a     ...     / — m -h  5     a — m-t-3    x — m-t-2    jr — m  +  i  | 
-+- 

-»-( — \)m~*am-%\p  —  i    q  —  3     r  —  4     •••    y  —  w+i   |. 

Il  existe  des  expressions  semblables,  pour  les  autres  termes  des 
groupes  ci-dessus,  mais  avec  b,  c,  rf,  . . . ,  /  remplaçant  successi- 
vement a;  d'où,  par  l'application  de  (i)',  nous  aurons 

p  —  i     q  —  a     /*  —  3    . . .   y  —  m  -+-  -k  |  |  «°     b*     c*    ...    A:"»-*     /=  | 

p  —  i     q — a     ...     x — m +  3    y  —  m -h  i  \  \  a0     b1     c*     ...     km~*    /-^" 

p  —  i      ...     u  —  m  -h  4     *  —  ni  -+-  3    ^'  —  m  -h  i  | 

a°     6»     c*     ...     A""-*     /-+*  | 

/>  —  i     ...     /  —  m  -+■  5     m  —  w  -H  4     x  —  w  +  3     y  —  m-\-\ 

«o     6»     c*     ...     A-»*-*     /~+3  | 


m 


qui,  par  l'application  de  (2),  est  égal  à 


ay 


b*     c* 


.     h**-*    lz+m~ 


|  r/     /> 


'1 


P  —  « 

P  —  > 

p  —  5      . 

. .     />  —  //?  -4-  1 

7  —  1 

q  —  i 

7-3     . 

.  .       7  —  /N.-+-  ! 

r  —  I 

r  —  >. 

r— 3     . 

.  .      r  —  »i  +  i 

c  —  1 

z  —  2 

z  —  3     .. 

3  —  «i  +  i 
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donc 

(  |  a0     bP     cl     dr     ...      lz  \ 

\       =  [  a     b     c     ...     /  ]  |  p  —  ï     q  —  2     r  —  3     ...     z  —  m  -h  i   | , 

qui  établit  la  proposition  dans  le  cas  le  plus  général. 


Sur  un  point  de  la  théorie  des  surfaces;  par  M.  Dem autres. 

(Séance  du  16  mars  1887.) 

1.  Dans  une  Communication  précédente  (19  janvier  1887),  j'ai 
défini  la  flexion  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  relativement 
à  un  plan  donné.  Je  me  propose  d'établir  ici  diverses  expressions 
de  cet  élément,  qui,  pour  un  choix  particulier  du  plan  de  réfé- 
rence, se  réduit,  comme  on  le  verra,  à  la  torsion  géodésique,  in- 
troduite, par  M.  Bertrand,  dans  la  théorie  générale  des  surfaces. 

Soient 

MM'  un  élément  de  courbe  tracée  sur  la  surface; 

Q,  Q'  les  plans  tangents  correspondants; 

8,  8  -h  dh  les  angles  qu'ils  font  avec  le  plan  de  référence  fixe  P; 

d\  l'angle  des  deux  plans  Q  et  Q'; 

i/cp  l'angle  que  font  les  traces  des  deux  plans  tangents  sur  le  plan  P; 

/i,  h  -h  dh  lés  distances  de  M  el  de  M'  au  plan  P. 

La  flexion  de  MM',  par  rapport  à  P,  est,  par  définition, 


dy  sin1© 

Or,  si  nous  appelons  D  la  trace  sur  Q  d'un  plan  parallèle  à  P  et 
mené  par  M,  on  a  d'abord 

(2)  dh  =  MM'  sin^sinÔ, 

e  étant  l'angle  que  6  fait  avec  la  direction  D'  de  la  tangente  MM'; 
d'autre  part,  si  e4  est  l'angle  que  fait  avec  D  la  tangente  conju- 
guée de  D',  les  trois  plans  P,  Q,  Q'  forment  un  trièdre  dans  lequel 

les  deux  faces  dv*  zx  sont  opposées  aux  dièdres  Q,  Çp,  6  -j-  e/0;  on 
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aura  Jonc 


(3) 


QQ' 


Si  l'on  porte  les  valeurs  (2)  et  (3)  dans  l'expression  (1),  on  ob- 
tient la  première  expression  de  la  flexion 

...  r      MM'   sine 

(4)  /==  —  sTnV 

QQ' 

La  première  conséquence  à  en  tirer  est  la  suivante  : 

La  flexion  d'un  élément  MM'  n'est  pas  altérée  lorsque  le 
plan  de  référence  tourne  d'un  angle  quelconque  autour  de  sa 
trace  sur  le  plan  tangent  en  M. 

J'appellerai  alors  flexion  d'une  direction  D',  par  rapport  à  une 
direction  D,  celle  d'un  élément  de  courbe  pris  sur  O'  par  rapport 
à  n'importe  quel  plan  parallèle  à  D,  et  je  le  désignerai,  pour  abré- 
ger, par  le  symbole  (00'). 

Le  rapport  l—^—  est  susceptible  de  diverses  expressions  bien 
connues.  M.  Bertrand  a  donné  la  suivante  : 


S7  =  i/sjC0SÎ?"lfiSin,?î 


1 


où  ©  est  l'inclinaison  de  MM'  sur  la  direction  principale  de  cour- 
bure jT--  Substituons  celic  valeur  dans  la  formule  (4)  etdésignons 

par  co  l'inclinaison  de  D  sur  la  même  direction  principale,  nous 
aurons 

,                             =b  sinùo  —  o) 
/= ,     -         '-      > 


sin(co  —  ?•  )  \/ ÏTj 


eos*  o  -r-  ttt  sin*s 


K2 
tanpç-t  tarif: ç  —  —  — . 

Kliminons  s,  il  vient 


H.  K: 
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le  signe  ayant  été  déterminé  de  telle  sorte  que  d'f  soit  positif 
lorsque  la  rotation  s'effectue  de  la  première  direction  principale 
vers  la  seconde. 

On  a  d'autre  part,  d'après  une  formule  due  à  M.  Bonnet,  en 

appelant  ^,  la  courbure  normale  de  MM', 

MM'      n,   .    . 

— —  =  R  sin( Ej  —  s); 

d'où  celte  autre  expression 

(6)  <D,D)=Rsin£si"(£'-£). 

.SUIE, 

On  peut  enfin  obtenir  une  expression  où  figurent  les  courbures 
normales  ^>  -^  relatives  aux  distances  D  et  D'.  Si  Ton  développe 
l'équation   (5)  et  qu'on  y  remplace  costu,  sinco,  cos<p,  sincp  par 

les  quantités  proportionnelles  l/^r p'I/r —  ïï"' 1/   ïï W'1 

4/™  —  tv->  on  obtient,  après  une  réduction  très  simple, 

(7)  CDD",-  *"* 


rVU      Ri/ Ut      R/^RV  \ÏV     Ri/(r2      R7 

2.  Les  expressions  (4),  (5),  (6),  (7)  sont  également  propres  à 
mettre  en  évidence  un  certain  nombre  de  propositions  immédiates. 
Nous  les  déduirons  de  la  formule  (5). 

On  voit  d'abord  que,  si  Ton  échange  co  et  o,  l'expression  trouvée 
change  seulement  de  signe,  en  d'autres  termes  (DD/)  +  (D'D)  =  o. 
Donc  : 

Théorème  1.  —  La  flexion  de  &  par  rapport  à  D  est  égale 
et  de  signe  contraire  à  celle  de  D  par  rapport  à  Df. 

11  suit  de  là  que  toute  propriété  des  flexions  entraîne  une  pro- 
priété corrélative. 

Si  l'on  fait  cp  =  o,  on  obtient  /=  R,  tangco;  de  même,  pour 
<o  =  o,  f=  —  R,  tang  cp  ;  de  là  un  double  théorème  que  je  me  dis- 
penserai d'énoncer. 
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L'équation  (5),  sous  la  forme 

/  f 

(8)  -jj-  tangco  tangcp  -h  tangs  —  tangw  -h  £-  =  o, 

donne  lieu  au  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  A  chaque  direction  (D)  en  correspond  une 
autreD'  bien  déterminée,  telle  que  (DD')  ait  une  valeur  donnée/; 
cette  flexion  restant  constante,  les  droites  D  et  D'  engendrent 
deux  faisceaux  homo graphiques  ayant  pour  rayons  doubles 
les  asymptotes  de  C indicatrice  au  point  M. 

Si  Ton  désigne  par/,/,  les  flexions  de  D'  par  rapport  à  deux 
directions  D,  D,  perpendiculaires  entre  elles,  on  obtient  immé- 
diatement la  relation 

ff\  ■+■  (/-»-/i  )(  Ri  ~  R« )  *in  co  cos co  -f-  Rt  R,  =  o. 

De  même,  l'équation 

ff\  -f-  (/-h/i)( Rî  —  Rt  )  sin<p  cos©  -h  Rt  R,  =  o 


aura  lieu  entre  les  deux  directions  cp,  -  -f-  'f  par  rapport  à  une 

même  direction  D. 

Supposons  tangto  tangep  =  —  i  :  l'équation  (8)  devient 

f        f  -i 

R*        R,  •  h  '        sine-  enso 


/  =  (  7t Tr-jsins  cos  cd  ; 

\Rî        Ri/ 


on  reconnaît  l'expression  de  la  torsion  géodésique  de  la  direction 
MM';  donc  : 

Théorème  III.  —  Lorsque  deux  directions  sont  rectangu- 
laires, la  flexion  de  l'une  par  rapport  à  l'autre  a  pour  valeur 
absolue  la  torsion  géodésique  correspondante. 

Notre  égalité  générale  (DD')  =  —  (D'D)  se  réduit  ici  à  la  pro- 
position de  M.  Bertrand  sur  les  torsions  géodésiques  de  deux 
éléments  rectangulaires;  on  peut  la  considérer  comme  une  généra- 
lisation de  la  proposition  en  question. 

Revenons  à  la  formule  (5);  donnons  à  s  deux  valeurs  cp,  'z>{  cor- 
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respondant  à  deux  diamètres  conjugués,  c'est-à-dire  liés  par  la 
relation 

—  • 

i 


tang<ptang©i  =  —  R 


On  aura,  en  désignant  par  y,  fK  les  flexions  correspondantes,  la 
relation  suivante,  indépendante  de  oj, 

On  trouve  ainsi,  par  une  voie  géométrique,  l'égalité  qui  a  fait 
l'objet  de  la  Note  cil'e  plus  haut;  mais  on  peut  maintenant 
l'énoncer  de  deux  manières,  qui  correspondent  à  des  théorèmes 
parfaitement  distincts,  et  dont  chacun  donne  une  expression  très 
générale  de  la  courbure  totale,  savoir  : 

Théorème  IV.  —  La  courbure  totale  est  égale  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  flexions  de  deux  déplacements  conju- 
gués, le  plan  de  référence  étant  le  même  et  d'ailleurs  quel- 
conque. 

Théorème  V.  —  La  courbure  totale  est  égale  et  de  signe 
contraire  au  produit  des  flexions  d'un  même  déplacement  par 
rapport  à  deux  plans  quelconques  coupant  le  plan  tangent 
suivant  deux  diamètres  conjugués  de  V indicatrice. 


Sur  une  source  d'identités;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  16  mars  1887.) 

1.  Nous  avons  rencontré  et  utilisé  la  formule  dont  il  va  être 
question  ici,  dans  un  Mémoire  étendu  Sur  une  classe  de  nombres 
remarquables,  qui  va  paraître  prochainement  dans  un  autre  Re- 
cueil (').  Les  nombres  que  nous  avons  étudiés  dans  ce  Mémoire, 
et  dont  le  rôle  est  important  en  Analyse,  jouissent,  entre  autres,  de 
certaines  propriétés  qui  dérivent  de  l'identité  générale  dont  nous 
allons  parler.  Nous  renverrons  donc  à  ce  Mémoire,  pour  cette  ap- 
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plication  particulière.  Parmi  les  exemples  que  nous  donnerons  ici, 
quelques-uns  se  trouvent  cités  dans  ce  Mémoire;  les  autres,  plus 
nombreux,  et  notamment  l'application  trigonométrique  et  l'appli- 
cation à  la  série  de  Fibonacci,  sont  nouveaux. 

• 

2.  Identité  générale,  —  Représentant  par/(/i)  une  fonction 
quelconque  de  l'entier  n,  posons 

A(n)=      /(!)-+■      /(a) -4-... -4-      /(/i), 

/*(")=  /l(l)-  /,(2)-h...-T-  /,(*), 

A(n)  =     /i(0-*-     /î(-«*)  •+-...—     fi(n), 


Il  est  bien  facile  de  calculer /^(/î)  en  fonction  de/(i  ),/(;*),  . .., 
/(/*)•  On  a,  en  effet, 

/«(/!)  =  «/(i)  "4-  (W  —  I)/(2)  -+-...-+-/(  /!), 

A(n)  =    ——  /(i)H /(2)-+-...-h  — -  /(ai). 

Dès  maintenant,  la  loi  des  coefficients  est  évidente.  On  vérifie 
d'ailleurs  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  /»•,  elle  l'est  encore 
pour  l'indice  k  -f-  i .  On  trouve  ainsi 

CX  étant  le  nombre  des  combinaisons  de  jjl  objets  v  à  v. 

Telle  est  la  formule  générale,  presque  intuitive,  on  le  voit,  que 
nous  avions  en  vue.  Chaque  fois  que,  pour  une  fonction  /(n),  on 
pourra,  par  un  autre  procédé,  calculer  t/V+l(/i),  la  formule  (i) 
donnera  une  identité;  elle  est  donc  bien,  selon  l'expression  élé- 
gante de  M.  Cesaro  (*),  une  source  d'identités.  Donnons-en 
pielques  applications. 


( 


3.   En  premier  lieu,  faisons 

/'(  n  )  :-  n  =  Ci. 


{l  )  Mathcsis,  t.  \  I,  p.   r-»rt. 


—  13")  — 
Nous  avons  alors 

/,(«)  =  C{     +  CJ     +  .. .-4-  Ci     =C>4t, 
/,(/.)  =  C|     +  C|     +...-4-CJ+l=C»+1, 

•••••• • y 

La  formule  (i)  donne  donc,  dans  ce  cas, 
(a)  C*îl+I  =  C*4.*_1  -+-aC5+A..î-»-...-i-nCÎ. 

4.   Faisons  maintenant 

/(#!)  =  ««-t. 

Nous  avons 

(a  —  i)/i(n  —  i)  =  a*-*  —  i , 


(a  —  i)/i(i)       =«       —i, 

et,  en  faisant  la  somme, 

an  —  i 

d'où 

(a  — l)«/,(#l)  =  tf/M-l  _«_-„(«_,), 

(a  — i)*/i(/i  — 1)  =  a*     —a  —  (/i  —  i)(a  —  i)r 


(a  — i)s/i(i)         =«f      -«-(a— i), 
et,  en  faisant  la  somme, 

(«  —  i)1 /*(/*)  =  a1 «a - («  —  i) 

CM>  — ~ ~  I  m  •  JL 

ou 

(«  -  03/3(" )  =  «*^  -  *»  -  CA«(a  -  i)  —  Cî+1  (a  -  r)«. 

En  continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  la  formule 
que  voici  : 

(ff  —  i)*+,/*+i(/i)  =  a»+*  —  a*  —  CJa*-»  (a  —  i) 
Par  suite,  la  formule  (i)  donne,  dans  ce  cas, 

-  a"»-*—  [a* -h  Ci  a*  ->(a-  g  .u  CJ4.1  rt*-«(a -- i)»-f-...-f-Cjfit..i(«  — i)*'J. 
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Pour  a  =  2,  cette  formule  devient 

Pour  a  = —  i, 
5.  Faisons  (') 

/(«)=:   «1. 

On  a  identiquement 


„.  =  ÎLiZLzi!]  _,_  (JL±i>5  =  c,  +  Cj, 

2  a 


Donc 


/(«)        =G*     -hC«+I, 
/(/t-i)  =  C*_I-t-C«, 

/(a)         =GJ      H-C§, 
/(i)         =  G|, 

et,  en  faisant  la  somme, 

/t(*)  =  CJ+i-+-Ci+1. 

Continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on  trouve 

et  la  formule  (i)  donne 

(4)  C*+*-i  i1  ■+-  GLa-,  a1  -+-•  •  .-h  Cj/i*  =  G*îî+1  4-  (##«.,. 

6.   Pour 

f{n)=.%n  —  i, 
on  a 

/,  (  n  )  —  i  +  3  -+-  5  -h . . .  -T-  (  2  /i  —  i  )  =  aï1. 

Donc  la  fonction  /*+i,  correspondant  à  ce  cas-ci,  n'est  autre  que 
la  fonction  y*  du  numéro  précédent,   et  l'application  de  la  for- 


(')  C'est  le  ras   général  /(/*)  =  n'"  que  nous  avons  traité  et  utilisé  dans  notre 
Mémoire  Sur  une  classe  de  nombres  remarquables. 
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mule  (i)  donne 
(5)     Cn+k-i  •+•  3  Cn+k-i  •+■  5  C«Hfr-3 -+- •  •  .H- (tin  —  OC*  =  CaXl  -+-  Cntî+i* 

7.  Prenons  maintenant 

/(n)  =  (-l)«-l  (2/1-1). 

Nous  ferons  ici  usage  d'une  formule  qui  se  trouve  démontrée 
dans  une  autre  de  nos  Notes  ('),  et  que  voici  : 

i=.n 

,    v  W  x    /  qn+*  —  \  Çn[n(q  —  i)  — il-H  i 

(a)  2, (a  +  Ir>*'  =  a  -j—T  ■+■  r*  (y-i)«  ' 

i  =  0 

La  valeur  de  /(/*)  peut  s'écrire 

/(n)  =  (-i)»-t[!-H  *(„_,)]. 
On  aura  donc 

1=0 

ou,  en  vertu  de  la  formule  (a),  toute  réduction  faite, 
Maintenant  on  a 

i  =  n  - 1 

ou,  d'après  la  formule  (a), 


/  =  0 


(-ir'taw-fp  +  i 
M")  =  t 

que  nous  écrirons 
Par  suite, 


4/3(n)=-2(-iy(aeH-i)  +  /i 


=  -2(~"l)'(!"H"l)~4~n 


/  =  i 

i  =  n 
1  =  0 

=  -(-i)»(n  +  i)  +  (»  +  i), 
et  ainsi  de  suite. 

(')  5w/*  certaines  sommations  arithmétiques  (Jornal  de  Se.  math,  de  M.  tiomes 
Teixeira,  t.  VII,  p.  117).  La  formule  en  question  se  trouve  à  la  page  ia3. 
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On  trouve  d'une  manière  générale 

4",/»p(")  =  (-')"+î"-'(an  +  4/>-i)-   2  (-■)'4'C;i.lp.l+ 

i  =  o 
/=îp-i 


4"./Wi(»)  =  (-')',+"'-,(  »  +  v)-  2  (-i)<4'Cj£ 


1=0 
l=îp 


4^i/^î(/i)  =  (-i)«^/>-»(2/i-4-4/'+i+     ^  (-O'^CJt,,^, 


1  =  0 

l=v 


4^+-,/^3(/i)=(-i)«^-t(  «  +  2/)4-i)+   Xc-iwcjir»  1+/. 


/  =  0 


Ces  quatre  formules  peuvent  être  comprises  en  une  seule.  Si, 

en  effet,  nous  représentons  par  E  (  -  j  le  plus  grand  entier  contenu 

k  ( k\ 

dans  -»  et  par  R  (  -  j  le  reste  de  la  division  de  k  par  /?,   de  façon 

que 

nous   ferons  observer  que  ces  quatre  formules   se  résument  en 
celle-ci 

4  V*  -'/*(»)  =  — Tir—  (■>■»  J"  *  -  0 

■*»(;) 

t=E(- ) -I 

-M-i)*-1      Y      (-')    4       4'<:    8    , 


1=0 


On  a  donc,  par  application  de  la  formule  (i), 

4E,r,[cî;l-.-"»c*;l-  ,+ -,c*;J..t _...+  (_,,» -'(-ni -DCÎ'.JJ 

(f„     (        "  ,-»(£) 


(  2  /?  -f-  /  —  I  ) 


'■   -K(ï)-« 


A  k  „  ,  * 


-f  (-!)<•♦»       >       r-i)  **       4'C 


|       o 
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Pour  k  =  i ,  cette  formule  donne 

(60  i-3  +  5-...  +  (-i)fl~,(2n-i)  =  (—  i)»-1*; 

pour  k  =  2, 

(  4[CA-3Ci_1+5Ci_î-... 

|  -h(—  i)»-Hî«~  i)G}]  =  (—  ■^-«(îni  +  O-hi; 

pour  A*  =  3, 

J  4[CiM-3Cî  +  5Ci_1-... 

i  ^(-i)«-»(îin-i)Ci]=(-i)«-*(i»-+-i)+Gi+l. 

On  voit  que  cette  dernière  somme  est  nulle  si  n  est  pair.   Pour 

*  =  4, 

(  i6[C^t-3CS+1+5CJ-... 
*'     I  -h(-i)»-»(2/i-i)Cî]  =  (— i)«+tran-H3)-i-4-4CJS+1. 

Ces  expressions  particulières  sont  séparément  susceptibles  de 
simplification.  Prenons,  par  exemple,  la  dernière;  on  vérifie  bien 
aisément  que,  quel  que  soit  n,  pair  ou  impair,  on  a 

(-i)»+'(2»  +  3)-i-4C«+,  =  8e(£)[e^)  +  1J. 
Dès  lors  la  formule  (6t)  pourra  s'écrire 

(6,)!  E(?)[Vï)+.i 


c«(î) 


Ne  quittons  pas  la  fonction  /(n)  =  ( — i)/l_,(2/i  —  i)  sans  faire 
à  son  égard  une  autre  remarque.  L'expression  ci-dessus  calculée 
pourri  (n)  montre  que 

4/j(")       -+-/(/n-i)  =  i; 
de  même 

4/i("  —  i)-*-/(n)        =i, 

4/,(/l  — 2)-r-/(/l  — I)  =  I, 


!A<0  +/(a)         =i, 

Ai)         =  i , 
Additionnant  ces  n  -+- 1  égalités,  on  a 

Le  même  calcul,  continué  de  proche  en  proche,  conduit  à   ce 


à 
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résultat 

et,  par  application  de  la  formule  (i), 

()(     4[CJL*-i  -3C^_î-h...-f-(-i)«-i(2/i-i)CÎ]     j^*., 

8.  Faisons  maintenant 

f{  n)  =  sin /ito. 

En  vertu  d'une  formule  bien  connue,  on  a 

10                        /tO  \ 

>S COS  I h  /ICO  ) 

2  \1  I 


COS     - 

/i(/i  )  =  sinco  -+-  sin2to  -h. . .-+-  sin /ko  = 


co 

asin  — 

i 


ou 

2Sin 


to  _                       co                     /  (0  \ 

in  -fx (  /*  )  —  cos  —  =  —  cos  l h  /ico  j 


Remplaçant  dans  cette  formule  n  par  i,  2,  3,  . . . ,  n  et  faisant  la 
somme,  en  appliquant,  pour  avoir  la  valeur  du  second  membre, 
la  formule  de  la  somme  des  cosinus  d'arcs  en  progression  arithmé- 
tique, on  a 

•    w  j-  /    ^       ,r.«        w  sin(/n-i)co  —  sinco 

2  sin  -  ft(n) —  Ci  cos  -  = 

2*'   v     '  2  .    <o 

2  sin  - 
2 


ou 


/       .     t*>\*  to         .      to  .      /     (O  \ 

(  2Sin  —  j  fi(n)  —  G,1,  cos  —  2sin sinto  =  —  sin  f  2  -  -+-  /ito  ]• 

On  obtient  de  même,  do  proche  en  proche, 

V*sin  2)  Mn)  —  r'n+i  cos  ^  ("2  sin  ^) 

..,../.     w\  3to  /     to  \ 

—  Ci  sin  to  (  2  sin  —  )  -+-  cos  —  =  ooï»  (  3  -  H-  /*  to  ) 


.     to\*+» 
2  sin  -  J       fk+\(n) 


I  =:0 

—   (OS  I  (  A •  -h  2  )    -       -  {  h   4-  I  )   —    —  /J  CO      . 

L  2  •-»  J 
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La  formule  (i)  donne  alors 


irn 


\*lIÏ  ï)  2C*'+Jt'/Sin 


(0 
l  =  ' 


1  =  0 


=  cos    (X:h-2) ( X:  — i—  î) nui 


9.  Faisons  enfin 

f(n)  =  un, 

un  étant  le  nièmc  terme  de  la  série  de  Fibonacci, 

En  vertu  d'une  formule  démontrée  de  différentes  façons  par 
M.  Ed.  Lucas  (')  et  par  nous-même  (2),  on  a 

Ainsi 

/i(n)  =  !*„+,— i, 
fi(n-hi)  =  art4.,  —  i, 
i 

/l0)  =  "3—  I, 

et,  en  faisant  la  somme, 

/i(")=/i(/n-*)-/i(*)-i 
=  a*+4 — î    — a^-f-i — n 

=  Un+k  —  M*—  /IK,. 


De  même 


/,(/l)  =  Wrt+4—  "*—  *"i, 

/,(n  — i)  =  /i«-hj— "4  — (/»  — i)wj, 

••••••• • y 

/t(0=  "5—  W*— "î, 


(')  5tir  la  théorie  des  /onctions  numériques  simplement  périodiques,  p.  ao 
(  Extrait  des  t.  III  et  IV  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique). 

(*)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XIV,  p.  a'|,  formule 
(4)  du  Mémoire  Sur  une  suite  récurrente. 


—  142  - 
et,  en  additionnant, 

/«(")  =/('* ■+■  4)-/(4)  -  CAMt-  C«+1  ut 

—  M/i+6  —  1  —  M6  H"  I  —  Ci  Uk  —  G*  +  1  K, 
=  M/I-+-6  —  M6 — G/,  M4  —  C,î  +  ,  Mj. 

Continuant  ainsi,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à  cette  for- 
mule 

La  formule  (i)  donne  donc  alors 

=  C*+*_ ,«i+  C*+*_,  a, -+-...  -h  Cj ua 
ou 

1=0  1=1 

La  formule  qui  donnc/2(/*),  obtenue  plus  haut,  peut  s'écrire 


donc 


Ain-  i)=/,(/i)h-  tt„+,-(n  +  i), 


/i(0=/i(^)-+-"3-  3, 


en  outre 


o=/i0)-+-  "î— 2, 

O  =   f  /  !  —  I  . 

Faisant  la  somme, 

A(n)=fi(n  -hi)H-/i("  ■+-  »)  — CJ+3. 
Continuant,  de  proche  en  proche,  on  arrive  à 

cl  la  formule  (1)  donne 

i  -  «  -h  2  /—  /1  -+-  |  /  -  « 

GJ+J.+  ,   —      ^     C„~4_,M,-^      ^      C?m1--#  "/  —   2uC^f,-j  Uj 
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ou,  en  remarquant  que 

£*+!-<  -*-  C«;i_i  =  £>nlU\-i\         et  que  Cl  =  o     pour     v  >  ji, 


V 
i=/n-l 


(IO)  Gï+k+i  =      ^     (C*+*+l-'~C»+*-')a''- 


i  =  t 


Les  quelques  exemples  qui  précèdent,  joints  à  ceux  que  con- 
tient notre  Mémoire  cité  en  commençant,,  suffiront  sans  doute  à 
faire  ressortir  la  fécondité  de  la  source  d'identités  (i)  qui  conduit, 
on  le  voit,  à  d'intéressants  exercices  de  calcul  algébrique. 


Intégration  d'une  suite  récurrente  qui  se  présente  dans  une 
question  de  probabilité  ;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  iC  mars  1887.) 

M.  Weill  s'est  proposé  de  résoudre  le  problème  suivant  (*)  : 

Étant  considérés  k  événements  différents,  également  pro- 
bables, et  p  épreuves  consécutives,  quelle  est  la  probabilité  X(/>) 
qu'un  des  événements  considérés  et  désigné  se  produise  au  moins 
deux  fois  de  suite  dans  l'ensemble  des  p  épreuves  ? 

Par  un  raisonnement  ingénieux,  M.  Weill  établit  que  X(y?)  est 
donnée,  par  voie  récurrente,  par  la  formule 

et  il  ajoute  : 

«  L'expression  de  X(/>)  est  de  la  forme 


C*"-*-C'3''  —       f 


ij 


/*  — 


% 


i 


a,  [ï,  C,  C  étant  des  constantes  que  Ton  sait  déterminer  par  la  mé- 


thode de  Lagrangc.    » 


(•)  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  XIV,  p.  i.">8. 
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Nous  allons  intégrer  l'équation  récurrente  (i)  par  une  autre  mé- 
thode que  nous  avons  donnée  dans  notre  Théorie  élémentaire  des 
séries  récurrentes  (  *  ). 

Comme  on  a  évidemment 

X(o)  =  o,         X(i)  =  o, 

X(/>)  sera  donnée,  en  vertu  de  nos  formules  (2),  par 

i=P-i 

Ui  étant  le  i1cmc  terme  de  la  suite 

U0  =  O,  Ml   =  1? 

X-i  k-x 

U(  =    — y-  M/_,  H ^p-  Ui-t. 

Or  on  a  (3),  en  représentant  par  E(  ~  )  la  partie  entière  de  -  » 
(A-i)'-t  (Ar-i)'-*         t     (*-i)'-» 

Effectuant  alors  la  somme  ^  f/,  et  multipliant  par  t^>  on  ol>- 
tient 

Telle  est  la  formule  que  nous  nous  proposions  d'établir  et  qui 
donne  explicitement  la  probabilité  X(/>)  en  fonction  de  p  et  de  k. 
Elle  complète  la  solution  de  M.  Weill. 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3#  série,  t.  III,  iS8^ ,  p.  65. 

(')  Loc.  cit.,  §  37. 

(')  Loc.  cit.,  §  8,  formule  (8). 


-- 
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Une   méthode  graphique   de   quadrature  ; 
par  M.  Ed.  Colligkon  ('). 

(Séance  du  G  avril  1887.) 

L'aire  d'une  courbe,    /   ydx,  peut  être  regardée  comme  expri- 
ma 

mant  la  somme  des  moments,  pris  par  rapporta  Taxe  des  abscisses, 
d'éléments  de  masse  dx  parallèles  à  cet  axe  et  éloignés  à  la  dis- 
tance y.  Cette  considération  conduit  à  appliquer  à  l'évaluation  des 
aires  le  procédé  connu  de  construction  du  centre  de  gravité  d'un 
système  de  points  :  on  détermine  ainsi  l'ordonnée  moyenne 


ï 


,b 

y  dx 


qui,  multipliée  par  la  base  totale  b  —  a,  fait  connaître  l'aire  cher- 
chée. 

S'il  s'agit,  par  exemple,  de  trouver  la  somme  des  surfaces  d'une 
série  de  trapèzes  juxtaposés,  I,  II,  III,  . . . ,  dont  les  bases  occupent 
des  tronçons  contigus  sur  l'axe  des  abscisses,  on  prendra  les  mi- 
lieux 1,  2,  3,  ...  des  côtés  supérieurs  de  ces  trapèzes,  dans  l'ordre 
où  ils  se  succèdent;  on  joindra  les  points  1  et  2  par  une  droite  qui 
coupe  en  un  point  a  l'ordonnée  commune  aux  deux  trapèzes  I  et 
II;  on  retournera  bout  pour  bout  la  droite  12;  le  point  a  vient 
tomber,  par  suite  de  ce  retournement,  en  un  point  (12),  dont  l'or- 
donnée, multipliée  par  la  somme  des  bases  des  trapèzes  I  et  II, 
donnera  la  somme  des  deux  surfaces.  L'opération,  répétée  autant 
de  fois  qu'il  sera  nécessaire,  en  joignant  les  points  (12)  et  3,  puis 
(i23)  et  4t  etc.,  fera  connaître  successivement  les  points  (i23), 
(i234),  ...,  dont  les  ordonnées,  multipliées  respectivement  par 
la  somme  des  bases  correspondantes,  donneront  les  aires  cumulées 
des  trois  premiers  trapèzes,  des  quatre  premiers,  etc. 

Dans  certains  cas  on  est  conduit  à  admettre  des  aires  nulles  ou 
négatives  ;  la  méthode  est  générale,  pourvu  qu'on  tienne  compte 


(')  Voir  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  janvier  1H87. 

XV.  10 
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des  signes.  Les  aires  nulles  servent,  soit  à  changer  la  base  de  la 
ligne,  pour  simplifier  l'évaluation  définitive  de  l'aire,  soit  à  ratta- 
cher l'une  à  l'autre  deux  aires  non  contiguës,  aboutissant  toutes 
deux  à  l'axe  des  abscisses. 

L'évaluation  des  aires  fermées,  telles  que  les  profils  en  travers, 
la  recherche  du  rayon  moyen  de  la  section  transversale  d'un  canal, 
la  détermination  de  la  moyenne  d'un  certain  nombre  de  quantités, 
sans  passer  par  le  total  de  ces  quantités,  s'effectuent  très  aisément 
par  l'emploi  de  la  méthode.  Le  tracé  d'une  ligne  droite  de  compen- 
sation à  travers  un  profil  accidenté  se  ramène  immédiatement  aux 
mêmes  principes. 

Appliquée  à  la  quadrature  des  courbes,  la  méthode  réduit  à  une 
construction  graphique  très  simple  l'emploi  de  la  règle  de  Thomas 
Simpson.  La  vérification  en  a  été  faite  sur  la  parabole,  la  cycloïde, 
l'hyperbole  équilatère,  etc. 

Appliquée  à  diverses  figures  géométriques,  elle  conduit  à  des 
théorèmes  qu'il  serait  peut-être  assez  difficile  de  démontrer  direc- 
tement. 

On  en  a  fait  usage  pour  déduire  la  courbe  de  la  vie  moyenne  de 
la  courbe  de  mortalité. 

En  résumé,  la  méthode  graphique  que  nous  venons  d'exposer 
nous  paraît  simple  et  rapide.  Elle  a,  croyons-nous,  toute  l'exacti- 
tude qu'on  peut  attendre  des  constructions  géométriques,  tout  en 
n'exigeant  que  l'emploi  des  instruments  les  plus  élémentaires. 


Remarque  sur  certains  déterminants  numériques  ; 

par  M.  (i.  Fouret. 

(Séance  du   :»o  avril    1887.) 

Dans  une  Communication  récente,  sur  un  mode  de  transforma- 
tion des  déterminants  ('),  j'ai  eu  besoin  de  trouver  la  valeur  de 
certains  déterminants  numériques  présentant  une  forme  assez  re- 

f  l  )  Bulletin,  t.  \l\  .  |>.  t\(i. 
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marquable,  et  j'ai  donné  les  résultats  auxquels  j'étais  arrivé  très 
simplement,  sans  rien  préjuger  d'ailleurs  quant  à  leur  nouveauté. 
Depuis,  j'ai  constaté  que  M.  Catalan  s'était  occupé,  en  1846,  de 
questions  analogues,  dans  un  intéressant  Mémoire  ayant  pour  titre  : 
Recherches  sur  les  déterminants  (  '  ).  Parmi  les  applications,  que 
donne  l'auteur,  d'une  méthode  générale  pour  obtenir  la  valeur  de 
certains  déterminants  numériques,  se  trouve  un  déterminant  qui 
comprend,  comme  cas  particulier,  celui  que  j'ai  appelé  C„  dans  la 
Note  rappelée  plus  haut. 

Le  déterminant  considéré  par  M.  Catalan  est  de  la  forme 


I 

—  I 

•    •    • 

—  I 

-4- 1 

-h  I 

.            -f-    I 

1        * 

—  1 

•  •    • 

—  I 

—  1 

-T"    I             . 

.  .       -4-1 

-+-I 

-+-I 

•    •    • 

—  I 

—  I 

I 

.  .       -r-I 

—  I 

•    •    • 

-+-I 

-t-  I 

-+-1             . 

.  .       —  I 

Si  l'on  désigne  par  n  l'ordre  de  ce  déterminant,  sa   première 

ligne  horizontale  est  composée  de  p  <  -  éléments  égaux  à  —  1, 

suivis  de  n  —  p  éléments  égaux  à  -f-  1 .  Les  lignes  suivantes  se  dé- 
duisent de  la  première  par  permutations  circulaires. 

La  valeur  de  ce  déterminant,  obtenue  par  M.  Catalan,  est 

(/i  —  ip){—  a)*-1. 

Celui  que  j'avais  eu  à  évaluer  correspond  au  cas  particulier  où  p 
est  égal  à  l'unité  :  sa  valeur  numérique  est  (n — 2)( — a)""'. 

Le  Mémoire  de  M.  Catalan,  publié  à  une  époque  ou  la  connais- 
sance des  déterminants  était  encore  peu  répandue,  contient  d'ail- 
leurs d'autres  résultats  dignes  de  remarque. 


(')  Bulletin  de  l'Académie    royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  de  Belgique,  t.  XIII,  a"  Partie,  p.  534. 


-  148  - 


Sur  les  fondions  hyperfuchsiennes provenant  des  séries 
hyper  géométriques  de  deux  variables;  par  M.  Emile  Picard. 

(Séance  du  20  avril  1887.) 
On  sait  que  les  intégrales 

i   u*>>   «(*/  —  i)^-i(M_  x)V--l(u—  y)l-idu, 

où  g  et  h  désignent  deux  des  quantités  o,  \,x,y  et  00,  satisfont  à 
un  système  s  de  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles, 
ayant  trois  solutions  communes  linéairement  indépendantes.  Soient 
to«,  <o2,  co3  trois  solutions;  j'ai  considéré  précédemment  (Annales 
de  l'Ecole  Normale,  i885)  les  équations 

—    =  M,  —   =   V 

et  montré  qu'elles  donnent  pour  x  et  y  des  fonctions  uniformes  de 
11  et  «>,  quand  X-f-  bt  —  1  et  les  expressions  analogues,  ainsi  que 
•2  —  "k  —  bi  —  b2et  ses  analogues,  étaient  les  inverses  de  nombres 
entiers.  (Je  me  suis  borné  dans  mon  Mémoire  au  cas  de  nombres 
entiers  positifs,  mais  c'est  là  une  restriction  inutile.) 

J'ai  cité  dans  mon  travail  deux  cas  particuliers }  j'avais  fait  pré- 
cédemment du  premier  une  étude  complète,  et  le  second,  qui  cor- 
respond à 

X  =  JJL  =  bx  =  b2  =  f , 

nous  a  donné  le  premier  exemple  d'un  groupe  hyperfuchsien  dans 
lequel  le  domaine  ou  polyèdre  fondamental  est  tout  entier  à  l'in- 
térieur de  l'hypersphère  limite,  c'est-à-dire  que  sa  surface n a  pas 
de  points  communs  avec  celle  de  l'hypersphère. 

Voici  deux  autres  exemples,  où  se  présente  encore  cette  circon- 
stance remarquable. 

Le  premier  est  donné  par 

À  =  ia  =  bx  =  bt  =|; 
on    voit  que  dans   ce   cas   \-\-bx — i  =  i>   ainsi   que   toutes  les 
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combinaisons  analogues ,  puisque  les  nombres  sont  égaux.  On  aura 
pareillement  2  —  \  —  6,  —  b2  =  £. 

Aucun  des  développements  à  employer  ne  contiendra  alors  de 
logarithmes  et  Ton  peut  en  conclure  (Mémoire  cité)  que  la  surface 
du  polyèdre  fondamental  n'a  aucun  point  commun  avec  la  surface 
de  Thypersphère  limite. 

Le  second  exemple  correspond  à 

X  =  lx  =  6,  =  &,  =  f 
pour  lequel  on  a 

et 

2  —  X  —  bx  —  bt  =  -j. 

Citons  un  troisième  exemple 

X  =  [i  =  61  =  J,        b%  =  i; 

mais  ici  nous  ne  serons  plus  dans  le  même  cas  que  pour  les  exemples 
précédents  ;  le  polyèdre  fondamental  du  groupe  hyperfuchsien  aura 
un  certain  nombre  de  points  communs  avec  la  surface  de  Thyper- 
sphère. 

Pour  ce  qui  concerne  l'étude  des  fonctions  hyperfuchsiennes  qui 
précèdent,  un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des  séries 
hypergéométriques  de  deux  variables  consiste  dans  le  théorème 
suivant.  On  peut  associer  à  tout  système  S,  correspondant  à  une 
intégrale  hypergéomé trique,  une  forme  quadratique  ternaire  à  indé- 
terminées conjuguées,  qui  ne  change  pas  quand  on  effectue  sur  les 
variables  les  substitutions  du  groupe  du  système  S.  C'est  ce  que 
j'ai  démontré  (/oc.  cit.).  Le  discriminant  de  celle  forme  est,  en 
général,  différent  de  zéro,  et,  dans  les  cas  qui  donnent  des  fonc- 
tions hyperfuchsiennes,  la  forme  est  indéfinie  et  donne  la  limite  de 
l'espace  dans  lequel  les  fonctions  sont  définies.  Ceci  posé,  je  me 
suis  demandé  si  l'on  ne  pourrait  pas  trouver  des  cas  où  les  condi- 
tions relatives  aux  différences  telles  que 

X  -h  bx  —  1 

et 

1  —  X  —  b{  —  bf 

seraient  vérifiées,  et  pour  lesquels  le  discriminant  de  la  forme 
ternaire  serait  nul.  Un  exemple  d'un  pareil  cas  nous  sera  donné 
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par 

>  =  p  —  6,  =  6,  =  -J. 

Ici,  comme  dans  tous  les  cas  où  A  H-  u,  -f-  bt  -+-  62  =  3,  une  des 
intégrales  du  système  S  se  réduit  à  une  constante;  c'est  ce  que  Ton 
reconnaît  de  suite,  puisque  les  termes  en  z  disparaissent  dans  les 
trois  équations. 

Cherchons  ce  que  devient  dans  ce  cas  la  forme  quadratique  ter- 
naire dont  j'ai  parlé  plus  haut.  Je  vais,  à  cet  effet,  appliquer  les 
formules  données  d'une  manière  générale  dans  mon  Mémoire. 
Soit  o)4,  <o2,  to3  le  système  fondamental  d'intégrales  dont  je  suis 
parti.  Nous  écrirons  la  forme  comme  il  suit 

Aœ,wJ  H- A'wîio?  -+-  A"(o3ioS  -f-  B'wjioJ  -h  B*0<dJu>s 
-4-  B'wjojJ  -+-  B'0io}u>3  -f-  B w 3 tu J  -+-  B0co5u>3, 

ti>4-  et  <o°  désignant  évidemment  des  variables  conjuguées,  B  et  B0 
étant  des  coefficients  conjugués. 

On  a,  par  l'application  des  formules  générales, 

A=i,        A'  =  2,        A'=i,        B=i  +  i,        B'  =  —  i,        B'  =  —  (i+ïi 

et  l'on  voit  alors  immédiatement  que  la  forme  précédente  se  réduit  à 

norme [u)t —  (î  —  i)toj-f-  iu>3]. 

La  forme  de  ce  résultat  si  simple  était  aisée  à  prévoir;  car  une 
combinaison  linéaire  et  homogène  de  (o,,  to2  et  to3  devant  se  ré- 
duire à  une  constante,  la  forme  quadratique  devait  être  nécessai- 
rement la  norme  d'une  expression  linéaire  et  homogène  en  co,,  (u2 
et  o)3.  Dans  le  cas  actuel  ce  sera  évidemment  co,  —  (i  —  /)wa-h  *w3 
qui  se  réduira  à  une  constante. 

Nous  n'avons  à  considérer  que  deux  des  expressions  co,  soient 
(■>!  et  to3  ;  mais,  pour  pouvoir  appliquer  de  suite  nos  formules  gé- 
nérales, considérons  les  quotients 

u  =  -  —    —  - . — . —  ,         r  — 


M 1  —  (I     —   M  W2  -H  l  103  M  | (I  l  )  (02  -t-  l  Oi3 

Cherchons  ce  que  deviennent  u  et  v  quand  on  effectue  sur  les 
(o  les  substitutions  du  groupe  du  système  S.  Je  me  borne  à  trans- 
crire les  substitutions  désignées  d'une  manière  générale  (/oc.  cit.) 
par  ~lt  22,  S3  et  qui  proviennent,  y  étant  laissé  constant,  de  la 
circulation  de  .r  autour  des  points  o,  i  et  v. 
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En  appliquant  les  formules,  on  aura  tout  de  suite 

(  u!  =  —  u,  (  u'  =  —  «V  -T- 1 ,  (  u!  =  v  -+-  i , 

(  v  =  v,  (  v  =  ui  —  i,  (  v=u  —  i; 

je  tirerai  de  ces  formules  une  remarque  importante.  Une  combi- 
naison très  simple  des  trois  substitutions  précédentes  nous  donne 
la  substitution 

(  u'  =  u  —  4 1. 

(  v  =  v, 
et  une  seconde  combinaison  donne  sans  peine  la  substitution 

(  u'=  u-\-  4, 

(  v  =  r. 

Ceci  posé,  revenons  au  etc  considérées  comme  fonctions  de  x 
ïly.  Elles  restent  finies  pour  toute  valeur  de  x  et  y,  et  de  plus  les 
conditions  relatives  à 

X  -f-  bi — i  et         a — X  —  bx — b% 

étant  remplies,  les  deux  équations 

u(x,y)  =  z,         v(x,y)  =  t 

donneront  pour  x  ety  des  fonctions  uniformes  de  z  et  /,  définies 
pour  toutes  valeurs  finies  des  variables  complexes  z  et  t. 

Quelle  sera  la  nature  de  ces  fonctions  uniformes?  Les  substi- 
tutions (  i  )  et  (  2  )  nous  montrent  tout  de  suite  que  x  ety  seront  des 
fonctions  uniformes  de  3,  admettant  les  deux  périodes  -+-  4  et  4*« 
La  considération  des  autres  substitutions  fondamentales  du  groupe 
que  je  n'ai  pas  écrites  nous  montrerait  de  même,  ce  qui  est  d'ail- 
leurs évident  par  raison  de  symétrie,  que  x  et  y  sont  également 
doublement  périodiques  par  rapport  à  la  seconde  variable  t. 

Ainsi,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  les  fonctions  hy- 
perfuchsiennes  dégénèrent  en  fonctions  uniformes  de  z  et  t,  dou- 
blement périodiques  séparément  par  rapport  à  chacune  de  ces 
variables. 

M.  Goursat  avait  de  son  côté  rencontré  ce  cas  particulier,  comme 
on  peut  le  voir  dans  les  Comptes  rendus  (28  mars  1887).  D'après 
ce  qui  précède,  l'inversion   des  équations  (3)  se  ramènera  non 
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seulement  à  des  fonctions  6  de  deux  variables,  mais  même  à  des 
fonctions  6  d'une  seule  variable. 

Il  ne  serait  peut-être  pas  sans  intérêt  de  rechercher  s'il  existe 
des  dégénérescences  moins  particulières  que  celle  qui  vient  d'être 
indiquée.  Dans  notre  exemple,  la  forme  quadratique  ternaire  de 
discriminant  nul  se  réduit  au  seul  terme  UU0;  il  n'est  pas  impos- 
sible qu'on  puisse  rencontrer  un  cas  où,  les  autres  conditions  étant 
d'ailleurs  remplies,  la  forme  quadratique  ternaire  aurait  la  forme 

moins  particulière 

aUUo-J-pWo. 

On  aurait  alors  des  fonctions  hyperfuchsiennes  de  u  et  y,  pour 
lesquelles  le  groupe  des  substitutions  aurait  la  forme 

au-hb       cv  -+-  a1 u  -h  b' '\ 

U,       V,        7) 


eu  -h  a  eu  -+- 


Remarque  sur  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  trois 

variables)   par  M.  É.  Picard. 

(Séance  du  20  avril  1887.) 

Considérons  d'abord  un  groupe  linéaire  G  d'ordre  fini  à  deux 
variables,  dont  une  substitution  quelconque  sera  représentée  par 

(x,  yy  <tx  -+-  $y,  y x  -+-  oy). 

On  peut  remarquer  qu'il  existe  une  forme  quadratique  binaire 
à  indéterminées  conjuguées 

(  1  ')  A  xx0  -f-  B  xy0  -4-  B0 x0y  -+-  Cyy0 

(Â  et  C  étant  réels,  B  et  B0  ainsi  que  x,  .r0  et  y,  yQ  étant  respecti- 
vement des  imaginaires  conjuguées),  qui  se  transforme  en  elle- 
même  quand  on  effectue  sur  x  ely  les  substitutions  du  groupe  G; 
on  effectue  bien  entendu,  sur  x0  et  j'0,  la  substitution 

dont  les  coefficients  sont  respectivement  conjugués  de  ccu\  de  la 
première. 
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Tous  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  deux  variables  pouvant 
être  obtenus  en  particularisant  les  constantes  qui  figurent  dans 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  de  la  série  hypergéométrique, 
cette  remarque  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  plus  gé- 
néral que  j'ai  indiqué  autrefois  (Annales  de  V Ecole  Normale, 
i885)  sur  le  groupe  hypergéométrique,  et  que  je  prends  la  liberté 
de  rappeler.  Désignant  par 

!     ubi~l(u  —  i)*!-^!*  —  xy>-idu        (g}  h  =  o,  i,  x,  oo) 

l'intégrale  bien  connue  dans  cette  théorie;  le  groupe  de  l'équation 
linéaire  correspondante  peut  être  obtenu  à  l'aide  des  deux  substi- 
tutions fondamentales 


x      e-U\+bt)Ttt 

y    (  e- « (X+*,) ni  —  g- «Xic/  )  x  -+-  y 


et 


X     x  -+-  (  gKX+àjïitf  —  giXir/  )  y 

y       eïlX4-*,)7C/y 


et  ces  substitutions  transforment  en  elle-même  la  forme  (i),  en 
posant 


A  = 


(etitV_  ,)(etit(X-fA)/_  i) 
(  e ti:bai  _  ,  )  (etn<\+btn  —  i  )  ' 


B  = 


i  _  g«7cv 
eiit(X+*,)/_^(  ' 


G=  i. 


On  est  conduit  tout  naturellement  à  se  demander  si  la  remarque 
qui  vient  d'être  faite  pour  les  groupes  linéaires  d'ordre  fini  à  deux 
variables  peut  s'étendre  aux  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables. 
Il  en  est  effectivement  ainsi,  et  il  va  suffire  de  prendre  les  divers 
types  de  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables  pour  vérifier  qu'i7 
existe  une  forme  quadratique  ternaire  à  indéterminées  con- 
juguées, qui  se  transforme  en  elle-même  quand  on  effectue 
sur  les  variables  les  substitutions  d'un  groupe  d'ordre  fini. 

L'énoncé  précédent  souffre  une  exception  pour  un  seul  type 
de  groupe  dans  lequel  se  présente  une  circonstance  plus  simple 
encore. 

La  découverte  de  tous  les  groupes  d'ordre  fini  à  trois  variables 
est  due,  comme  on  sait,  à  M.  Jordan  (C  relie,  t.  84,  et  Mémoires 
couronnés  par  i  Académie  de  Naples,  t.  XX). 

Dans  le  premier  type,  toutes  les  substitutions  sont  de  la  forme 


x    y    z     zx -\- $y     t!  x  H-  $' y    y3 
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les  coefficients  y  étant  des  racines  de  l'unité,  et  les  coefficients  a, 
(3,  a',  P',  tels  que  les  substitutions  à  deux  variables 

|  x    y    olx  -h  $y    a! x  -+-  $'y  \ 

« 

forment  un  groupe  d'ordre  fini.    On  aura  évidemment  ici  une 
forme  et  même  une  infinité  jouissant  de  la  propriété  indiquée. 

Pour  les  groupes  du  deuxième  ou  du  troisième  type,  dont  les 
substitutions  sont  toutes  de  la  forme 

|  x  y  z  ax  by  cz  | , 
|  x  y  z  a! y  b'  z  c'x  |, 
\  x    y    z     a" y     b"x     c* z  \, 

où  les  a,  b,  c  sont  des  racines  de  l'unité,  la  forme 

satisfera  évidemment  à  la  question. 

Pour  le  quatrième  type,  le  théorème  cesse  d'être  exact;  mais 
on  a  alors  une  forme  quadratique  ternaire  ordinaire  que  repro- 
duisent, à  un  facteur  près,  les  substitutions  du  groupe.  Celui-ci 
dérive  de  la  combinaison  des  substitutions 


où 


I   x    y      Z     AT 


l 


y 


A-   I, 


x    y     z     tj     t_,v 


x    y     z      y        x  z    | , 

x     ax-h(i  —  a)y  -+-  ia{\  —  a) 
y     (  i  —  a  )  x  -f-  a  y  —  2  a  (  1  —  a). 
z  x  —y       -4-  (1  —  ia)z 


—  a 


=   I, 


a(z 


i_i\- 


1) 


et  A  désignant  une  racine  de  l'unité;  on  vérifie  aisément  que  la 
forme  quadratique  * 

z1  —  5  xy 

se  reproduit,  à  un  facteur  près,  par  les  substitutions  précédentes. 
Passons  au  cinq  air  me  type.  Ce  groupe  est  dérivé  de  la  comhi- 
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naison  des  substitutions 


où  Ton  a 


|  x  y     z     \x    \y     \z  |, 

x  y     z      x      87      6?    |, 

x  y     z       y      z        x    |, 

\  x  y     z     rjx     rjfry    rjz  |, 

x  ria{x-sr-  y   -4-    8! 

y  rta(x-h  87  ■+-     £ 

s  r*a(.r-+-8*7-i-8*;;) 

83  =  1 ,         /*  =  8,         a3  =  r—  > 

'        y  '  3(!_6*) 


X3P  =  i,         r3  =  Xl*    (p  quelconque,  mais  entier),         jx  =  o,   1,  2, 

6,  y,  r  et  X  ayant  des  modules  égaux  à  l'unité,  et  aa0  étant  égal 
à  3.  On  voit  sans  peine  que  toutes  ces  substitutions  transforment 
en  elle-même 

xx0  -t-yyo  -+-  zz0. 

Il  n'y  a  rien  à  ajouter  pour  les  groupes  du  sixième  et  du  septième 
type,  pour  lesquels  le  même  fait  se  vérifie  de  suite. 

Il  nous  reste  à  examiner  le  huitième  type.  Le  groupe  dérive  de 
la  combinaison  des  substitutions 

x  y  z  \x  \y  \z  | , 
x  y  z  ix  -J*y  -z^z  |, 
x    y    z      y        z         x    |, 

x  ax  -+-  cy  -+-  bz 
y  ex  -\-by  -+•  az 
z     bx  -\-ay  -+•  cz 

où  r7  =  1 ,  et  «,  è,  c  sont  définis  par  le  système  linéaire 


a-f-    b    -+-   c    =  —  1, 
a  -f-  bz  -+-  ct3  =  o, 
a:3  -h  bi1  -h   c     =0, 


et  X  désignant  toujours  une  racine  de  l'unité. 

C'est  encore  la  forme  xx0  -\-yyo  -f-  z^o  qui  répond  à  la  question  : 
il  suffit  de  la  vérifier  pour  la  dernière  substitution  :  c'est  ce  qui 
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se  fera  tout  de  suite,  en  remarquant  que  a,  6,  c  sont  réels,  et  que 

a1  +  /-»'  +  c*  =  i , 

ab  -+-  bc  -h  ca  =  o,  * 

la  seconde  égalité  se  démontrant  de  suite,  en  remplaçant  a,  6,  c 
par  des  quantités  proportionnelles  tirées  des  deux  dernières  équa- 
tions. 

Le  théorème  énoncé  se  trouve  ainsi  démontré. 


Sur  une  notation  utile  en  Algèbre  et  en  Analyse; 

par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  20  avril  1887.) 

On  rencontre  très  fréquemment,  en  Mathématiques,  certaines 
expressions  tout  à  fait  analogues  au  développement  du  binôme 
(ou  d'un  polynôme),  en  ce  sens  que  les  coefficients  y  sont  les 
mêmes,  mais  que  les  exposants  y  sont  remplacés,  soit  par  des  in- 
dices d'ordre,  soit  par  des  indices  de  dérivation. 

On  est  alors  dans  l'habitude  de  condenser  ces  expressions  sous 
forme  de  binôme  (ou  de  polynôme)  élevé  à  une  certaine  puissance, 
en  ajoutant  qu'on  les  met  sous  forme  symbolique.  Dans  beaucoup 
de  cas,  cette  convention  suffit,  mais  non  pas  toujours.  Elle  peut 
amener  certaine  confusion,  par  exemple  si,  dans  le  môme  travail, 
les  mêmes  lettres  figurent  affectées  tantôt  d'exposants,  tantôt  d'in- 
dices de  dérivation,  ou  bien  encore  si,  au  cours  d'un  long  Mémoire, 
le  lecteur,  dont  l'esprit  est  attiré  sur  d'autres  points,  vient  à  oublier 
le  sens  conventionnel  attribué  à  certaines  expressions.  Ces  fails 
nous  ont  frappé  au  cours  de  récentes  recherches,  et  nous  avons 
reconnu,  sinon  la  nécessité  absolue,  du  moins  la  grande  utilité 
qu'il  y  aurait  à  convenir  dun  signe  particulier  destiné  à  mettre  en 
relief  le  côté  conventionnel  des  expressions  que  nous  avons  en 
vue.  Nous  nous  sommes  arrêté  à  certain  signe  qui  nous  a  paru  à 
la  fois  simple,  parlant  à  l'esprit  et  facile  à  réaliser  en  tvpogra- 
phie.    Nous    en    soumettons    ici    l'idée  aux   mathématiciens,  qui 
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jugeront  s'il  y  a  lieu  de  l'admettre  et  d'en  généraliser  l'emploi. 
Voici  quel  est  ce  signe  : 

Si  une  lettre  figure,  dans  V expression  développée,  avec  des 
indices  d'ordre  {placés  en  bas)  remplaçant  les  exposants,  nous 
Vécrirons y  dans  V expression  condensée ,  soulignée  d'un  petit 
trait.  * 

Si  elle  figure,  dans  V expression  développée,  avec  des  indices 
de  dérivation  {placés  en  haut)  remplaçant  les  exposants,  nous 
l'écrirons,  dans  l'expression  condensée,  surmontée  d'un  trait. 

En  d'autres  termes  : 

Tjm  sera  supposé  être  la  même  chose  que  Zm. 

— m 

Z     sera  supposé  être  la  même  chose  que  Z(m). 

Avec  cette  double  convention,  pas  d'erreur  possible. 
Veut-on,  par  exemple,  écrire  que  les  nombres  d'Enter  peuvent 
se  calculer,  par  voie  récurrente,  au  moyen  de  la  relation  (*) 

[Em  -h  —  Em_!  h E/W_t  -+-...-+-  E0 
i                        i.a  J 

[„  m  „  m  (m  — 1)„  .       ,^,1 

on  écrira 

(E  -f-fy»-+-  (E  —  i)'"  =  o. 

La  formule  de  Leibnitz,  donnant  la  dérivée  nième  d'un  produit 
u  =  zy,  s'écrira 

u(»>  =  (i  -4- y)*. 

Pour  représenter  symboliquement  (2) 


on  aura 


(w  —pa)^. 


L'expression  (i)  du  théorème  I  de  la  Note  où  M.  R.  Perrin  géné- 
ralise d'une  façon  si  remarquable  {Comptes  rendus,  t.  CIV,  p.  1097) 
le  théorème  que  j'avais  précédemment  donné  sur  les  péninvariants 


(')  Nouv.  Ann.  de  Math.,  3*  série,  t.  V,  p.  309. 
(*)  Comptes  rendus,  t.  CIV,  p.  çf>!\. 
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des  formes  binaires  s'écrira,  avec  la  nouvelle  notation, 

[wp,  Wq]r  r=  {pwq  —  qwp)r. 

On  pourrait  indéfiniment  multiplier  de  tels  exemples,  car  les 
expressions  de  ce  genre  se  rencontrent,  pour  ainsi  dire,  à  chaque 
pas,  soit  en  Algèbre,  soit  en  Analyse.-  Mais  les  exemples  qui 
viennent  d'être  donnés,  particulièrement  les  derniers,  suffisent  à 
faire  saisir  l'utilité  de  la  convention  que  nous  proposons.  Si  elle 
était  admise  définitivement  et  introduite  dans  l'usage  courant,  le 
langage  algébrique  y  gagnerait  en  netteté.  C'est  là  le  seul  résultat 
que  nous  nous  soyons  proposé  en  publiant  cette  remarque. 


Exposition  d'une  méthode  de  M.  Caspary,  pour  l'étude 
des  courbes  gauches;  par  M.  Carvallo. 

(Séance  du   18   mai   1887.) 

1.  Dans  le  100e  Volume  du  Journal  de  C relie,  M.  Caspary  a 
publié,  sur  la  génération  des  courbes  gauches  algébriques,  un 
Mémoire  qu'il  a  signalé  à  la  Société  mathématique  dans  la  séance 
du  20  avril.  La  remarquable  méthode  employée  par  M.  Caspary 
est  purement  intuitive  ;  elle  repose  sur  une  généralisation,  qui 
logiquement  s'impose,  des  notations  ordinaires  de  la  Géométrie, 
et  s'adapte  merveilleusement  à  la  Géométrie  de  position.  Mais  sa 
portée  est  plus  grande  encore,  car  les  principes  qui  lui  servent  de 
base  formeraient,  d'après  l'auteur,  le  lien  entre  la  Géométrie  pure 
et  la  Géométrie  analytique  et  se  prêteraient  également  bien  aux 
études  entreprises  dans. ces  deux  sens. 

2.  Systématisant  une  notation  familière  en  Géométrie,  M.  Cas- 
pary  désigne  par 

AB  la  droite  qui  joint  1rs  points  A  et  13; 

ajî  la  droite  d'intersection  des  plans  a  et  [5; 

A<7  le  plan  qui  passe  par  le  point  A  et  la  droite  a  ; 

aa  le  point  d'intersection  du  plan  a  et  de  la  droite  a. 
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En  résumé,  par  la  juxtaposition  des  lettres  qui  désignent  les 
éléments  simples,  l'auteur  représente  l'élément  qui  résulte  ou  de 
la  jonction  ou  de  l'intersection  des  éléments  primitifs.  Il  est  dès 
lors  conduit  à  représenter  un  nombre  arbitraire  de  constructions 
successives  par  la  juxtaposition  de  symboles  représentant  des 
points,  des  droites  et  des  plans.  De  cette  façon,  si  Ton  désigne 
ces  éléments  respectivement  par  des  majuscules,  des  minuscules 
et  des  lettres  grecques  et  qu'on  adopte,  comme  en  Algèbre,  l'usage 
des  parenthèses,  l'expression 

(Xab)(Xcoi) 

symbolise  la  construction  suivante  : 

i°  On  mène  le  plan  passant  par  le  point  X  et  la  droite  a,  Xa; 
20  On  prend  l'intersection  du  plan  Xa  avec  la  droite  b,  Xafr; 
3°  et  4°  On  construit  de  même  l'expression  Xca  qui  représente 
une  droite; 

5°  On  mène  le  plan  passant  par  le  point  Xaé  et  la  droite  Xca. 

En  définitive,  (Xaô)  (Xca)  représente  un  plan  qu'on  sait 
trouver. 

3.  L'auteur  appelle  dérivé  d'un  élément  variable  point,  droite 
ou  plan,  par  exemple  d'un  point  X,  un  autre  élément  représenté 
par  une  expression  telle  que  la  précédente  où  entre  A.  Je  me 
permettrai  de  plus  de  dire  qu'il  est  dérivé  d'ordre  n  si  X  entre 
n  fois  dans  l'expression  de  cet  élément  dérivé.  Cette  nouvelle  dé- 
finition se  justifie  comme  il  suit. 

Soit  d'abord  une  expression  où  l'élément  variable  entre  une 
seule  fois,  par  exemple 

A  a  a  X  ... . 

Je  dois  effectuer  la  construction  Aaa  qui  donne  une  certaine 
droite  b\  l'expression  s'écrit  alors 

bX  . . .     ou     Xb. . . 

Ainsi  l'élément  variable  peut  toujours  être  amené  en  tête  de 
l'expression  donnée.  Je  laisserai  maintenant  au  lecteur  le  soin  de 


—  160  — 
vérifier  les  résultats  suivants  (  •  )  : 

XA  représente  une  droite  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes 
par  rapport  à  celles  de  X. 

Xa  représente  un  plan  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  X. 

£a  représente  une  droite  dont   les   coordonnées  sont   linéaires  homogènes 
par  rapport  à  celles  de  £. 

£a  représente  un  point  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  Ç. 

xk.  représente  un  plan  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  x. 

xol  représente  un  point  dont  les  coordonnées  sont  linéaires  homogènes  par 
rapport  à  celles  de  x. 

Dans  le  premier  groupe,  on  considère  les  coordonnées  ponc- 
tuelles de  la  droite  XA  ;  dans  le  deuxième  groupe,  les  coordonnées 
tangentielles  de  la  droite  Ça;  dans  le  troisième  groupe,  les  coor- 
données de  la  droite  x  sont  arbitrairement  des  coordonnées  tan- 
gentielles ou  ponctuelles. 

Toutes  les  combinaisons  sont  examinées  dans  le  Tableau  précé- 
dent; dès  lors  : 

i°  Si  l'on  effectue  une  suite  de  constructions  en  faisant  entrer 
une  seule  fois  un  élément  variable,  un  point  X  par  exemple,  tous 
les  éléments  qu'on  obtiendra  successivement  auront  leurs  coor- 
données linéaires  homogènes  par  rapport  à  celles  de  X. 

2°  Si  Ton  fait  entrer  n  éléments  X,,  X2,  .  .  .,  X„  chacun  une 
fois,  l'élément  dérivé  aura  des  coordonnées  linéaires  homogènes 
par  rapport  aux  coordonnées  de  chacun  de  ces  éléments. 

3°  Si  Ton  fait  entrer  n  fois  un  élément  X,  l'élément  dérivé  aura 
ses  coordonnées  homogènes  de  degré  n  par  rapport  à  celles  de  X. 

A.  Par  une  convention  de  l'auteur, 
AN  =  o  exprime  que  le  poinl  i\  est  dans  le  plan  à; 


(')  Je  considère  pour  le  point  des  coordonnées  homogènes:  les  coordonnées  du 
plan  sont  les  quatre  coefficients  de  son  équation;  enfin  j'appelle  coordonnées 
ponctuelles  de  la  droite  les  >ix  déterminants  formés  avec  les  coordonnées  des 
deux  points;  coordonnées  tangentielles  de  la  droite  les  six  déterminants  formés 
avec  les  coordonnées  des  deux  plans  qui  définissent  la  droite. 
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ln  =  o  exprime  que  les  droites  l  cl  n  sont  dans  un  même  plan  ; 
/N=  o  exprime  que  le  point  N  est  sur  la  droite  /; 
/v  =  o  exprime  que  le  plan  v  contient  la  droite  /. 

Je  ferai  à  ce  sujet  les  remarques  suivantes  : 

i°  XN  =  o  se  traduit  en  géométrie  cartésienne  par  une  équa- 
tion linéaire  homogène  par  rapport  aux  coordonnées  de  X  et  aussi 
par  rapport  à  celles  de  N.  Si,  en  particulier,  les  éléments  X  et  N 
sont  respectivement  dérivés  d'ordres  p  et  q9  d'un  point  X,  XN  =  o 
représente  l'équation  ponctuelle  d'une  surface  de  degré  p  -h  g* 
Mais  X  et  N  peuvent  être  dérivés  d'un  plan  ou  d'une  droite,  de 
façon  que  XN  =  o  représente,  dans  ces  cas,  une  équation  tangen- 
tielle  ou  relative  à  l'espace  réglé. 

2°  Considérons  In  =  o.  Si  une  des  droites  est  définie  par  deux 
points,  soit  par  exemple  n  =  MN,  l'égalité  signifie  que  les  deux 
droites  /  et  MN  sont  dans  un  même  plan  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  que  le  plan  X  =  /M  contient  le  point  N.  On  est  alors  ra- 
mené à  la  forme  XN  =  o  déjà  examinée. 

Si,  au  contraire,  les  deux  droites  sont  définies  par  des  intersec- 
tions de  plans,  soient 

/  =  Xfx,        n  =  vw, 

l'égalité  ln  =  o  signifie  que  les  deux  droites  X|x  et  vra  sont  dans  un 
même  plan  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  plan  X  passe  par 
le  point  |xvw  =  N.  On  est  encore  ramené  à  la  forme  précédente 
XN  =  o. 

3°  Pour  /N  =  o,  deux  cas  se  présentent  suivant  que  la  droite  / 
est  définie  par  l'intersection  de  deux  plans  X  et  jx  ou  par  deux 
points  L  et  M.  Dans  le  premier  cas,  le  point  N  étant  sur  la  droite 
ajx  est  à  la  fois  dans  chacun  des  deux  plans  X  et  jx,  c'est-à-dire 
que  l'égalité  /N  =  o  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

XN  =  o,        jxN  =  o, 

qui  sont  de  la  première  forme  examinée. 

Dans  le  second  cas,  je  considère  deux  points  arbitraires,  mais 
fixes,  A  et  B;  la  droite  /=LM  est  l'intersection  des  plans 
X  =  LMA,  |x  =  LMB  et  l'on  est  ramené  au  premier  cas. 

4°  L'égalité  h  =  o  se  traite  comme  la  précédente  à  laquelle 
xv.  1 1 
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clic  correspond  par  le  principe  de  dualité.  Elle  donne  encore  lieu 
à  deux  équations  dont  on  évaluera  facilement  les  degrés. 

5.  Si,  en  particulier,  les  éléments  /  et  N  sont  dérivés  d'un  point 
mobile  X,  l'égalité  IN  =  o  équivaut  aux  équations  de  deux  sur- 
faces algébriques  et,  par  conséquent,  représente  la  courbe  algé- 
brique qui  résulte  de  leur  intersection.  Il  en  est  de  même  pour 
/v  =  o. 

J'ai  cru  devoir  remplacer  par  les  remarques  précédentes  l'expo- 
sition de  M.  Caspary,  parce  que  ces  remarques  forment  une  dis- 
cussion intéressante  et  que  de  plus  la  démonstration  de  l'auteur 
est  basée  sur  un  théorème  de  Grassmann  qui  peut  être  ignoré  du 
lecteur.  Voici  maintenant  les  applications  que  l'auteur  fait  de  cette 
théorie  à  la  génération  des  cubiques. 

6.  Soit  l'égalité 

(i)  (Xalal)(X61ft,)(X*)  =  o. 

Si  l'on  pose 

(2)  P  =  Xa,aj,        Q  =  X6t6j, 

l'égalité  (1)  exprime  que  le  plan  IL  g  contient  la  droite  PQ  et,  par 
suite,  chacun  des  points  P  et  Q;  elle  se  décompose  donc  en  deux 
autres,  savoir 

(3)  P(X/ç-)  =  o,        Q(X^)  =  o. 

L'auteur  interprète  ces  formules  des  trois  façons  suivantes  : 

1.  —  i°  D'après  la  première  égalité  (2),  le  point  P  est  dans  le 
plan  Xrt,  ;  donc  PX  coupe  aK  ; 

20  D'après  la  même  égalité,  le  point  P  est  sur  la  droite  a2  ;  donc 
PX  coupe  tf2. 

3°  D'après  la  première  égalité  (3),  le  point  P  est  dans  le  plan 
Xg  ;    donc  PX  coupe  g. 

PX  rencontrant  les  trois  droites  aM  a2j  g  décrit  un  hyperbo- 
loïde.  De  même  QX  décrit  Thypcrboloïdc  qui  a  pour  directrices 
b{,  ft3,  g.  Donc,  X  décrit  l'intersection  de  ces  deux  hvperboloïdes 
et,  comme  ceux-ci  ont  la  génératrice  commune  g,  celte  inter- 
section est  une  cubique. 


—  163  - 

II.  —  i°  Le  plan  PQX  passe  par  la  droite  g,  d'après  les  éga- 
lités (3). 

2°  Le  point  P  décrit  la  droite  a3  et  Q  la  droite  62>  d'après  les 
égalités  (2). 

3°  La  droite  PX  s'appuie  sur  a,  et  QX  sur  6f,  d'après  les  éga- 
lités (2). 

Donc  : 

i°  Si  le  plan  d'un  triangle  PQX  tourne  autour  d'une  droite 
fixe  g, 

20  Si  les  deux  sommets  P  et  Q  décrivent  respectivement  des 
droites  fixes  a2  et  b2, 

3°  Si  les  deux  côtés  PX  et  QX  s'appuient  sur  deux  droites 
fixes  ax  et  bu 

Le  troisième  sommet  X  décrit  une  cubique. 

III.  —  P  est  dans  le  plan  X^,  d'après  la  première  égalité  (3); 
P  est  dans  le  plan  X.a^  d'après  la  première  égalité  (2). 
Donc  P  est  sur  l'intersection  (Xrt<)  (X.g)  de  ces  deux  plans; 

d'ailleurs  P  est  sur  a2  d'après  la  première  égalité  (2). 

P  étant  sur  la  droite  (Xa,)  (Xg)  et  sur  la  droite  a2,  ces  deux 
droites  se  coupent  et  l'on  a 

(Xai)(Xg)at  =  o,        et  de  même        (Xbi)(Xg)bt  =  o. 

Donc  : 

i°  Si  les  trois  faces  Xal?  Xbtj  Xg  d'un  trièdre  pivotent 
autour  de  trois  droites  fixes  a^  bt,  g, 

20  Si  les  deux  arêtes  (X«,),  (Xg)  et  (X^),  (X g)  s'appuient 
sur  deux  droites  fixes  a2,  62> 

Le  sommet  X  de  ce  trièdre  décrit  une  cubique. 

7.  Généralisation.  —  Considérons  l'égalité 
(1)  (Xaiat . . .  a2/)(X6,  bt . . .  &î„l)(Xc1c2 . . .  cing )  —  o, 

qui  reproduit  la  précédente  quand  on  y  fait 

/  =  1,        m  =  1,        n  =  o. 

On  peut  voir  par  un  procédé  analogue  au  précédent  que  X 
décrit  la  cubique  d'intersection  de  deux  hyperboloïdes  avant  pour 
génératrice  commune  g.  Mais  l'auteur  préfère  employer  la  marche 
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suivante,  qui  montre  bien  les  relations  qui  existent  entre  une  des 
interprétations  de  ses  résultats  et  la  méthode  employée  dans  la 
Géométrie  pure  de  Chasles,  de  Sleiner  et  d'autres  géomètres. 
Posons  done 

(a)     P  =  \axat . . .  Oj/,         Q  =  \bxb± . . .  btmt        R  =  XciCj . . .  cîn, 

ces  expressions  représentant  évidemment  des  points. 
L'égalité  (i)  s'écrit 

PQ(R^)  =  o. 

Sous  cette  forme,  elle  exprime  que  la  droite  PQ  est  dans  le  plan 
Rgi  si  donc  on  pose 

PQR  =  X, 

le  plan  X  contient  d'abord  la  droite  g,  ce  qui  donne 

(3)  X/T  =  o; 

ce  plan  X  contient  aussi  les  points  P,  Q,  R  et  l'on  a,  en  particulier, 

PX  =  o, 

ou?  en  remplaçant  P  par  son  expression  (2), 

Xftj  Of  .  .  .  Ûtj/A  =  O. 

Or  il  est  évident  que  cette  égalité  peut  être  écrite  en  ordre 

inverse 

Xa*/  • . .  cl%cl\  X  =  o  ; 

sous  cetle  forme,  clic  exprime  que  le  point  X  est  dans  le  plan 
\a2i  >  •  •a2al.  Le  même  raisonnement  s'applique  aux  points  Q  et 
R;  si  donc  on  pose 

(  X«2/  . . .  ci^ai  =  (jl, 

(  1)  <   X62m  .  .  .btbi  =  v, 

f      Xc2w  .  .  .  C3C1     =  TïT. 

on  voit  que  le  point  X  est  dans  chacun  des  plans  u,  v,  tït,  c'est- 
à-dire  qu'il  est  leur  intersection. 

Interprétons  maintenant  les  égalités  (3)  et  (4)  .' 
i°   L'égalité  (3)  représente  un   faisceau   de   plans   a  tournant 
autour  de  l'axe  £". 

20  La  première  égalité  (4)  montre  que  le  plan  jjl  pivote  autour 
de  aK  ;  de  plus,  X  ne  figurant  qu'une  fois  dans  l'expression  de  p. 
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ce  plan  u.  décrit  un  faisceau  de  plans  homographiques  du  précé- 
dent. 

De  même  v  et  m  décrivent  autour  de  bt  et  ct  des  faisceaux 
homographiques  du  premier.  Donc  ces  trois  faisceaux  u.,  v,  m, 
homographiques  d'un  même  troisième  X,  sont  homographiques 
entre  eux;  dès  lors,  d'après  un  théorème  de  Chastes,  le  point  X 
commun  aux  trois  plans  u.   v,  rs  décrit  une  cubique. 

En  suivant  une  marche  identique  à  la  précédente,  l'auteur  dé- 
montre que,  si  Ton  prend  un  nombre  impair  de  droites  dans 
chacun  des  groupes 

Q>\  #!  •  •  •  i       ©i  0j  •  .  •  »       Ci  Cj  .  .  . , 

l'égalité 

(i)'        (Xa1at...ai/+1)(X6,  bt . . .  btm+i)(Xcxct. . .  ctn+ig)  =  o 

représente  encore  une  cubique.  Les  égalités  (i)  et  (i')  donnent 
ainsi  lieu  à  un  énoncé  très  général  dont  voici  l'application  au  cas 
particulier  où  Ton  fait  dans  chacune  de  ces  égalités 

/  =  m  =  n  =  i. 

(i).  Si  le  plan  de  base  PQR  d'un  tétraèdre  PQRX  pivote 
autour  d'une  droite  fixe  g,  si  les  trois  sommets  P,  Q,  R  de  cette 
base  décrivent  des  droites  fixes  a2,  ^a>  c2j  si  les  trois  arêtes  laté- 
rales PX,  QX,  RX  rencontrent  trois  droites  fixes  aif  6|,  cl}  le 
quatrième  sommet. X  du  tétraèdre  décrit  une  cubique. 

(i)'.  Si  un  des  sommets  S  d'une  double  pyramide  triangulaire 
SPQRX  décrit  une  droite  fixe  gi9  si  les  six  arêtes  latérales  ren- 
contrent des  droites  fixes  at,  b{,  cK\  <z3,  b3j  c3,  si  les  trois  som- 
mets P,  Q,  R  de  la  base  commune  décrivent  trois  droites  fixes 
a2,  b2,  c2,  le  sommet  X  décrit  une  cubique. 

Après  avoir  ainsi  employé  seulement  des  droites  comme  élé- 
ments fixes,  l'auteur  emploie  des  plans  et  des  points  et  considère 
l'égalité 

(XA,a,..  .A/at/XXB^t ...  Bmp//I)(XC1 71  ...Cn*(n)g  =  o. 

Gomme  précédemment,  si  Ton  appelle  \  le  plan  des  trois  points 

P  =  XA1al  . . .  A/a/.         Q  =  \Bl^l .    .  B,#<  J3,,,.         R  —  XCi -^  . . .  C,r(„, 
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on  voit  que  le  point  X  est  l'intersection  des  trois  plans 

jx=Àa/   A/  . . .  oci  A i , 

v  =  Xp/,lBm...jî1B1, 

liés  linéairement  au  plan  \  qui  pivote  autour  de  la  droite  g.  Donc 
ce  point  X  décrit  une  cubique. 
Ce  résultat  s'énonce  ainsi  : 

Un  plan  \  pivote  autour  d'une  droite  fixe  g. 

On  prend  les  intersections  de  ce  plan  avec  les  plans  a/,  pm,  y„  ; 

Par  ces  intersections  Xa/,  X(3m,  Xy,i  et  les  points  A/,  Bm,  C,,,  on 
fait  passer  trois  plans; 

On  prend  les  intersections  de  ces  plans  avec  oli_{  ,  $m_\ ,  Y»_.i ,  etc. 

On  arrive  finalement  à  trois  derniers  plans  jx,  v,  m  passant  par 
les  points  A<,  B,,  C,  ; 

L'intersection  X  de  ces  trois  plans  décrit  une  cubique. 

Pour  /=m=:/i:=i,  on  obtient  un  théorème  donné  par 
Chaslcs  sans  démonstration  [Aperçu  historique  ;  Note  XXXIII,  7). 

9.  L'auteur  traite  ensuite,  et  d'une  façon  tout  à  fait  analogue, 
l'égalité 

(XA,  a, . . .  A/a/XXBiP, . . .  B„,  p,M)C  =  0; 

il  montre  que  le  point  X  décrit  une  cubique  et  énonce  ainsi  ce 
résultat  auquel  correspond,  en  Géométrie  plane,  le  théorème  de 
Maclaurin  et  Braikenbridge  : 

Théorème.  —  Si  les  côtés  d'un  polygone  gauche  PQ  . . .  RSX 
passent  par  des  points  fixes  A, ,  A2,  . . . ,  C,  . . . ,  B2,  B0  si  les 
sommets  sauf  un,  P,  (),  . .  .,  R,  S  décrivent  des  plans  fixes 
a,?  a2,   . ..,  [32,  [Ï,,   le  dernier  sommet  X  décrit  une  cubique. 
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■Note  sur  les  expressions  obtenues  par  Duhamel  et  par  Lamé 
pour  le  flux  de  chaleur  dans  les  solides  non  isotropes;  par 
M.  Car  y  àllo. 

(Séance  du  i5  juin  1887.) 

1.  Introduction.  —  «  Le  principe  admis  est  celui-ci  :  Lorsque 
deux  molécules  d'un  milieu  solide  athermane  et  homogène  ont  des 
températures  inégales,  la  plus  chaude  cède  à  la  plus  froide  une 
quantité  de  chaleur  égale  au  produit  de  la  différence  des  tempéra- 
tures par  l'élément  du  temps  et  par  un  troisième  facteur  dé- 
pendant à  la  fois  et  de  la  distance  et  des  angles  qui  assignent  sa 
direction,  ce  facteur  ayant  toutefois  la  même  valeur  pour  deux 
directions  opposées  Vune  à  Vautre.  » 

C'est  ainsi  que  s'exprime  Lamé  (  *  )  en  parlant  du  beau  Mémoire 
de  Duhamel  (2)  sur  la  propagation  de  la  chaleur  dans  les  solides 
non  isotropes,  et  plus  loin,  parlant  de  sa  propre  théorie  : 

«  Pour  entrer  dans  la  phase  définitive  que  j'ai  indiquée,  il  ne 
reste  plus  qu'à  écarter  la  restriction  imposée  par  l'identité  admise 
des  valeurs  de  la  fonction-facteur  pour  deux  directions  opposées 
Tune  à  l'autre.  » 

C'est  là  ce  que  fait  le  célèbre  physicien  et  il  trouve  un  résultat 
plus  général  que  Duhamel,  l'expression  qu'il  obtient  pour  le  flux 
renfermant  neuf  coefficients  au  lieu  de  six.  Écarter  une  restriction 
et  par  là  trouver  des  résultats  plus  généraux,  tel  est,  suivant  Lamé, 
le  progrès  réalisé  par  sa  théorie.  Une  marche  analogue,  dans  l'é- 
lasticité. Ta  conduit  à  deux  coefficients  au  lieu  d'un  seul  primiti- 
vement obtenu,  «  circonstance  fort  heureuse,  dit-il,  en  ce  qu'elle 
écarte  complètement  les  objections  qui  résultaient  des  expériences 
de  M.  Wertheim  et  d'autres  physiciens  ». 

L'avantage  n'est  pas  aussi  grand  dans  la  théorie  de  la  chaleur, 
car  les  résultats  de  Duhamel  suffisent  et  la  plus  grande  généralité 
de  Lamé  n'est  nullement  nécessitée  par  ^expérience,   de  façon 


(')  Leçons  sur  la  tliéoric  analytique  de   la  chaleur.  Discours  préliminaire, 
p.  i5. 
(')  Journal  de  l'École  Polytechnique,  t.  XIII 
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qu'elle  n'introduit  en  réalité  que  de  la  complication.  Il  y  a  plus, 
l'hypothèse  de  Duhamel  sur  la  fonction-facteur  n'a  pour  effet 
que  de  faciliter  les  intégrations,  et  je  me  propose  de  montrer  ici 
que,  même  l'hypothèse  étant  écartée,  les  formules  de  Lamé  sont 
trop  générales  et  ses  neuf  coefficients  doivent  être  réduits  aux  six 
de  Duhamel. 

2.  Loi  de  V échange  de  la  chaleur  entre  deux  points.  —  Ué- 
change  de  chaleur  n'est  supposé  se  faire  qu'entre  molécules  très 
voisines.  Soient  m  et  mr  deux  de  ces  molécules  aux  températures 
V  et  V;  on  admet  que  la  quantité  de  chaleur  qui  passe  de  m!  à  m 
est  proportionnelle  à  l'élément  de  temps  dt  et  à  la  différence  très 
petite  de  température  V —  V. 

Or,  si  Ton  désigne  les  cosinus  directeurs  de  la  direction  mm! 
par  a,  (3,  y  et  la  longueur  mm'  par  r,  on  a,  en  bornant  l'approxi- 
mation au  premier  ordre, 


L'échange  de  chaleur  est  donc  proportionnel  à  cette  quantité 
ou  simplement  à  celle  que  renferme  la  parenthèse.  Quant  au  coef- 
ficient de  proportionnalité,  Je  ne  ferai  aucune  hypothèse  à 
son  sujet;  il  aura  seulement,  pour  chaque  couple  de  molécules, 
une  valeur  déterminée  qui  dépend  de  la  nature  et  des  positions 
relatives  des  deux  molécules. 

3.  Flux  de  chaleur  à  travers  un  élément  de  surface.  Défini- 
tion et  méthode  d'évaluation.  —  «  Si  l'on  considère  un  élément 
plan  infiniment  petit  dans  l'intérieur  d'un  corps  solide  limité  ou 
indéfini,  la  chaleur  traversera  cet  élément  dans  tous  les  sens  :  nouf 
appellerons  flux  la  quantité  de  chaleur  qui  passe  d'un  côté  moins 
celle  qui  passe  de  l'autre.  Cette  différence  changera  de  signe  sans 
changer  de  grandeur,  quand  on  considérera  successivement  les 
deux  côtés  du  plan  de  l'élément  (*  )  :  le  signe  de  flux  dépendra  donc 


(')  Ce  fait  résulte  d'une  simple  convention  de  signe  aussi  simplement  que  la 
valeur  algébrique  d'un  >egmcnt  change  de  signe  quand  on  change  le  sens  dans 
lequel  on  le  compte  positivement.  Il  ne  faudrait  donc  pas  le  confondre  avec  l'hy- 
pothèse sur  la  fonction-facteur,  qui  seule  est  attaquée  par  Lamé. 
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du  sens  que  l'on  considérera  et  qui  sera  toujours  déterminé  par  la 
direction  de  la  normale  prise  à  partir  de  l'élément.  » 

Telle  est  la  définition  de  Duhamel.  D'après  cette  définition,  je 
considère  un  élément  de  surface  <r  dont  la  normale  munie  d'un 
sens  est  ON.  Je  prends  un  point  m  du  côté  de  ON,  un  point  m! 
de  l'autre  côté  par  rapport  au  plan  de  l'élément  et  de  façon  que  la 
droite  mm!  coupe  <r.  Je  considère  la  quantité  de  chaleur  échangée 
comme  positive  si  elle  va  de  m!  à  m,  comme  négative  si  elle  va  de 
m  à  m1.  Je  dois  faire  la  somme  algébrique  de  toutes  les  quantités 
de  chaleur  écoulées  pendant  le  temps  dt,  pour  tous  les  couples 
(m,  mf)  formés  de  cette  façon.  Pour  cela,  je  considère  les  cylindres 
de  toutes  directions  ayant  pour  base  <x;  pour  un  de  ces  cylindres, 
je  prends  les  couples  de  points  (m,  m'),  tels  que  la  droite  qui  les 
joint  soit  dans  l'intérieur  du  cylindre  et  parallèle  aux  généra- 
trices; enfin  je  fais  la  somme  des  flux  ains!  obtenus  pour  toutes  les 
directions  de  génératrices.  J'ajouterai  que,  pour  relier  entre  eux 
les  résultats  correspondant  à  ces  divers  cylindres,  j'emploie 
comme  intermédiaires  les  cylindres  circonscrits  à  une  sphère  : 
c'est  là  le  point  original  de  la  méthode. 

4.  Évaluation  du  flux  à  travers  un  élément  de  surface.  — 
I.  Je  considère  une  sphère  O  infiniment  petite,  une  direction  OA 
ayant  pour  cosinus  directeurs  a,  (3,  y,  puis  le  cylindre  circonscrit 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  OA.  Ce  cylindre  touche  la 
sphère  suivant  un  cercle  e.  Enfin  je  prends  un  point  m  du  côté 
de  OA  par  rapport  au  plan  du  cercle  e,  un  point  m1  de  l'autre 
côté,  sous  la  condition  que  la  droite  mm!  soit  parallèle  aux  géné- 
ratrices et  comprise  dans  l'intérieur  du  cylindre.  La  quantité 
de  chaleur  qui  passe  de  m!  à  m  est  proportionnelle  (n°  2)  à 

ot-r — hp-j — ^Ytt*  s        somme  de  tous  les  tlux  qui  cor- 

respondent aux  couples  tels  que  (m,  mf),  j'obtiens  une  quantité 
À"fa-r — H(î-) — hf^-)e^  dans  laquelle,  pour  la  direction  OA, 

k  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  nature  du  corps. 
Pour  une  autre  direction  OA|  ayant  pour  cosinus  directeurs  at, 
Pi,  Yi,  on  aurait  une  autre  constante  À'i,  et  la  quantité  de  chaleur 
analogue  serait 
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Si  le  corps  était  isotrope  et  dans  ce  cas  seulement,  on  aurait  tou- 
jours 

*i  =  k. 

Remarque.  —  Dans  la  sommation  précédente,  je  peux  négliger 
les  points  intérieurs  à  la  sphère,  ou  les  introduire  sans  changer 
le  résultat;  car,  s'il  est  vrai  que  l'écoulement  de  chaleur  ne  se  fait 
qu'entre  points  très  voisins,  néanmoins  la  distance  limite  très 
petite  est  finie.  Ainsi  les  points  que  je  considère  sont  contenus 
dans  un  cylindre  ayant  une  section  infiniment  petite  mais  une 
hauteur  finie;  au  contraire,  la  sphère  a  toutes  ses  dimensions  infi- 
niment petites.  On  peut  donc,  dans  l'évaluation  précédente, 
négliger  les  points  qui  y  sont  contenus  ou  les  introduire  indiffé- 
remment. 

II.  Je  considère  maintenant  le  grand  cercle  <x  à  travers  lequel  je 
veux  évaluer  le  llux;  soit  ON  la  normale  à  ce  cercle,  \  [x,  v  ses 
cosinus  directeurs.  Je  considère  le  faisceau  cylindrique  ayant  pour 
base  <x  et  pour  génératrices  des  parallèles  à  OA  :  il  est  une  portion 
du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  et  cette  portion  est  au  cylindre 
total  dans  le  rapport  de  la  projection  de  cr  sur  le  plan  du  cercle  e 
à  ce  cercle  lui-même.  Or  ce  rapport  est  égal  au  cosinus  de  l'angle 
des  normales  ON,  OA,  et  ce  cosinus  a  pour  valeur 

aX  -h  Pjjl  -f-  yv. 

Multipliant  le  flux  précédemment  obtenu  par  ce  cosinus  et  divi- 
sant par  <Tclt  ou  par  son  égal  e  tit,  il  vient 

Je  ferai  encore  les  remarques  suivantes  : 

i°  Le  raisonnement  précédent  ne  semble  rigoureux  que  si  l'on 
considère  le  llux  qui  traverse,  non  pas  l'élément  <r  lui-même, 
mais  sa  projection  sur  le  plan  du  cercle  e;  mais  il  n'y  a  de  diffé- 
rence (jue  pour  les  points  qui  sont  dans  les  onglets  compris  entre  c 
et  e,  et,  d'après  une  remarque  précédente,  la  quantité  corres- 
pondante est  infiniment  petite  d'ordre  supérieur  à  celle  qu'on 
évalue. 
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2°  J'ai  admis  aussi  que  le  flux  qui  traverse  un  cylindre  de  di- 
rection OA  est  proportionnel  à  la  section  de  ce  cylindre. 

Cela  est  vrai  rigoureusement  dans  un  corps  homogène  et  serait 
vrai  seulement  à  un  infiniment  petit  près  d'ordre  supérieur  dans 
un  corps  hétérogène. 

3°  Avant  de  faire  la  somme  des  flux  partiels  qui  répondent  à 
toutes  les  directions  OA,  il  est  utile  d'apporter  à  ce  qui  précède 
uqe  modification  qui  permette  de  mettre  celte  somme  sous  la  forme 
ordinaire  d'une  intégrale.  Pour  cela,  j'appliquerai  le  raisonnement 
précédent,  non  plus  au  simple  cylindre  de  direction  OA,  mais 
au  faisceau  des  cylindres  dont  les  génératrices  "sont  parallèles  aux 
droites  qui  joignent  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  i  à  tous 
les  points  d'un  élément  diù  de  la  surface  de  cette  sphère.  Le  flux 

de  chaleur  ^  (*-i — h  P^ — *~  Y~P  )  est  remP^ac^  Par  un  ^ux  °lu' 
contient  dio  en  facteur  et  qui  est  de  la  forme 


• 

9 


Dans  cette  expression,  K  est  une  constante  pour  la  direction  OA, 
variable  avec  cette  direction  et  qui  dépend  de  la  nature  du  corps. 

De  cette  façon  je  néglige  la  variation  dea- — *~  $â — *~  Y7P  pour 

les  directions  renfermées  dans  le  cône  d'ouverture  dio.  Mais  il  est 
clair  que,  la  fonction  V  étant  supposée  continue  ainsi  que  ses  dé- 
rivées, on  ne  néglige  ainsi  que  des  termes  d'ordre  supérieur.  Enfin 
ce  flux,  qui  traverse  l'ensemble  des  cercles  normaux  aux  direc- 
tions du  pinceau  d'ouverture  rfw,  peut  être  regardé  comme  tra- 
versant le  cercle  e.  Pour  passer  de  ce  flux  à  celui  qui  traverse  <x, 
il  suffit  encore  de  multiplier  le  précédent  par  aX  -f-  j3[jl  -f-  yv,  car 
on  néglige  ainsi  seulement  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur. 
En  résumé,  le  flux  qui  traverse  <x  parallèlement  au  faisceau  des  di- 
rections définies  par  le  cône  d'ouverture  dtù  est,  au  facteur  près 

(iX+^  +  ^KAi^  +  p^+Y^J. 

III.   Il  reste  à  faire  la  somme  de  tous  ces  flux  partiels  de  façon 
à  embrasser  tous  les  couples  de  points  {m,  m').  11  vient  ainsi  pour 
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le  flux  correspondant  à  l'élément  a-  de  normale  ON 

Les  intégrations  doivent  être  étendues  à  un  hémisphère, 
d'ailleurs  arbitraire,  de  façon  à  comprendre  et  une  fois  seulement 
chaque  couple  (m;  m'). 

5.  Conclusion.  —  Comme  on  voit,  l'expression  précédente  du 
flux  ne  contient  que  six  coefficients 

A  =  /Ka>rfw,        B  =  /Kp*rfitf,         G  =  /Ky*^w, 

* 

Ce  résultat  est  identique  à  celui  de  Duhamel.  Au  contraire,  Lamé 
trouve  des  valeurs  distinctes  pour  les  neuf  coefficients  des  dérivées 

j->  -T-i  —  $  et  ce  résultat  ne  coïncide  avec  le  précédent  que  dans 

le  cas  appelé  par  Lamé  cas  de  l'égalité  symétrique.  Or,  dans  l'ana- 
lyse précédente,  on  a  écarté  cette  restriction  que  la  fonction- 
facteur  ait  la  même  valeur  pour  deux  directions  opposées.  Ce  n'est 
donc  pas  à  ce  fait,  mais  à  une  imperfection  de  son  analyse  qu'est 
due  la  plus  grande  généralité  de  Lamé,  et  cette  imperfection  est, 
pensons-nous,  dans  la  définition  qu'il  donne  du  (lux. 

En  effet,  il  considère  un  cylindre  C  normal  à  a-,  ayant  pour  base 
cet  élément  et  tracé  seulement  d'un  côté  de  lui.  La  quantité  de» 
chaleur  envoyée  par  ce  cylindre  à  toute  la  région  du  corps  située 
de  l'autre  côté  du  plan  de  l'élément  est  ce  que  Lamé  appelle  le  flux 
élémentaire  correspondant  à  <t.  Cette  définition  peu  rationnelle 
n'introduit  pas  tous  les  couples  de  points  tels  que  Ja  droite  qui 
les  joint  traverse  a-  et  en  introduit  qui  ne  satisfont  pas  à  cette 
condition;  elle  ne  permet  pas  de  reprendre  le  calcul  de  Duhamel 
ni  le  raisonnement  que  je  viens  de  présenter.  Il  y  a  plus,  on  voit 
intuitivement  que,  en  prenant  n'importe  quelle  définition,  plus 
arbitraire  encore  que  la  dernière,  on  arriverait  pour  le  flux  à  une 
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expression  de  la  forme 


( 


à x  a  y  oz  ] 


dans  laquelle  A,  B,  C  sont  des  constantes  qui  dépendent  de  la  di- 
rection ON.  On  aurait  donc,  comme  Lamé,  neuf  coefficients  pour 
les  trois  flux  coordonnés,  et  cela  sans  se  donner  la  peine  de  faire 
aucun  calcul. 


Démonstration  nouvelle  de  la  propriété  fondamentale  de  i 'in- 
tégrale eulérienne  de  première  espèce;  par  M.  Lerch,  docent 
à  l'École  Polytechnique  tchèque  de  Prague. 

(Séance  du  i5  juin  1887.) 
Plusieurs  démonstrations  ont  été  données  de  la  formule 


rVH»-^r'^  =  r(/)r(0; 


quoiqu'elles  ne  laissent  rien  à  désirer  à  l'égard  de  la  clarté  et  de  la 
simplicité,  je  crois  néanmoins  que  la  démonstration  suivante  ne 
serait  pas  superflue  en  se  fondant  sur  les  principes  de  la  théorie 
des  fonctions  et  sur  le  théorème  de  Cauchy  sur  les  intégrales 
prises  entre  des  limites  imaginaires. 

Je  suppose  connues  les  deux  propriétés  fondamentales  de  la 
fonction  gamma,  savoir 

r(«  +  i)  =  ar(i),      r(«)r(i  —  «)  =  -,* 


si  n  7i  a 


a 

dont  la  seconde  prouve  que  =77— r  est  une  fonction  transcendante 

entière  de  «.  H%) 

Soient  s,  t  deux  quantités  complexes  dont  les  parties  réelles 
sont  positives  et  considérons  l'intégrale 

(1)  B(s,  0=   f  *'-l(i  —  3y-ldz, 

où  l'on  pose 
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les  logarithmes  étant  pris  en  sens  arithmétique.  En  supposant  que 
les  parties  réelles  de  s  et  de  t  sont  supérieures  à  l'unité,  l'intégra- 
tion par  parties  nous  donnera  la  formule 

(2)  b(j,o~,^7-iB(*~1,0' 

Pour  déterminer  la  nature  analytique  de  la  fonction  B($,  t)f  con- 
sidérons l'intégrale 


(3)  E(5 


*A  1.0,1) 


prise  le  long  d'un  contour  fermé  (i  aot'a"ai)  enveloppant  l'origine 
au  moyen  d'un  cercle  aa'o^a  du  centre  zéro  et  du  rayon  a<^i. 

D'après  le  théorème  de  Cauchy,  cette  intégrale  ne  dépend  point 
de  la  valeur  de  a  et  nous  aurons,  comme  il  est  facile  de  voir, 

E(j,  0=  f  z'-iii  —  zy-tdz-heW-vf  5'-»(i-5y-»</5, 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

(4)  E(5,  0  =  2iV?"Wsin7t5B(5,  0- 

Or  l'intégrale  (3)  existe  pour  chaque  valeur  finie  de  s  et  l'on 
démontre  aisément  qu'elle  est  une  fonction  transcendante  entière 
de  la  variable  s,  la  partie  réelle  de  /  étant,  bien  entendu,  supposée 
positive. 

Donc  la  fonction 

(5)  <„^)=^_0J1^±) 

est  une  fonction  analytique  uniforme  et  l'équation  (a)  montre 
qu'elle  admet  la  période  i.  Il  s'agit  des  infinis  de  cette  fonc- 
tion-ci. Comme  le  montre  l'équation  (4),  nous  aurons 

.       v        Ki.«,  t)V(s~  t) 

<l>^0  =  — .  ^r-  .-    — -    - 
•ne*"1  si ii t:: s  l  (s  ) 

ou,  ec  qui  est  la  même  chose, 


i 


bis)  «Im.O^-  ^r.r-<':\\t  —  s)\\s  —  t)K{s.  t). 


J.T.t 


La  fonction  l\i  —  .*  >  ne  devenant  infinie  que  pour  s  =  \ ,  a,  3,  ... 
et  Vis  —  t)  pour  >  —  /  --=  o,  —  i ,  —  a,  —  ,>.  ...  on  voit  que   les 
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infinis  de  la  fonction  <&(s)  sont  contenus  parmi  les  valeurs  de  la 
forme  s  =  n,  —  /,  —  t  —  Tien  représentant  par  n  un  terme  quel- 
conque de  la  série  des  nombres  naturels  i,  2,  3,  «... 

Quant  aux  valeurs  de  la  forme  s  =n,  on  voit,  d'après  le  théo- 
rème de  Cauchy,  que  l'intégrale  (3)  s'annule  de  sorte  qu'elles  ne  ' 
sont  que  des  points  ordinaires  de  la  fonction  $($).  Il  ne  s'agit 
donc  que  des  points  tels,  que  s  -{-  t  soit  un  nombre  entier  négatif 
ou  nul,  s  -f- 1  =  —  n.  Dans  ce  cas,  la  fonction  ^""'(i  —  z)e~*  sera 
uniforme  dans  le  plan  affecté  de  la  coupure  (o. . .  1)  et  le  théo- 
rème de  Cauchy  nous  donne 


E(5,  0=  f  *'-l(i  —  zy-ldjst 


cette  intégrale-ci  devant  être  prise  le  long  d'une  ligne  fermée 
simple  C  enveloppant  la  coupure  (0...1).  Soit,  en  particulier,  Cun 

cercle  du  rayon  -  >  1  et  de  centre  zéro  ;  posant  z  =  -  >  il  vient 


E 

101 


cette  intégrale  étant  prise  le  long  du  cercle  du  centre  zéro  et  du 
rayon  r  <  1.  La  fonction  sous  le  signe  f  étant  uniforme  et  finie 
pour  s  -f-  t  =  —  nk  l'intérieur  de  ce  cercle,  le  théorème  de  Cauchy 
montre  qu'on  aura,  pour  5  +  /  =  —  /i(/i  =  o,  1,  2,  ...), 

E(5,  0  =  o, 

et  il  s'ensuit,  que  la  fonction  ne  devient  jamais  infinie,  de  sorte 
qu'elle  est  une  /onction  transcendante  entière  de  s  et,  puisqu'elle 
admet  la  période  1 ,  elle  sera  représentée  par  une  série  de  la  forme 

«c 

(6)  *(*)  =  ^  Av&,v>        *  =  """> 


Vz=— oc 


dont  les  coefficients  Av  ne  dépendent  que  de  t. 

C'est  en  combinant  les  propriétés  de  la  fonction  O(^)  exprimées 
parles  formules  (5a)  et  (6)  que  nous  pourrons  prouver  la  formule 
en  question.  Supposons  à  cet  effet  que  la  partie  réelle  de  t  est 
contenue  entre  1  et  2,  tandis  que  celle  de  s  doit  être  prise  au  nulle 
ou  entre  les  limites  (o. . .  1).  La  partie  réelle  de  s  +  t  étant  con- 
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tenue  entre  les  limites  (i . .  .3),  nous  aurons 


|r(*-4-0|=     /      e-****'-1  dz    <  I      e~~z*dz, 


,  c'est-à-dire 


|r(«  +  oi<a. 


Soit  uilsi  partie  imaginaire  de  s;  je  dis  qu'on  peut  déterminer 
une  quantité  m  telle,  qu'on  ait,  pour  chaque  valeur  de  u  supé- 
rieure ou  égale  en  valeur  absolue  à  m,  l'inégalité 


(p> 


|r<i-«)|<i+8, 


S  étant  une  quantité  positive  donnée  d'avance. 

C'est  ce  qui  résulte  d'un  théorème  donné  par  M.  Prym  (f)  el 
démontré  d'une  manière  plus  simple  par  M.  Hermite  (2),  savoir 


V  =  0  * 


e-*z-'dz. 


En  effet,  on  a,  la  partie  réelle  de  — 5  étant  négative, 

/     e-*z-* dz   <   /     e~zdz=-i 
Wi  I      Jx  e 

on  peut  supposer  d'ailleurs  m  tel  que,  pour  |  // 1?  /w,  on  ait 


2 


V  =  0 


(-.)> 


v!(f  +  1  —  4) 


0. 


d'où  il  suit  ce  que  nous  avons  affirmé. 
On  a  de  plus 

E(*,  /)  =  (<?**"— i)  f  z*-*(i  —  zy-idz+  f 

«-  a  «A  a  a' 


z'-i(i  —  z)'-i<tz. 


a"  a» 


Dans  la  seconde  intégrale  du  second  membre  la  variable  z  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

-  =  ae5',         5  =  (o...2tt); 


(')  Journal  de  Rorchanlt*  t.  82. 

(*)  /&ù/.,  t.  IX).  Lettre  ù  M.  ll.-A.  Sehwarz. 
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en  se  rappelant  que 


nous  aurons 


|s*-i  |  =:«-»*!  a'-»  |, 


et,  puisque  la  partie  réelle  de  s  et  de  t  —  1  est  positive,  cette  quan- 
tité est  moindre  que 


.tic 


Ç     e~H*  d%  = 

«-  o 


i  —  e-ni* 


u 


On  a  enfin 


U 


**-»(!  —  z)'-*dz 


<     /      -3"1  «fo  =  log  -  » 


de  sorte  que 


|  E(*f  OKI  e1™'*  —  1 1  log  -  -f-  f      <?-«*  d3. 

Le  premier  membre  étant  indépendant  de  a,  on  doit,  en  faisant 
a  converger  vers  l'unité,  que 


(T) 


|E(*f  OIS 


!  _  e-ttî7C 
U 


En  combinant  la  formule  (obis)  avec  les  inégalités  (a),  (fi),  (y), 
on  trouve 

|  *(*)«**'  l<  -  (  ^  +  8  )  - — ? 

Si  donc  u  est  positif  on  peut  déterminer  m  tel  que  pour  u'tm 
on  ait <  o,  de  sorte  que 


(a) 


l*(*)**M<  £(J-*- 3), 


et,  si  *r  est  négatif,  on  pourra  trouver  m  tel  que,  pour  —  w=w,  on 
ait 

et«*ii ? — ><s, 

de  sorte  qu'on  aura 


XV. 


19. 
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La  fonction  0>(s)  admettant  la  période  i,  il  suit  des  inégalités 
(a),  (af)  qu'on  pourra  déterminer  une  quantité  p(=  e~~mK)  telle 
que,  pour  chaque  valeur  de  £  moindre  en  valeur  absolue  que  p  et 

pour  chaque  $'  plus  grand  en  valeur  absolue  que->  il  subsiste  des 

r 

inégalités 


(i>) 


<*') 


|  «J>(*)e**'  |  = 


|<J>(*)e-**'|  = 


2  A^v+* 


v=^  — 


2    AvÊ'ÎV-' 


v  =  —  < 


<*', 


5', 


?/ 


6  étant  une  quantité  positive  donnée  d'avance.  Or  il  suit  de  (b) 
qu'on  a  nécessairement 

\n=  o,        (n  =  i,  2,  3,  ....)» 

et  Ton  obtient  de  môme  de  (b') 


de  sorte  que  nous  aurons 


A_n=o,        (n  =  i,  a,  3,  . ,.)» 


*(*)  =  A0, 


c'est-à-dire  que  la  fonction  &(s)  ne  dépend  point  de  s.  La  for- 
mule (5)  nous  donne  d'ailleurs 

d'où  Ton  conclut  aisément  que  l'on  a 


de  sorte  qu'il  vient 


A0=IV>, 


ri.ori/1 

I    1  A  /  ) 


ce  (pii  est  la  formule  dont  nous  avions  eu  vue   la  démonstration 
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Démonstration  de  la  loi  d'inertie  des  formes  quadratiques; 

par  M.  de  Presle  ('). 

(Séance  du  18  mai  1887.) 

Si  une  forme  quadratique  est  décomposée  en  une  somme  de 
carrés  de  formes  linéaires  indépendantes,  le  nombre  des 
carrés  affectés  du  signe  plus  et  le  nombre  des  carrés  affectés 
du  signe  moins  sont  invariables. 

Désignons  par  x,,  x2,  . ..,  xm  les  variables  dont  le  nombre 
est  m,  par  U  la  forme  quadratique,  par  n  le  nombre  des  formes 
linéaires,  qui  est  invariable,  et  considérons  deux  décompositions 
différentes  en  sommes  de  carrés  de  formes  linéaires  indépendantes. 
Dans  la  première  décomposition,  désignons  par  P,,  P2,  . . .,  Pa 
les  formes  linéaires  dont  les  carrés  sont  positifs,  par  Q,,  Q2,  . . ., 
Qp  les  formes  linéaires  dont  les  carrés  sont  négatifs  ;  dans  la 
seconde  décomposition,  désignons  les  mêmes  choses  par  les 
mêmes  lettres  accentuées,  nous  aurons 

(  u  =  Pî-4-PÎ+...+  PJ-Qî-Qî-...-Q£ 
j      =P;«-f-P;*  +  .  ..+  Pg-Q'1i_Q'1t_..._Q£. 

Remarquons  que  Ton  a 

at-+-  p  =  «' -+-  p'=  n. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  Ton  doit  avoir 

*  =  «',        ?=?'• 
Si  ces  égalités  n'avaient  pas  lieu,  on  aurait 

a  +  f'<i'+p         ou         *  h- p' >'«'-+- p. 

Supposons 


(')  Le  présent  Travail  suppose  connue  la  théorie  de  la  résolution  des  équations 
linéaires  de  M.  E.  Rouché,  publiée  dans  le  Journal  de  l'École  Polytechnique 
en  1882. 
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on  en  déduit 

*4-p'</i. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire 


•i 


\      P?-  Pï-4-...-f-  Pi^Q?-+-Q22  +  ..+Q? 

Considérons  les  équations  linéaires 

(3)Pj=o,      P2=o,     ...,     Pa=o;      Q,  =  o,     Q,  =  o,     ...,     Qp=o; 

si  on  les  résout  par  rapport  aux  variables  x^  x2l  . ..,  «##«>  elles 
sont  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  ces  va- 
riables, et  le  degré  d'indétermination  est  m  —  ky  k  étant  le  degré 
du  déterminant  principal  des  coefficients  des  variables  dans  les 
équations  (3).  Or  k  est  au  plus  égal  à  a  H-  (3'  qui  est  moindre 
que  n;  donc  le  degré  d'indétermination  est  supérieur  à  m  —  n. 

Pour  chacun  des  systèmes  des  valeurs  des  variables  satisfaisant 
aux  équations  (3),  les  fonctions  linéaires  du  second  membre  de 
l'équation  (2)  sont  nulles,  et  l'on  a 

Qi  =  o,        Qi=o,        ...,        Qp=o, 
les  valeurs  satisfont  donc  aux  équations 
(î)Pi  =  o,      P2=o,      ...,     Pa=o;      Qt  =  o,      Q2=o,     ...,      Qp=o. 

m 

Mais  le  déterminant  principal  des  coefficients  des  variables  x% , 
x-i,  ...,  xm,  dans  les  équations  (4),  est  de  degré  /i,  si  on  les  résout 
par  rapport  à  ces  variables,  le  degré  d'indétermination  est  m  —  n  ; 
elles  ne  peuvent  donc  pas  être  satisfaites  par  des  systèmes  dont 
l'indétermination  est  d'un  degré  supérieur  à  m  —  n. 

Ainsi  il  n'est  pas  possible  de  supposer 


n-r-  j3'<  n. 

On  ne  peut  avoir 

a-i-3'>/i. 

car  on  en  déduirait 

a'--    3  </i. 

et  un  raisonnement  identique  au  précédent  prouverait  l'impossi- 
bilité de  celle  hypothèse. 
On  aura  donc 
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ces  équations  rapprochées  des  équations 

donnent 


C.    Q      F.     I). 


Lettre  de  M.   Tissot  sur  une  Note  insérée  au  Bulletin. 

M.  Tissot  a  adressé  à  l'un  des  secrétaires  de  la  Société  la  Lettre 
suivante  : 

«  À  propos  de  la  Note  de  M.  Laisant  Sur  les  transformations 
planes  non  isogonales  insérée  dans  le  dernier  numéro  du  Bul- 
letin, permettez-moi  de  rappeler  que  j'ai  énoncé,  il  y  a  longtemps, 
les  propriétés  fondamentales  de  ces  transformations  (t.  XLIX  des 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences)  et  que,  depuis, 
j'en  ai  développé  les  conséquences,  au  point  de  vue  de  la  défor- 
mation, dans  un  Mémoire  sur  la  représentation  des  sur/aces  et 
les  projections  des  cartes  géo graphiques ,  édité  par  M.  Gauthier- 
Villars  en  1881.  Le  parti  que  M.  Ulysse  Dini  a  tiré  de  ces  pro- 
priétés pour  établir  une  théorie  nouvelle  de  la  courbure  des  sur- 
faces (VolumidelV  Accademia  dei  JCL,  3e  série  t.  I),  et  une 
remarque  dudit  Mémoire  au  sujet  des  transformations  dans 
l'espace,  justifient  d'ailleurs  pleinement  les  considérations  par 
lesquelles  M.  Laisant  termine  sa  Note.  » 
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EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX 


SÉANCE  DU  3  NOVEMBRE  1886. 


PRESIDENCE   DE  M.   POINCARE. 


Élections  :  M.  Stieltjes,  présenté  par  MM.  de  Presle  et  Poin- 
caré,  et  M.  Hauptmann,  présenté  par  MM.  Mercereau  et  Maurice 
Lévy,  sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la  définition  de  l'intégrale  définie. 

M.  Fouret  :  Sur  certains  mouvements  dans  lesquels  les  arcs 
d'une  courbe  sont  décrits  dans  le  même  temps  que  les  cordes 
correspondait  tes. 

M.  Humbert  :  Sur  le  théorème  d'Abel. 


SÉANCE  DU  17  NOVEMBRE  1886. 


PRESIDENCE    DE   M.    ANDRE. 


Élection  :    M.  Duncan,  présenté  par  MM.  Craig  et  Poincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  certains  déterminants. 

M.  Humbert  :  Sur  les  courbes  gauches  algébriques  qui  peu- 
vent être  des  lignes  de  courbure  de  surfaces  algébriques. 
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SÉANCE  DU   i*r  DÉCEMBRE  1886. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   POINCARÉ. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  le  produit  de  deux  déterminants. 

M.  Weill  :  Sur  les  figures  symétriques. 


SÉANCE   DU  15  DÉCEMBRE  1886. 

PRÉSIDENCE  DE   M.    FOORET. 

Elections  :  M.  Brunel,  présenté  par  MM.  Appcll  et  Poincaré, 
M.  Thewiss,  présenté  par  MM.  Neuberg  et  Lemoine,  MM.  Liou- 
ville  et  Baberena,  présentés  par  MM.  Poincaré  et  Humbert,  sont 
élus  à  l'unanimité. 

M.  Caspary,  professeur  au  Collège  Humboldt,  à  Berlin,  assiste 
à  la  séance. 

Communications  : 

M.  Catalan  :  Sur  le  dernier  théorème  de  Fermât.  —  Sur 
V application  de  la  perspective  aux  séries.  —  Sur  la  formule 

=  a,  où  X  est  une  fonction  entière  impaire 


/ 


-a      I-+-X-f-^X*-f-I 

de  x. 

M.  Caspary  :  Sur  les  surfaces  podaires  et  directrices. 


SÉANCE  DU  5  JANVIER   1887. 

PRÉSIDENCE   DK  M.    POINCARÉ. 


La  Société  procède  au  renouvellement  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  le  problème  de  la  distribution  électrique 
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SÉANCE  DU  19  JANVIER  1887. 

PRÉSIDENCE   DB  M.   FOURET. 

Communications  : 

M.  Laisant  :  Sur  les  transformations  isogonales  et  non  tso 
go  n  a  les. 

M.  Humbcrl  :  Sur  les  intégrales  algébriques. 


SÉANCE  DU  2  FÉVRIER   1887. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    FOURET. 

Communications  : 

M.  Neu,  Élève  à  l'École  Polytechnique  :  Sur  un  appareil  des- 
tiné à  tracer  la  symétrique  d'une  courbe  par  rapport  à  un  axe. 

M.  Laisant  :  Sur  le  théorème  de  d'Alembert. 

M.  Perrin  :  Sur  la  théorie  des  formes  algébriques  à  p  va- 
riables et  en  particulier  sur  le  système  de  deux  formes  qua- 
dratiques ternaires. 

M.  Simonnet  :  Sur  certaines  questions  de  combinaisons. 

M.  L.  Lé\  y  '.  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  de  la 
forme  s  -+-  ap  -h  bq  -f-  cz  --  o  et  sur  une  application  géomé- 
trique. 


SÉANCE  DU   10  FÉVRIER  1887. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOURET. 

Election  ;  M.  Casparv,  présenté  par  MM.  Fouret  et  Poincaré, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la  résultante  de  deux  forces  égales. 
M.   Jlumbcrt  :    Sur  les  caustiques  par  réflexion  des  courbes 
algébriques. 
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SÉANCE  DU  2  MARS  1887. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    FOURET. 


La  séance  est  consacrée  à  la  discussion  d'un  projet  de  modifi- 
cation aux  statuts  de  la  Société,  dans  le  but  d'obtenir  la  recon- 
naissance d'utilité  publique. 


SÉANCE  DU    16  MARS   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 


Communications  : 
M.  Humbert  :  Sur  lesjépicycloïdes. 
M.  Caspary  :  Sur  les  /onctions  thêta. 
M.  Fouret  :  Sur  les  épicycloïdes. 


SÉANCE  DU  6  AVRIL   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   FOURET. 

M.  Carvallo,  présenté  par  MM.  Fouret  et  Humbert,  est  élu  à 
l'unanimité. 

M.  Klein,  Professeur  à  l'Université  de  Gottingue,  assiste  à  la 
séance. 

Communications  : 

M.  Collignon  :  Sur  un  procédé  graphique  d'évaluation 
des  aires. 

M.  Klein  :  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  vingt-septième 
degré  dont  dépendent  les  vingt-sept  droites  d'une  sur/ace  du 
troisième  ordre. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  coordonnées  sphériques  et  les  complexes 
linéaires  de  cercles. 
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M.  Humbcrl  :  Sur  certaines  courbes  gauches. 
M.  Caspary  :  Sur  les  tétraèdres  desmiques . 


SÉANCE  DU  20  AVRIL  4887. 


PRESIDENCE   DE   M.    FOURET. 


Communications  : 

M.  Caspary  :  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  dans 
l'espace. 

M.  Vicaire  :  Sur  une  propriété  des  trajectoires  lumineuses 


dans  un  milieu  hétérogène. 


M.  Fouret  :  Sur  une  Note  insérée  par  lui  au  Bulletin,  rela- 
tive à  certains  déterminants.  —  Sur  une  Note  de  M.  d'Ocagne 
relative  à  remploi  d'un  signe  conventionnel  nouveau  en  Al- 
gèbre. —  Sur  un  problème  de  Mécanique. 


SÉANCE   DU    i  MAI  1887. 


PRESIDENCE   DE    M.    FOURET. 


Election  :  M.  Ibrahim-EflTendi,  présente  par  MM.  Lemoine  et 
llumbcrt,  est  élu  à  l'unanimité. 

Co m  ni  u  n  ica  t  io  n  s  : 

M.  Laisant  :  Présentation  d'une  Note  de  M.  Laquière  :  Sur  la 
construction  des  points  communs  à  une  droite  et  à  une  conique. 

M.  Humbert  :  Sur  les  surfaces  de  direction. 

M.  André  :  Sur  les  aires  des  sections  faites  dans  certaines 
surfaces  par  des  plans  parallèles. 
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SÉANCE  DU   48    MAI  4887. 

PRÉSIDENCE  DE  M.    FOUR  ET. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  la  loi  de  V inertie  dans  les  formes  qua- 
dratiques. 

M.  Simonnet  :  Sur  la  théorie  de  l'élimination. 

M.  Fouret  :  Sur  les  expressions  de  la  forme  f(x)v(xK 


SÉANCE    DU  1er  JUIN    4  887. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   FOURET. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques. 

M.  Ilumbert  :  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  et  les  aires 
des  surfaces. 

M.  Fouret  :  Sur  la  pression  exercée  par  un  liquide  sur  un 
cylindre  de  révolution  immergé. 


SÉANCE  DU  15  JUIN  1887. 

PRÉSIDENCE  DE  M.   FOURET. 


_  »  _      _ 

Election  :  M.  le  général  Tevfik-Pacha,  présenté  par  MM.  Le- 
rnoine  et  ColHgnon,  est  élu   à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Caspary  :  Sur  les  invariants  et  covariants  d'un  système 
de  formes.  —  Sur  les  cubiques  gauches. 

M.  Carvallo  :  Sur  la  théorie  du  flux  de  chaleur. 
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SÉANCE   DU  f>  JUILLET  1887. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    ANDRÉ. 

Communications  : 

M.  Gaspary  :  Sur  les  cubiques  gauches. 


SÉANCE  DU  20  JUILLET  1887. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    FOURET. 

Élection  :  M.  Ignacio  Beyens  présenté  par  MM.  Pîcquet  et 
André,  est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Caspary  :  Sur  les  principes  généraux  sur  les  unités  et 
leur  application  à  la  démonstration  de  théorèmes  de 
MM.  André  et  Fouret. 

M.  Carvallo  :  Sur  V  application  de  l'addition  des  vecteurs  à 
la  théorie  des  forces  parallèles. 


Théorème  sur   les  formes  quadratiques; 
par  M.  Désiré    André. 

(Séance  du  i,r  juin  1887.) 

\.  Nous  considérons,  dans  le  présent  travail,  une  forme  qua- 
dratique à  n  variables;  nous  supposons  que  cette  forme  soit  la 
somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires,  indépendantes,  des 
mêmes  variables;  et  nous  nous  proposons  de  démontrer  le  théo- 
rème général  suivant  : 

Théorème.  —  Si  Von  considère,  d^  une  part,  le  système  des 
n  équations  linéaires  et  homogènes  à  n  inconnues  qu'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  les  n  dérivées  partielles  de  la  forme  quadra- 
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tique  considérée,  de  Vautre  le  système  des  p  équations  li- 
néaires et  homogènes  an  inconnues  qu'on  obtient  en  égalante 
zéro  les  p  formes  linéaires  indépendantes  considérées,  ces  deux 
systèmes  d'équations  sont  équivalents,  c'est-à-dire  admettent 
exactement  les  mêmes  solutions. 

2.  Pour  faciliter  la  démonstration  de  ce  théorème,  supposons, 
par  exemple,  n  égal  à  5,  et  p  à  3.  Si  nous  désignons  par  F  la 
forme  quadratique,  par  w,  c,  x,  y,  z  les  cinq  variables,  et  par  A, 
B,  C  les  trois  formes  linéaires  indépendantes  considérées,  nous 
avons  identiquement 

F  =  A*-*-B*-+-C*, 

et  nos  deux  systèmes  d'équations  linéaires  et  homogènes,  à  cinq 
inconnues  chacun,  sont 

'  F',  =  o, 

f;  =  o, 

(0  /   Fi=o, 

f;  =  o, 
f:  =  o, 

A  =  o, 


(*) 


i  ,\  =  o, 
B  =  o, 
(  G  =  o. 


De  plus,  si  nous  posons 


A  =  ai  u  -f-  a^v  -+-  azx  4-  aky  -h  a^z. 
B  =  b{  u  -+-  btv  -f-  b3x  -+-  b±y  -4-  b^z, 

nous  avons  immédiatement  les  cinq  identités 

/  ^F'a=rt1A-4-61B-f-clC, 
)  \Y\,  =  <zsA-+-6sB -+-<?,  C, 


J FI  =  asA-H^5B-h  c6G. 


3.  Cela  posé,  nous  démontrerons  l'équivalence  des  systèmes  (i) 
et  (a),  en  prouvant  que  toute  solution  du  système  (a)  satisfait  au 
système  (i),  et  réciproquement. 
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En  premier  lieu,  toute  solution  du  système  (2)  satisfait  au  sys- 
tème (1),  car  les  valeurs  des  inconnues  qui  constituent  cette  solu- 
tion, annulant  par  hypothèse  A,  B,  C,  annulent  aussi  les  seconds 
membres,  et  par  conséquent  les  premiers,  des  cinq  identités  (X). 

Réciproquement,  toute  solution  du  système  (1)  est  une  solution 
du  système  (2). 

En  effet,  les  valeurs  des  inconnues  qui  constituent  cette  solu- 
tion du  système  (1),  annulant  les  premiers  membres  des  cinq  iden- 
tités (X),  annulent  aussi  les  seconds,  de  telle  sorte  que,  si  Ton 
désigne  par  A0,  B0,  C0  les  valeurs  que  prennent  A,  B,  C  pour  ces 
valeurs  des  cinq  inconnues,  ces  trois  valeurs  A0,  B0,  C0  consti- 
tuent une  solution  du  système  des  cinq  équations  linéaires  et 
homogènes  à  trois  inconnues 

ax  A  -+-  bt  B  -+-  Ci  C  =  o, 

«i  A  -h  bt  B  •+■  Cj  B  =0, 
(3) 


a  $  A  -+-  bi  B  -+-  c»  C  =  o. 


Or,  les  trois  formes  linéaires  A,  B,  C  étant  indépendantes,  dans 

le  tableau 

«i     at    a3    a4    a», 

bx     bt     63     bk     bs, 

Cx        Ct       <?3       Ck        CS 

des  coefficients  de  leurs  variables,  le  déterminant  principal  du 
troisième  ordre;  et,  dans  le  tableau 

ai  bx  c,. 
fit  bi  r*. 
«.1     b3     c3. 

"4  ?>i  C;, 
^3       />.-,       C, 

des  coefficients  des  inconnues  du  système  (3),  le  déterminant 
principal  est  aussi  du  troisième  ordre,  puisque  ce  nouveau  tableau 
ne  diffère  du  précédent  que  par  l'orientation. 

Donc,  dans  le  système  (3  ),  le  déterminant  principal  des  coeffi- 
cients des  inconnues  est  d'un  ordre  juste  é^al  au  nombre  de  ces 
inconnues 5  donc  ce  système  d'équations  linéaires  et  homogènes 
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n'admet  qu'une  solution  unique,  composée  d'éléments  tous  nuls; 

donc  on  a 

A0  =  o, 

Ba=o, 
C0=o, 

ce  qui  nous  prouve  bien  que  toute  solution  du  système  (i)  est  une 
solution  du  système  (2). 

Ainsi,  les  systèmes  (1)  et  (2)  ont  exactement  les  mêmes  solu- 
tions, c'est-à-dire  sont  équivalents. 

4.  On  peut,  de  ce  théorème,  tirer  de  nombreux  corollaires. 
Nous  en  citerons  seulement  deux  :  les  deux  qui  nous  paraissent 
les  plus  importants. 

5.  Corollaire  I.  —  Le  déterminant  principal  des  dérivées 
d'une  forme  quadratique  est  d'un  ordre  égal  au  nombre  des 
carrés  indépendants  à  la  somme  desquels  on  peut  réduire  cette 
forme. 

En  effet,  les  systèmes  (1)  et  (2)  étant  équivalents,  leur  degré 
d'indétermination  est  le  même.  Nous  savons,  de  plus,  que  ce  degré 
est  égal,  pour  chaque  système,  à  l'excès  du  nombre  des  inconnues 
sur  l'ordre  du  déterminant  principal.  Comme  le  nombre  des  incon- 
nues est  le  même  dans  les  deux  systèmes,  l'ordre  est  le  même  aussi  ; 
et  comme,  finalement,  dans  le  système  (2),  l'ordre  du  déterminant 
principal  est  égal  au  nombre  des  carrés  indépendants,  notre  pre- 
mier corollaire  se  trouve  démontré. 

6.  Corollaire  II.  — Pour  qu'une  forme  quadratique  F  se 
réduise  à  la  somme  des  carrés  de  p  formes  linéaires  indépen- 
dantes, il  faut  et  il  suffit  que,  dans  les  dérivées  partielles  de  F, 
le  déterminant  principal  soit  d'un  ordre  égal  à  p. 

D'abord,  cette  condition  est  nécessaire,  car,  si  la  forme  F  est  la 
somme  de  p  carrés  indépendants,  d'après  le  corollaire  précédent 
le  déterminant  principal  est  d'un  ordre  égal  à  p. 

Cette  condition,  d'ailleurs,  est  suffisante.  Supposons,  en  effet, 
que  le  déterminant  principal  des  dérivées  soit  d'un  ordre  égal  à  p. 


:xl 
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Si  la  forme  quadratique  considérée  peut  se  réduire  à  une  somme 
de  carrés  indépendants,  le  nombre  de  ces  carrés,  d'après  le  corol- 
laire précédent,  ne  peut  être  que  p.  Or  cette  réduction,  on  le 
sait,  est  toujours  possible.  Donc  la  condition  énoncée  est  suffi- 
sante, et  notre  second  corollaire  se  trouve  démontré. 

7.  Le  théorème  et  les  corollaires  qui  précèdent  ont  été  pré- 
sentés, pour  la  première  fois,  à  la  Société  philomathique  de  Paris, 
dans  sa  séance  du  12  mars  1887.  Nous  ne  prétendons  point  qu'ils 
ajoutent  rien  d'essentiel  à  la  théorie  des  formes  quadratiques; 
mais  nous  nous  estimerions  très  heureux  si  l'on  jugeait  qu'ils 
peuvent  être  introduits  dans  l'exposition  de  cette  théorie,  et  y 
apporter  quelque  abréviation  ou  simplification. 


Sur  le  coefficient  du  terme  généraldanscertainsdcveloppements; 

par    M.    A.-H.    Anglin. 

(Séance  du   i5  juin   1887.) 

La  présente  Note  a  pour  objet  de  compléter  les  résultats  obtenus 
par  l'auteur,  dans  un  Mémoire  Sur  le  coefficient  du  ternie 
général  dans  certains  développements,  publié  en  1886  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées. 

Rappelons  sommairement  un  théorème  obtenu  dans  ce  Mémoire, 
et  auquel  on  aura  souvent  à  se  reporter  :  ce  théorème  est  exprimé 
par  l'équation  suivante 

(  1  -+-  ax  -4-.  . .- !-  anxn  )(  1  -f-  t).r  -4-.  .  .-h  ù"x"  )(i  -+-  ex  -*-.  .  .-H  cnxn) 
■-  1  -\-  h  j  x  -f-  h* x*  -+- .  .  .  -h  h„  xn  -+-(/i.-n-\  —  sn-hi  Vr'*4-» 

-t~  (  /'/14  î  —  i/iH^i  )•**"  42  -  ~ .  .  .  -M  //„.+.„,  —  .*„+!  h„,-i  )xn+'"  -+- 

où  sr  représente  la  somme  ar-h  h'  -h  c,r,  et  k„  la  somme  des  pro- 
duits homogènes  de  degré  n,  des  lettres  a*  b%  c  c\  de  leurs  puis- 
sances. 

Le    coefficient    de    .r-"+/'    dans    ce    développement    peut    être 
exprimé  d'une  autre  manière  plus  commode  :  ce  coefficient  est  en 
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effet  celui  de  x2n+p  dans  le  produit  de 

par  deux  expressions  analogues  en   b  et  c;   il  est  donc  égal  à 
anbncn  multiplié  par  le  coefficient  de  x2n+P  dans  le  produit 

(i-t-  a-ix-l  +  . .  .-\-a-nx~n) 

x  (i-f-  b-xx~x-+~. .  .-h  b~nx-n)(i-*-  c~xx-x-\-.  ..-h  c~nx-n), 

c'est-à-dire  finalement  à  (abc)" h'ft_p1  où  h'n  est  la  somme  des  pro- 
duits homogènes  de  degré  /i,  de  -  »  y>  -  et  de  leurs  puissances. 

Cela  posé,  considérons  la  formule  démontrée  dans  le  Mémoire 
précité 

(i  —  ax)(i  —  bx)(i —  ex) 

Dans  ce  Mémoire,  nous  avons  obtenu,  toutes  les  fois  que  n  est 
multiple  de  m,  la  somme  de  la  série 

...  hnxn-\-  hn+m&n+m+  ...H-  hn+rmxn+rm -\- 

Nous  allons  donner  un  résultat  analogue,  quelle  que  soit  la  va- 
leur de  si,  et  en  faire  une  application  semblable  à  celle  que  nous 
avons  faite  dans  le  cas  précité. 

Proposons-nous,  pour  commencer,  de  trouver  la  somme  de  la 
série 

.. .  h- hn xn -+-  hn+3xn+*-+- . .  .-f-  hn+3rXn+Zr-+- .. . 

pour  toutes  les  valeurs  de  /?. 
Dans  l'équation 

=  .. .  -+-  hnxn  -f-  hn+tXn  +  x  -+-  .  .  . , 


(i  —  ax){\  —  bx)(i  —  ex) 


remplaçons  x  par  xy.  et  supposons  n  de  la  forme  3  m  -+-s.  Nous 
avons 

— =...-+-  hxnYZm  -+-...-+-  hn+3X"+* y3/»+3-4-  .  . . 

-h  hn+iX*-'+y*'*+*-*- ...  ; 

d'où,  faisant  successivement  y  égal  à  a,  (3,  y  (racines   cubiques 

de  l'unité),  ajoutant  les  résultats  et  observant  que  ar-f- j3r 4-  yr  =  o, 

sauf  quand  r  est  un  multiple  de  3,  auquel  cas  la  valeur  de  cette 

xv.  ♦  i3 
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expression  est  3,  nous  aurons 


où  l'exposant  5  représente  o,i  ou  2  selon  que  n  est  de  la  forme 
3  m,  3m  4- 1  ou  3m  -f-  2. 

Lorsque  le  second  membre  de  cette  équation  est  réduit,  le  dé- 
nominateur peut  se  mettre  sous  la  forme 

(1  —  a*a?*)(i  —  6*a?3)(i  —  c*x*) 

et  le  numérateur  est  la  somme  de  trois  termes  semblables,  dont  le 
premier  est  le  produit  de 

a-*(i  —  a$x)(i  —  a  f  x) 

par  deux  expressions  analogues  où  b  et  c  remplacent  a.  Or  ona 

(1  —  a$x)(\  — -  ayx)  =  1  h-  axz-{-  a,a?,aî; 

le  premier  terme  du  numérateur  peut  donc  s'écrire 

<x~s(i  -+-  axa.  -+-  a*a72at)(i  -+-  bxoi-h  6tar,aî)(i  -4-  cxol-\-  c1^1»1) 

ou 

<x-'(i-h  At^ra-h  Aia^a*-*-  ...  -+- A6:rla6); 

le  deuxième  et  le  troisième  ne  diffèrent  du  premier  que  parla  sub- 
stitution de  (3  et  y  à  a. 

Ajoutant  ces  trois  termes  et  faisant  successivement  s  =  o,  1  et  a, 
les  valeurs  correspondantes  du  numérateur  deviennent 

3(i -t-  Kzx*  +  ASJF«),      3(A,:r-+-A*arM     et     3(A,rrs-j- Aï.rs), 

et  l'on  a  ainsi 

(...-+-  hnxn  ■+-  A„_hs^+3-+-  hn+(ix"+«-h  .  . .  -f-  hn+irx>*+*'-\-  . .  . 

(F)  =  B3 ^ 

(  (1  —  a*x3)(i  —  bzx*  )(i  —  c*x*y 

où,  en  vertu  du  lemme,  B3  représente 

i-+-(/i3 — sd)x3-+-  {jlsx6,     AiX  -h  [a2/ï'i#*     ou     /ij^r*-!-  (jL*/?'t.r6, 

selon  que  n  est  de  la  forme 

3  m,     3/?j4-i     ou     i/«-h2, 

u  désignant  le  produit  abc. 
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On  peut  voir  maintenant,  comme  dans  le  travail  déjà  cité,  qu'en 
multipliant  successivement  chaque  membre  de  l'équation  fonda- 
mentale 

a/i+i(£_  c)-h  b»+*(c  —  a)  -h  cn+*(a  —  b)  =  kh„, 

où  k  représente 

a*(6  —  c)  -h  6*(c  —  a)  •+•  c*(a  —  b), 
par 

a*  H-  63-+-  c3     ou     .*•$, 

on  obtient  l'équation 

an+i(bz+.  c*)r(b  —  c)  -h  6»-»-2(c3-f-  a*)r(c  —  a)  -+-  c»+1(a5-+-  b*y{a  —  b) 

=  *(*!— l)r[A]S+»r, 

où  (53 —  ')r[A]3+1r  représente  la  suite 

1 .2 

r(r  —  i)(r  —  2)    _  ,  .  x   . 

Développant  ($3x3 —  i)r,  on  voit,  en  s'appuyant  sur  la  formule 
(F),  que,  pour  toutes  valeurs  de  n,  la  série  précédente  est  le  coef- 
ficient de  xn+*r  dans  le  développement  de 

6,(5,**- iy 


ce  coefficient  est  donc  égal  à  l'expression. 

a»-»-«(63-hc3)r(6  —  c)-4-ô*-»-î(c3-+-a8y(c  —  a)  -+- c"+*(a* -h  b3)r(a  —  b) 

«*(  b  —  c)  -+-  6*(c «)  -f-  C*(«  —  6) 

Arrivons  maintenant  au  cas  général;  pour  obtenir  la  somme  des 
séries 

. . .  -h  hn xn  -h  hn+mxn+m  -t-  ...  -h  h++mrxn+mr '-+- . . . 

pour  toutes  valeurs  de  w,  on  remplace  x  par  xy  dans  l'équation 

(1  —  aa?)(i  —  oa?)(i  —  çx) 

et  Ton  suppose  n  de  la  forme 

mp  -+-  s. 
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On  a 

=  ...-+-  hnxnymP -+-,..  -h  hn+mxn+mymP+m 


hn+\m  xn+*mymP+*m 


Faisant  ensuite  y  successivement  égal  à  chacune  des  racines 
mièmes  je  fmûié,  aM  a2,  . . .,  am,  et  ajoutant  les  résultats  de  ces 
substitutions,  en  observant  que  S(aJ*)  =  o,  sauf  dans  le  cas  où  r 
est  un  multiple  de  m,  auquel  cas  S(a[)  =  m,  on  obtient 

m(  .  .  .  •+-  hnXn-+-  hn+mXn+m-h  ...  H-  hn+mrXn+mr-h  . . .  ) 

i  i  i 


l'indice  s  est  égal  à  o,  i,  2,  ...  ou  m  —  1   selon  que  n  est  de  la 

forme 

mp,     fnp  -+-  1 ,     mp  -+-2,     . . . ,     mp  -+-  m  —  1 . 

Le  second  membre  de  l'équation  étant  réduit  au  même  dénomi- 
nateur, ce  dénominateur  sera 

(—  i)(/«-1)j(i  —  amxm)(\  —  bmxm)(i  —  c'"xm); 

et  le  numérateur  se  composera  de  la  somme  de  m  termes  sem- 
blables, le  premier  étant  le  produit  de 

(  —  i)^m-l}soqs(i  —  aoLfx)(i  —  aoizx) ...  (1  —  az,nx) 

par  deux  autres  expressions  semblables  où  b  et  c  remplacent  a. 
On  peut  facilement  montrer  que 

(1  —  a7.%x)(i  —  aoL3x) . . .  (1  —  aimx) 

=  1  -+-  axi\  -4-  a*x*z\  -f-  . . .  -+-  (axvLy  )m~l; 

et  ainsi  le  premier  terme  du  numérateur  est  égal  au  produit  de 
af A  par  les  expressions 

1  -h  a#a1-i-aî.rîaf  -h  a3x3i\  -4-  .  .  .  -4-  (axoLi)m~xt 
1  -4-6^,-4-  b****}  -4-  b*x*z\  -4-  .  .  .  -h  (bxz{  )"«-«, 
1  -4-  cxoli  -4-  c*x*t\  -h  c3:r3a}  -4-  ...  -f-  (cj:a1)/w-1  ; 

il  est'donc  de  la  forme 

m 

«73  [1  -4-  A|3?a|-f-  Aix*aî  -h  Asa?3a}  -4-  . . .  +Aj,„_î(jr«i),",-î], 

tandis  que  le  deuxième,  le  troisième,  ...,1e  mième  terme  du  numérateur 
ont  la  même  forme,  en  changeant  seulement  olk  en  a2,  a3>  .  .  . ,  am. 
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Ajoutant  ces  diverses  expressions  et  faisant  s  successivement 
égal  ào,  i ,  a,  3,  . . . ,  m  —  i ,  les  valeurs  correspondantes  du  nu- 
mérateur complet  deviennent  pour  5  =  0,1,  ...,  m  —  3 

m{kxx  h-  A^ *'»-"+  Alm+| *«""■>), 
m(A,ar*-+-  A  »+!«?"■+« -h  Atm+iX*»»'*), 


dont  la  dernière  renferme  la  plus  haute  puissance  possible  de  x; 
tandis  que  les  numérateurs  correspondant  aux  deux  dernières  va- 
leurs de  s,   soit   m  —  2   et  m  —  1,  ont  chacun  seulement  deux 

termes,  soit 

w(Am_,a?'n->+  A,*,-!*?*»»-*), 

m  (  A™-!  a?"»-1  -h  A, „>_,  a?*»'-»  ). 
Nous  avons  ainsi 

(G)j       = B^n ? 

(  (1  —  amxm)(i —  bmxm)(\  —  cmxm)y 

où  Bm  représente 

1  ■+■  (  Am  —  sm  )X>»  -+-  [X'""1  A'm_,  a?*"*, 
Ai  a?  +(Aw+i-jwA,)i'»+i+  ^/n-1A«_4a?*'»+S 
A, a?»  -4-  (  Am+,  —  sm  A, )*«-•-»  -+-  (xm-i  A'm_,  a?»»"-», 


Am_, a?'»-»  4-  (  A,w_j  —  sm hm-i )x*>*-*  -+-  (a* -1  A'0  a:»"»-», 

Am-«^-»-+-  pn-ih'^x**»-*  (A'0  ^  1), 

A™-!*™-»-*-  f*'w-,A'm_ta*'«-», 

selon  que  /i  est  de  la  forme 

m/?,     m/?  -h  1 ,     . . . ,     m/?  -+-  m  —  1 . 

On  voit  maintenant,  comme  plus  haut,  que  Ton  a 

où  (sm  —  i)r[A]J-».mr  représente  la  série 

r(r  —  1) 


1  •  z 


" ô sm     '•»+«»"*•  •  •  •  -H  ( —  l)r /*«+#•/«• 

1  •  2  •  j 
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Si  Ton  développe  (smxm — iV"  on  verra,  en  tenant  compte  de 
(G),  que,  pour  toutes  valeurs  de  /i,  la  série  précédente  forme  le 
coefficient  de  x'*+mr  dans  le  développement  de 

Bm(smxf"  —  iV 

(1—  amxm)(i  —  bmxm)(i  —  cmx'n)' 

Bm  représentant  une  des  m  expressions  ci-dessus  mentionnées  et, 
par  conséquent,  ce  coefficient  est  égal  à  l'expression 

a«+i (ô'm-x.  cm  )r(b  —  c) -h  bn+* ( cm-h am)r(c  —  a)  -+- c"+t («"»-+- 6m )r(a  —  b) 

a*(b  —  c)-hb*(c  —  a)-hc«(a  —  b) 

Nous  pouvons  observer  que,  des  précédentes  expressions  repré- 
sentées par  Bm,  les  deux  dernières  correspondent  Tune  à  l'autre; 
tandis  que  des  m  —  2  autres,  la  première  et  la  dernière,  la  deuxième 
et  Tavanl-dernière,  la  troisième  et  l'antépénultième,  etc.,  se  cor- 
respondent respectivement,  les  indices  de  h  et  h'  dans  Tune  étant 
les  mêmes  que  ceux  de  h'  et  h  dans  l'autre. 


Théorèmes  de  Trigonométrie  ;  par  M.  C.-A.  Laisakt. 

(Séance  du   >.   novembre   1887.) 

1.  Si  Von  a  simultanément  les  deux  relations  linéaires 
suivantes,  entre  les  cosinus  d'autant  d'arcs  quon  voudra 

i   Ai  cos.^  -r-  Àj  cosxj   -f-   -4-  A„  cos^r,,  =  o, 

(  Ai  cos(  xi  -  ■-  2)  -7-  Aj  cos(#j-f-  a)  +  ...+A„  cos(xn-r-  a)  =  o, 

on  aura  aussi 

(2)       A!  cos( xi  -+•  6  )  -f-  A2  cos( .rj-f-  0  )  -h  . . .  -  r-  A„  cos( xn-r-  0)  =  o, 
6  étant  une  quantité  arbitraire  quelconque. 

Il  suffit,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer  que  les 
relations  (1),  si  Ton  considère  AM  A2,  .  . . ,  Aw  comme  représen- 
tant des  lignes  droites,  expriment  que  les  projections  d'un  certain 
contour  sur  deux  directions  différentes  sont  nulles,  et,  par  consé- 
quent, que  ce  contour  est   fermé.   Donc  sa  projection  sur  toute 
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autre  direction  est  aussi  nulle,  et  conséquemment  on  a  la  rela- 
tion (2). 

11  est  à  peine  utile  de  faire  remarquer  que  a  doit  différer  de  âttt, 
k  étant  un  nombre  entier,  sans  quoi  les  relations  (1)  se  réduiraient 
à  une  seule. 

On  a  aussi 

(3)        Ai  sin^! -f-  6)  -4-  Ajsin(arj-h  0)  -4-  . . . -+-  A„  sin(:r,i-t-  8)  ==  o, 

car  il  suffit  de  remplacer  8  par — h  8  dans  la  relation  (2)  pour  ob- 
tenir  ce  résultat. 

II.  Si  Von  a  les  deux  relations 

iAisin^t  -f-Aisinj7j  -+-   -4-  A«  s\nxn  =  o, 

Ai  sin(a?!-+-  a)  -4-  At  sin(a:j-4-  a)  -f- . . .  -f-  kn  sin(arrt-h  a)  =  o, 

on  aura  aussi 

(3)        At  sin(a?i-4-  8)  -4-  At  sin(a?,-+-  8) -4-. . .  -4-  kn  s\n(xn-+-  8)  =  o, 
(1)        AiCOs(:Fi-+-  8)  -h  Atcos(ari-»-  8)  -4-  ...  -H  kncos(xn-¥-  8)  =  o. 

En  effet,  les  formules  (4)  peuvent  s'écrire 

Ai  cos  l  -  -h  xij        -+-...-+-  A«  cos  (  — h  xn  \ 
Ai  cos  (-■+-#! -*-«)-»-...-+■  cos  An  (  — h  a?rt  -4-  a  J  =  o, 
et  il  suffit  d'appliquer  le  théorème  précédent. 

III.  Si  Von  a  les  deux  relations 

!Ai  sina?i -4-  Aj  sin#i  -4-  . . .  -4-  A*  s\nxn  =  o, 
Aicosa?!-!-  Atcosa*!-*- ...  -t-  A„cosa?n  =  o, 

elles  subsisteront  encore  si  Von  remplace  xt,  x2,  •  •  •,  xn  par 

X\  -f-  8,  x%  -H  8,  . . . ,  xn  -h  8. 

Il  suffit,  dans  le  théorème  II,  de  faire  a  =  -  pour  obtenir  le  ré- 
sultat énoncé. 

IV.  Il  est  possible  que  Ton  ait  dans  chacune  des  deux  rela- 
tions du  théorème  III  des  sinus  et  des  cosinus,  sans  que  ce  théo- 
rème cesse  d'être  applicable,  au  moyen  d'une  préparation  conve- 


=  o, 
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nable.  Si,  par  exemple,  on   a  les  deux  termes  correspondants 
Ap  cosxp  et  Ap  sin xpy  on  peut  respectivement  les  écrire 

Apsinf xp\     et    A/,cosf xp)* 

Si  les  signes  'diffèrent  au  lieu  de  se  correspondre,  comme,  par 
exemple,  dans  -f- A^sin^  et  — A^cos^,  on  écrira 

—  Apsin(  —  xp)    et     —  Apcos(—  xp). 

Si  enfin  Tune  des  deux  relations  (5),  dans  le  théorème  III,  a 
un  second  membre  b  et  que  l'autre  ait  pour  second  membre  zéro, 
on  pourra  encore  appliquer  ce  théorème  en  écrivant 

b  =  b  sin  —  =  b  coso, 
a 

o  =  b  cos  -  =  b  sino. 
2 

V.  On  remarquera  que  toutes  les  considérations  qui  précè- 
dent et,  conséquemment,  les  propositions  I,  II  et  III,  ne  s'ap- 
puient que  sur  la  théorie  des  projections  et  sur  la  définition  des 
lignes  trigonomélriques.  On  peut  donc  s'en  servir  pour  établir, 
sans  aucun  cercle  vicieux,  certaines  formules  fondamentales  de  la 
Trigonométrie. 

A  titre  d'exemple,  nous  allons  donner  ici,  dans  toute  leur  géné- 
ralité, les  formules  qui  fournissent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la 
somme  de  deux  arcs.  A  cet  effet,  écrivons  les  deux  identités 
sinx  =  sin^r,  cosj;  =  cosx  sous  la  forme 

i  .sin  x  =  s\nx  sin  -  -+-  cos:r  sin  o, 

2 

i  .cos.r  =  sin.r  cos  -  -i-  cos*r  coso, 

2 

Le  théorème  111  s'applique,  et,  en  remplaçant  0  par  r,  on  a 

sin  ( x  -h  v)  =  sinx  sin  I  -  -r~y  \  -+-  cosa?  sin^% 

cos^x  -r- v)  =  sin.r  cos  l  -  -*-J>')  -*-  cos.r  cosj% 
c'est-à-dire 


sin  («r -+->•)=      sinx  cosv -r- cosxsin  r, 
cos(  x  -r  y  ')  =  —  sin  x  sin  v  -r  cos  x  cosv. 
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Voici  une  autre  application.  On  a,  dans  un  triangle,  les  rela- 
tions 

a  cos  B  -+-  b  cos  A  =*  c, 

b  cos  C  -4-  c  cos  B  =  a, 

que  fournit  la  seule  théorie  des  projections. 
On  peut  les  écrire 

acosB  -4-  6cos( — A)  -+-ccos( — tc)  =  o, 
a  cos?r  -f-  b  cos  C  -+-  c  cos  (  —  B  )  =  o, 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elles  rentrent  dans  l'énoncé  du 
théorème  I,  car  les  différences  des  arcs  sont 

ir  —  B  =  C  +  A  =  -  B-h7r. 
Donc 

acos(B  -h  8) -h  6cos(8  —  A)-+-ccos(8  —  -ir)  =  o, 
a  sin(A  -f-  8)-h  b  sin  (8  —  A)  -h  c  sin  (8  —  tz)  =  o. 

En  particulier,  la  dernière  formule,  si  Ton  fait  8  =  o,  donne 

asinB  =  b  sin  A. 

VI.  On  peut  étendre  aisément  la  plupart  des  considérations 
précédentes  aux  fonctions  hyperboliques. 

Si  Von  a  deux  relations  de  la  forme 

iAtCharj-H  AiCharj-h  . . .  -h  Bi  Sh^i-4-  B%  Shyt+  . . .  =  o, 
AiSha?i-4-  AjSh;rj-t-  ...  -h  BiCh/i-h  B,Ch^j-h...  =  o, 

ces  deux  relations  subsisteront  lorsqiûon  y  remplacera  les  arcs 

Xi,  x2,> . .  ,^1,  y2T  •  •  par  Xi  -+-6,x2-4-0,. .  .,y\  4-8,jk2-h9,.  •  •«. 
8  étant  une  quantité  arbitraire  quelconque. 

On  le  démontre  en  ajoutant,  multipliant  par  e°,  en  soustrayant, 
multipliant  par  e~°,  puis  en  combinant  par  addition  et  soustrac- 
tion  les  deux  résultats. 

De  la  sorte,  on  déduit  immédiatement  les  formules  d'addition 
des  identités 

i.Shâ?  =  Sh.rCho  -h  Cha:Sho, 

i.Cha?  =  ChxSho4-»ChjrCho: 
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car,  en  ajoutant  >',  il  vient 

Sh(x-hy)  =  Sh/Chj'-T-ChjrShr, 
Ch(x  -h y)  —  Sh^  Sh^  ■+-  CharCh^. 

Si  deux  termes  sont  de  signes  contraires,  on  les  rendra  de  même 
signe  comme  ci-dessus  en  remplaçant  Sh^c  par  — Sh( — x)  et 
Chx  par  Ch ( —  x). 

Si  dans  une  relation  il  y  a  un  second  membre  b  et  dans  l'autre  o, 

on  écrira 

6  =  ô.Cho,        o  =  £.Sho, 

ainsi  qu'il  a  été  fait  dans  l'exemple  qui  précède. 

Enfin  les  théorèmes  I  et  II  s'appliquent,  eux  aussi,  aux  fonc- 
tions hyperboliques,  et  l'on  obtient  l'énoncé  suivant  : 

Si  l'on  a  simultanément  les  relations 

( 7 )  Ai  Gh xx  -t-  Aj Gh xt -h  . . .  -+-  Bi Shyi  -h  B, Shpt  -h  . . .  =  o, 

(        Ai  Ch(a-1  -h  a)  -f-  AtCh(xt-+-  a)  -h  . . . 

I  -4-  BiSh(^,-4-a)-+-Bj Sh^t -+•«)-+-•••  =  o, 

on  aura  aussi,  6  étant  quelconque, 


(       A|Ch(j-|-t-<h-4-AsCh(xs-4-6) 
<y)  |  —  B,Sh(r,  -hO)-f-B,Sh(7,-i-e)-T 

^        Ai  Sh(.r!-r-  0)  -f-  As  ShOiH-0)  -+ 
\  -B,Cluj-,-i-0)-f-BfCliO',-h0) 


=  o, 


=  o. 


Kn  ellel,  si  Ton  multiplie  la  relation  (7)parCha,  si  Ton  re- 
tranche  de  (8)  et  si  Ton  divise  par  Sha,  on  tombe  sur  la  seconde 
dos  relations  ^6),  et  il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  le  théorème  pré- 
cédent. 

(".es  di\ erses  propositions  peuvent  être  utilisées  dans  les  calculs 
auxquels  conduisent  certaines  questions  de  Géométrie  analy- 
tique. 
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Sur  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géométrie; 

par  M.  H.  Poincaré. 

(Séance  du  a  novembre  1887.) 

C'est  surtout  en  logique  que  rien  ne  se  tire  de  rien  ;  dans  toute 
démonstration,  la  conclusion  suppose  des  prémisses.  Les  sciences 
mathématiques  doivent  donc  reposer  sur  un  certain  nombre  de 
propositions  indémontrables.  On  peut  discuter  si  Ton  doit  donner 
à  ces  propositions  le  nom  d'axiomes,  d'hypothèses  ou  de  pos- 
tulat, si  l'on  doit  les  considérer  comme  des  faits  expérimentaux, 
ou  comme  des  jugements  analytiques,  ou  encore  comme  des  juge- 
ments synthétiques  a  priori;  mais  leur  existence  même  n'est  pas 
douteuse. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  nous  poser  le  problème  suivant, 
intéressant  au  point  de  vue  logique  :  quelles  sont  les  prémisses  de 
la  Géométrie,  les  propositions  indémontrables  sur  lesquelles  re- 
pose cette  science,  en  excluant,  bien  entendu,  les  propositions  qui 
sont  déjà  nécessaires  pour  fonder  l'Analyse?  car  nous  regardons  les 
résultats  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse  pure  comme  déjà  connus  au 
moment  où  l'on  aborde  l'étude  de  la  Géométrie.  Bien  que  ce  pro- 
blème ait  depuis  longtemps  préoccupé  les  géomètres,  la  question 
ne  saurait  être  regardée  comme  épuisée. 

On  a  établi  que  le  postulat um  d'Euclide  est  indémontrable. 
Mais  ce  postulat  ne  peut  être  la  proposition  unique  sur  laquelle 
repose  toute  la  Géométrie;  car  bien  des  résultats  peuvent  être 
démontrés  sans  lui. 

On  ne  saurait  se  contenter  non  plus  des  propositions  énoncées, 
sons  le  nom  d'axiomes,  au  début  des  Traités  de  Géométrie.  Si  on 
les  soumet  à  un  examen  sérieux,  on  reconnaîtra  qu'aucun  de  ces 
axiomes  ne  doit  prendre  rang  parmi  les  prémisses  de  la  Géométrie. 
Lies  uns  sont  des  propositions  déjà  nécessaires  pour  fonder  l'A- 
nalyse, et,  si  ce  sont  des  hypothèses  (ce  que  l'on  peut  contester), 
ce  ne  sont  certainement  pas  des  hypothèses  propres  à  la  Géo- 
métrie; tel  est,  par  exemple,  l'axiome  suivant  :  Deux  quantités 
égales  à  une  même  troisième  sont  égales  entre  elles.  D'autres 
axiomes  ne  sont  que,  des  définitions;  d'autres  enfin  ne  peuvent 
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être  regardés  comme  indémontrables,  tel  est,  par  exemple,  le 
suivant  :  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à 
un  autre. 

Mais,  en  dehors  des  axiomes  explicitement  énoncés,  il  y  a  un 
grand  nombre  d'hypothèses  que  Ton  fait  implicitement  au  début 
de  la  démonstration  des  différents  théorèmes. 

Mais  ces  hypothèses  échappent  généralement  au  lecteur,  à 
moins  qu'il  ne  soit  particulièrement  attentif;  car,  bien  qu'elles  ne 
soient  pas  évidentes,  au  point  de  vue  de  la  pure  logique,  elles 
nous  semblent  telles  par  suite  d'habitudes  invétérées  de  nos  sens 
et  de  notre  esprit. 

D'ailleurs  ces  hypothèses  explicites  ou  implicites  ne  sont  pas 
toutes  indépendantes  les  unes  des  autres;  on  pourrait  se  contenter 
d'en  introduire  un  moins  grand  nombre  et  les  autres  s'en  dédui- 
raient comme  des  conséquences. 

Nous  sommes  donc  amenés  à  poser  le  problème  en  ces  termes  : 
énoncer  toutes  les  hypothèses  nécessaires  et  n'énoncer  que  celles- 
là.  Je  crois  que  ce  problème  n'est  pas  encore  résolu  et  je  cherche 
à  contribuer  à  sa  solution. 

Nous  n'envisageons  d'abord  que  la  géométrie  à  deux  dimen- 
sions, ou  géométrie  plane. 

Géométries  quadratiques. 

Nous  connaissons  déjà  trois  géométries  à  deux  dimensions  : 

i°  La  géométrie  euclidienne,  où  la  somme  des  angles  d'un 
triangle  est  égale  à  deux  droits; 

a°  La  géométrie  de  Hiemann,  où  cette  somme  est  plus  grande 
que  deux  droits; 

3°  La  géométrie  de  Lobatchevski,  où  elle  est  plus  petite  que 
deux  droits. 

Ces  trois  géométries  reposent  sur  les  mêmes  hypothèses  fonda- 
damentalcs,  si  l'on  excepte  le  postulalum  d'Euclide  que  la  pre- 
mière admet  et  que  les  deux  autres  rejettent.  De  plus,  le  principe, 
d'après  lequel  deux  points  déterminent  complètement  une  droite, 
comporte  une  exception  dans  la  géométrie  de  Riemann  et  n'en 
comporte  aucune  dans  les  deux  autres. 

Quand  on  se  borne  à   deux  dimensions,   la  géométrie  de  Rie- 
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marin  est  susceptible  d'une  interprétation  très  simple;  elle  ne 
diffère  pas,  comme  on  le  sait,  de  la  géométrie  sphérique,  pourvu 
que  l'on  convienne  de  donner  le  nom  de  droites  aux  grands 
cercles  de  la  sphère. 

Je  vais  commencer  par  généraliser  cette  interprétation  de  façon 
à  pouvoir  l'étendre  à  la  géométrie  de  Lobatchevski. 

Considérons  une  surface  du  second  ordre  quelconque.  Nous 
conviendrons  de  donner  le  nom  de  droites  aux  sections  planes 
diamétrales  de  cette  surface  et  le  nom  de  circonférences  aux  sec- 
tions planes  non  diamétrales. 

Il  reste  à  définir  ce  que  Ton  doit  entendre  par  l'angle  de  deux 
droites  qui  se  coupent  ou  par  la  longueur  d'un  segment  de-droite. 

Par  un  point  pris  sur  la  surface  faisons  passer  deux  sections 
planes  diamétrales  (que  nous  sommes  convenus  d'appeler  droites). 
Envisageons  alors  les  tangentes  à  ces  deux  sections  planes  et  les 
deux  génératrices  rectilignes  de  la  surface  qui  passent  par  le  point 
envisagé.  Ces  quatre  droites  (au  sens  ordinaire  du  mot)  ont  un 
certain  rapport  anharmonique.  L'angle  que  nous  cherchons  à 
définir  sera  alors  le  logarithme  de  ce  rapport  anharmonique  si  les 
deux  génératrices  sont  réelles,  c'est-à-dire  si  la  surface  est  un  hy- 
perboloïde  à  une  nappe;  dans  le  cas  contraire,  notre  angle  sera  ce 
même  logarithme  divisé  par  y/ —  1 . 

Considérons  un  arc  de  conique  faisant  partie  d'une  section  plane 
diamétrale  (c'est  ce  que  nous  sommes  convenus  d'appeler  un  seg- 
ment de  droite).  Les  deux  extrémités  de  l'arc  et  les  deux  points 
à  l'infini  de  la  conique  ont  un  certain  rapport  anharmonique 
comme  tout  système  de  quatre  points  situés  sur  une  conique.  Nous 
conviendrons  alors  d'appeler  longueur' du  segment  considéré 
le  logarithme  de  ce  rapport  si  la  conique  est  une  hyperbole  et  ce 
même  logarithme  divisé  par  y] —  1  si  la  conique  est  une  ellipse. 

Il  y  aura,  entre  les  angles  et  les  longueurs  ainsi  définis,  un  cer- 
tain nombre  de  relations,  qui  constitueront  un  ensemble  de  théo- 
rèmes analogues  à  ceux  de  la  géométrie  plane. 

Cet  ensemble  de  théorèmes  peut  prendre  le  nom  de  géométrie 
quadratique  y  puisque  notre  point  de  départ  a  été  la  considéra- 
tion d'une  quadrique  ou  surface  du  second  ordre  fondamentale. 

Il  y  a  plusieurs  géométries  quadratiques,  car  il  y  a  plusieurs 
espèces  de  surfaces  du  second  ordre. 
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Si  la  surface  fondamentale  est  un  ellipsoïde,  la  géométrie  qua- 
dratique ne  diffère  pas  de  la  géométrie  de  Riemann. 

Si  la  surface  fondamentale  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes, 
la  géométrie  quadratique  ne  diffère  pas  de  celle  de  Lobatchevski. 

Si  celte  surface  est  un  paraboloïde  elliptique,  la  géométrie 
quadratique  se  réduit  à  celle  d'Euclide;  c'est  un  cas  limite  des 
deux  cas  précédents. 

Il  est  clair  que  nous  n'avons  pas  épuisé  la  liste  des  géométries 
quadratiques  ;  car  nous  n'avons  considéré,  ni  l'hyperboloïde  à  une 
nappe,  ni  ses  nombreuses  dégénérescences. 

Nous  pouvons  donc  dire  qu'il  y  a  trois  géométries  quadratiques 
principales,  qui  correspondent  aux  trois  espèces  de  surfaces  du 
second  ordre  à  centre. 

Nous  devrons  y  ajouter  d'ailleurs  les  géométries  qui  corres- 
pondent aux  cas  limites  et  parmi  lesquelles  prendra  rang  la  géo- 
métrie d'Euclide. 

Comment  se  fait-il  donc  que  la  géométrie  de  l'hyperboloïde  a 
une  nappe  ait  jusqu'ici  échappé  aux  théoriciens?  C'est  qu'elle 
entraine  les  propositions  suivantes  : 

i°La  distance  de  deux  points  situés  sur  une  même  génératrice 
rectiligne  de  la  surface  fondamentale  est  nulle. 

2°  Il  y  a  deux  sortes  de  droites  correspondant,  les  premières  aux 
sections  diamétrales  elliptiques,  les  autres  aux  sections  diamé- 
trales hyperboliques;  il  est  impossible,  par  aucun  mouvement 
réel,  de  l'aire  coïncider  une  droite  de  la  première  sorte  avec  une 
droite  de  la  seconde. 

3°  Il  est  impossible  de  faire  coïncider  une  droite  avec  elle- 
même  par  une  rotation  réelle  autour  d'un  de  ses  points,  ainsi  que 
cela  a  lieu  dans  la  géométrie  d'Euclide  quand  on  fait  tourner  une 
droite  de  i8o°  autour  d'un  de  ses  points. 

Tous  les  géomètres  ont  implicitement  supposé  que  ces  trois 
propositions  sont  fausses,  et  vraiment  ces  trois  propositions  sont 
trop  contraires  aux  habitudes  de  notre  esprit  pour  qu'en  les  niant 
les  fondateurs  de  la  géométrie  aient  cru  faire  une  hypothèse  et 
aient  songé  à  l'énoncer. 
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Applications  de  la  théorie  des  groupes. 

D'après  ce  qui  précède,  le  problème  que  j'ai  posé  au  début  de 
ce  travail  se  décompose  en  deux  parties  : 

'    i°  Quelles  sont  les  hypothèses  communes  à  toutes  les  géo- 
mélries  quadratiques? 

2°  Quelles  sont  les  hypothèses  qui  distinguent  la  géométrie 
d'Euclide  des  autres  géométries  quadratiques? 

La  seconde  partie  du  problème  peut  être  regardée  comme  ré- 
solue; nous  n'avons  donc  à  nous  occuper  que  de  la  première 
partie. 

Il  y  a  deux  hypothèses  que  Ton  est  obligé  de  faire  au  début  de 
toute  géométrie  à  deux  dimensions  et  que  Ton  peut  énoncer 
ainsi  : 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions. 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée 
par  trois  conditions. 

Les  personnes  peu  familières  avec  les  travaux  récents  des  géo- 
mètres trouveront  extraordinaire  qu'on  puisse  tirer  de  pareilles 
prémisses  des  conclusions  précises. 

Mais  ce  résultat  n'étonnera  pas  les  mathématiciens  qui  ont  lu 
les  remarquables  travaux  de  M.  Sophus  Lie  sur  la  théorie  des 
groupes.  M.  Lie  démontre  en  effet  un  résultat,  très  surprenant  au 
premier  abord,  et  qui  peut  se  traduire  ainsi  dans  le  langage 
géométrique  : 

Si  la  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  dépend  d'un 
nombre  fini  de  conditions,  le  nombre  de  ces  conditions  ne  peut 
surpasser  huit. 

Nous  ferons  d'ailleurs  dans  la  suite  de  fréquents  emprunts  au 
Mémoire  du  savant  norwégien. 

Nous  allons  chercher  quelles  conséquences  il  est  permis  de 
tirer  des  deux  hypothèses  A  et  B. 

Le  plan  ayant  deux  dimensions,  la  position  d'un  point  dans  son 
plan  est  déterminée  par  deux  coordonnées  x  et  y.  Nous  ne  faisons, 
pour  le  moment,  aucune  hypothèse  sur  le  choix  du  système  des 
coordonnées;  mais  nous  nous  réservons  de  le  déterminer  plus 
complètement  dans  la  suite. 
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Supposons  qu'une  figure  plane  se  déplace;  soient  x,y  les  coor- 
données primitives  d'un  point  de  celte  figure;  et  j,j,  les  coor- 
données de  ce  même  point  après  le  déplacement.  On  aura 

/i  =  1»(*»^  a>  P>7)> 

où  cp  et  ty  sont  deux  fonctions  de  x  et  de  y,  et  de  trois  paramètres 
a,  (3,  y,  il  y  aura  trois  paramètres,  puisque  la  position  de  la  figure 
dépend  de  trois  conditions. 
L'opération 

\x,y\  o(x,y,  a,  p,  y),  *t(*,y,  a,  ?,  7)1 

définira  l'un  des  mouvements  possibles  d'une  figure  plane  et  l'en- 
semble de  ces  opérations  ou  mouvements  devra  former  un  groupe. 
Ce  groupe,  d'après  le  langage  de  M.  Lie,  sera  continu  et  d'ordre  3, 
puisque  les  opérations  dépendent  de  trois  paramètres. 

Parmi  les  opérations  du  groupe,  on  devra  trouver  l'opération 
identique.  Par  conséquent,  pour  certaines  valeurs  des  paramètres 
a,  (3,  y»  on  devra  avoir 

<p  =  x,        <}/  =  y. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  cela  ait  lieu  pour 

a  =  p  =  y  =  o. 

Nous  appellerons  alors  opération  infinitésimale  (ou  mouvement 
infinitésimal)  une  opération  par  laquelle  a,  j3,  y  ont  des  valeurs 
infiniment  petites  et  que  nous  pourrons  écrire 

/  do  do  do  d'I       a  db  db\ 

Dans  cette  expression  on  suppose,  bien  entendu,  que,  dans  les 

dérivées  -~-s  -~j  •  •  •  >  on  a  fait  a  =  3  =  y  ~  o. 

do.    dp  *       <    * 

M.  Lie  représente  une  pareille  opération  par  la  notation  sui- 
vante 

de  telle  façon  que,  si  Ton  pose 

4  do  d^  _.  do  d'b  _  do  db 

A=/'^-^s'    B=/,4+^'    L:=f'Ti+i*r 
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on  ail,  pour  une  opération  infinitésimale  quelconque, 

A,  B,  C  et  S  sont  donc  des  fonctions  de  x,  de  y,  de  p  et  de  q. 

Les  opérations  A,  B,  C  peuvent  s'appeler  les  substitutions  fon- 
damentales et  toute  opération  infinitésimale  n'en  est  qu'une  com- 
binaison linéaire  ;  le  choix  des  substitutions  fondamentales  reste 
d'ailleurs  arbitraire  dans  une  certaine  mesure;  car  on  peut  rem- 
placer ces  trois  opérations  A,  B,  C  par  trois  quelconques  de  leurs 
combinaisons  linéaires. 

M.  Lie  a  fait  voir  que,  si  l'on  pose 

TABl-  — — — —  —       ^^iJ_^f^5 
1    '      *  ~~  dp  dx       dx  dp        dq  dy        dr  dq 

et  si  a  et  ^  sont  deux  quantités   infiniment  petites  quelconques, 

l'opération 

<«A)<pB)(«A)-i(PB)-if 

qui  fait  forcément  partie  du  groupe,  est  une  substitution  infinité- 
simale du  second  ordre,  qui  peut  s'écrire 

«?rA,  b]. 

.     Il  résulte  de  là  que  [A,  B],  [  A,  C]   et  [B,  C]  sont  des  combi- 
naisons linéaires  de  A,  B  et  C,  et  que  Ton  a 

I[A,  B]  =  X  A-h|i  B-f-v  C, 
[A,  G]  =  X'  A-T-fx'B-f-v'C, 
[B,  C]  =  X*A-h  (A"B-hv'C. 

Les  coefficients  X,  |x,  v  sont  des  constantes;  mais  ils  ne  sont  pas 
quelconques;  car  on  doit  avoir  identiquement 

(a)  [A,[B?  C]]-f-[B,  [C,  A]]-+-[C,  [A,  B]]  =  o. 

Ce  qui  précède  contient  le  point  de  départ  de  toute  la  discus- 
sion, mais  cette  discussion  peut  être  considérablement  simplifiée  : 
i°  Par  un   choix  convenable  du  système   des  coordonnées  x 

<*  y, 

a°  Par  un  choix  convenable  des  trois  substitutions  fondamen- 
tales A,  B  et  C. 

On  peut  d'abord  choisir  les  substitutions  fondamentales  dételle 
xv.  i4 
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façon  que 

X  =  v  =  o 

ou  que 

[A,  B]  =  ;AK. 

On  peut  ensuite  choisir  le  système  de  coordonnées,  de  telle 
sorte  que  A  se  réduise  à  /?,  et  par  conséquent  que  Ton  ait 

[A,  BJ  =  §  =  |AB. 

Nous  en  déduirons  pour  B  la  forme  suivante 

B  =  e^[/iO,  (y)  +  <y°îOM]- 

Nous  avons  fait  tout  à  l'heure  une  hypothèse  sur  le  choix  du 
système  des  coordonnées;  mais  cette  hypothèse  ne  détermine  pas 
complètement  ce  système. 

Nous  pouvons  encore,  sans  que  A  cesse  de  se  réduire  à/>,  rem- 
placer y  par  une  fonction  arbitraire  de  y  et  ajouter  à  x  une  fonc- 
tion arbitraire  dey. 

Nous  pouvons  faire  ce  nouveau  changement  de  coordonnées  de 
façon  à  simplifier  l'expression  de  B.  Si  ô2  n'est  pas  nul,  nous  pou- 
vons le  faire  de  façon  que  92  =  i,  6,  =  o.  Si  82  est  nul,  il  restera 
nul  après  le  changement  de  coordonnées,  mais  on  pourra  réduire  6, 
soit  à  )",  soit  à  i.  Nous  sommes  donc  amenés  à  l'une  des  trois  hv- 
pothèses  suivantes  : 

0,  =  o,         02=i;         0,  =  i,         02=o;         01=r,         02  =  o. 

Nous  pouvons  distinguer  deux  cas  : 

i°  Ou  bien  u  est  nul,  ce;  qui  signifie  que  les  deux  substitutions 

A  et  B  sont  permutables.  (Remarquons  en  passant  que  l'hypothèse 

qu'il   existe   deux  mouvements   permutables   peut  être    regardée 

comme  un  des  énoncés  du  postulatum  d'Euclide.) 

On  a  alors,  soit 

A  =  p.         \l  =  q  ; 

soi  t 

A  =/>,         H  =yp. 

•>."  Ou  bien  'x  n'est  pas  nul.  On  a  alors,  soit 

A  —  />.  I*  =  t/eV-*. 

soit 
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soit 

A  =/?,         B  =  pyeV-x. 

Examinons  successivement  ces  cinq  cas  : 

Premier  cas  : 

A  =/?,        B  =  q. 

Les  équations  (i)  se  réduisent  alors  à 

—x  =  Vp  -h  n'  g  -+-  v'  C, 

^=rP  +  Sq  +  sc. 

Si  v'  etv"  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  les  équations  ne  seront  compa- 
tibles que  si  Ton  a 

V  _  j/  __  V 

X*  ~  jx*  ""  v'' 

Il  est  permis  alors  de  supposer  que 

=  [i=A    =JJt    =0, 

d'où 

C  =  é»'*+*y{ap -h  bq), 

a  et  b  étant  deux  constantes. 
Le  groupe 

définit  une  géométrie  entièrement  nouvelle.  Pourquoi  Euclide  ne 
Ta-t-il  pas  rencontrée?  ou  plutôt  quelle  est  l'hypothèse  qu'il  a 
faite  implicitement  et  qui  l'a  empêché  de  rencontrer  cette  géomé- 
trie? 

Une  substitution  infinitésimale  quelconque  a  pour  expression 

aP  "+-  ?  9  -+■  Y  e^'x+vy (  ap  -+-  bq  ). 

Quels  sont  les  points  que  cette  substitution  laisse  immobiles? 
Ces  points  sont  donnés  par  les  équations 

,      *  *  P 


Y« 


b 


a         3 
d'où  cette  conclusion:  si  Ton  n'a  pas   -  =  y,  aucun  point  ne  reste 
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immobile.  Si  l'on  a-  =  £>  une  infinité  de  points  demeurent  im- 

a       b  r 

mobiles. 

Or  il  est  bien  aisé  de  se  rendre  compte  qu'Euclide  fait  à  chaque 
instant,  sans  l'énoncer,  l'hypothèse  suivante  : 

Si  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  si  deux  de  ses 
points  restent  immobiles,  elle  reste  tout  entière  immobile. 

C'est  cette  hypothèse  qui  nous  forcera  à  rejeter  la  géométrie 
particulière  qui  est  fondée  sur  la  considération  du  groupe  dont  je 
viens  de  parler. 

Si  v'=  v"=  o,  on  trouve 

et  le  groupe  dérivé  de  A,  B  et  C  nous  conduit  à  la  géométrie  d'Eu- 
clide. 

Deuxième  cas  : 

A=/>,        B  =yp. 

On  trouve  alors,  dans  le  cas  le  plus  général, 

G  =  [ax  -+-/(/)]/>  -h  bq, 

a  et  b  étant  des  constantes  et  f(y)  une  fonction  arbitraire  de^ 
que  l'on  peut  d'ailleurs  supposer  nulle  si  l'on  choisit  convenable- 
ment le  système  des  coordonnées. 

Une  substitution  infinitésimale  quelconque  s'écrit 

(a  -+-  (S/  -f-  a^x)p  sr(^b)q. 

Ce  groupe  doit  encore  être  rejeté  en  vertu  de  l'hypothèse  faite 
plus  haut. 

En  effet,  si  y  b  n'est  pas  nul,  aucun  point  ne  reste  immobile;  si 
au  contraire  yb  est  nul,  tous  les  points  qui  satisfont  à  l'équation 

a  -+-  $y  -h  a  y  x  =  o 
restent  immobiles. 

Troisième  cas  : 

A  =/?,  B  =  pyeV-*. 

On  trouve 

c  „—£-»-,/. 

y 
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Les  substitutions  A  et  C  sont  permutables;  on  est  donc  ramené 
à  l'un  des  deux  cas  précédents. 

Quatrième  cas  ; 

A=/>,        B=pePar. 

On  trouve  encore  une  substitution  C  permutable  à  A  et  l'on  est 
ramené  par  conséquent  aux  deux  premiers  cas. 

Cinquième  cas  : 

On  trouve  ici  pour  C  quatre  formes  différentes  : 

i°     C  =  eVx[ap  -h  \i{ay  -+-  b)q\,  (a,  b  et  c  étant  des  constantes). 

2°     C —  [ap-\-(by -^  c)q], 

3°     C  =  eP*[ap  -h  (bx —  <*\*y  -+•  c)q\, 

4°     C  =  e-\^\(ay  +  b)p+{xq(^y*+by  +  c\\ 

La  première  forme  doit  être  rejetée  parce  que  B  et  C  sont  per- 
mutables; la  deuxième  parce  que  A  et  C  sont  permutables,  la 
troisième  parce  que  B  et  C  sont  permutables.  Si  l'on  adoptait 
l'une  de  ces  trois  formes,  on  serait  donc  toujours  ramené  à  l'un 
des  deux  premiers  cas. 

Il  reste  la  quatrième  forme,  qui  nous  conduit  aux  géométries 
quadratiques. 

Le  même  résultat  pourrait  être  obtenu  en  discutant  les  trois  re- 
lations qui  lient  les  neuf  coefficients  X,  jjl,  v  et  que  Ton  peut  dé- 
duire de  l'identité  (2). 

Conclusions. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ainsi  les  hypothèses  qui  sont  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  servir  de  prémisses  à  la  Géométrie 
plane. 

A.  Le  plan  a  deux  dimensions. 

B.  La  position  d'une  figure  plane  dans  son  plan  est  déterminée 
par  trois  conditions. 

Ces  deux  premières  hypothèses  nous  laissent  le  choix  entre  les 
diverses  géométries  quadratiques  et  les  deux  géométries  caracté- 
risées par  les  deux  groupes  suivants  : 

[p,  q.  &'•*+*'*{  ap  ~h  bq)\ 
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cl 

(p,jyp,axp-\-bq). 

Ces  deux  géométrics  sont  exclues  si  Ton  fait  encore  l'hypothèse 
suivante  : 

C.  Quand  une  figure  plane  ne  quitte  pas  son  plan  et  que  deux  de 
ses  points  restent  immobiles,  la  figure  tout  entière  reste  immobile. 

Nous  n'avons  plus  alors  que  le  choix  entre  les  diverses  géo- 
métries  quadratiques. 

Faisons  encore  les  deux  hypothèses  suivantes  : 

D.  La  distance  de  deux  points  ne  peut  être  nulle  que  si  ces  deux 
points  coïncident; 

E.  Lorsque  deux  droites  se  coupent,  on  peut  faire  tourner  l'une 
d'elles  autour  du  point  d'intersection  de  façon  à  la  faire  coïncider 
avec  l'autre. 

Ces  deux  hypothèses  sont  liées  nécessairement  l'une  à  l'autre; 
il  suffit  d'admettre  l'une  d'elles  pour  être  obligé  d'admettre  l'autre 
et  d'exclure  la  géométrie  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

Introduisons  encore  l'hypothèse  suivante  : 

F.  Deux  droites  ne  peuvent  se  couper  qu'en  un  point, 

et  la  Géométrie  sphérique  se  trouvera  exclue  à  son  tour. 
11  ne  reste  plus  qu'à  introduire  Je  postulation  d'Euclide  : 
Ci.  La  somme  dos  angles  d'un  triangle  est  une  constante. 
Nous  pouvons  remarquer  que  ce  postulatum  nous  dispense  des 

hypothèses  I),  E  et  F  qui  en  sont  des  conséquences  nécessaires. 

Remarques  diverses. 

Le  lecleur  qui  aura  bien  voulu  me  suivre  jusqu'ici  ne  manquera 
pasde  se  reporter  au  célèbre  Mémoire  dcRiemann  (/  cher die  Hypo- 
thèse n  welehe  der  Géométrie  zu  Grande  liegen)  et  de  remarquer 
certaines  différences  entre  les  méthodes  et  les  résultats.  Riemann 
caractérise  une  géométrie  par  l'expression  de  l'élément  d'arc   en 
fonction  des   coordonnées.    Il   est  ainsi  conduit  à    un   très   grand 
nombre  de  géomélries   logiquement  possibles  et  dont  je   n'ai  pas 
même  parlé.  Cela  lient  à  ce  que  j'ai  pris  pour  point  de  départ  la 
possibilité  du  mouvement  ou  plutôt   l'existence   d'un  groupe  de 
mouvements  qui  n'allèrent  pas  les  distances. 

On  peut  se  demander  main  tenant  ce  que  sont   ces  hypothèses. 
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Sont-ce  des  faits  expérimentaux,  des  jugements  analytiques  ou 
synthétiques  a  priori?  Noirs  devons  répondre  négativement  à- ces 
trois  questions.  Si  ces  hypothèses  étaient  des  faits  expérimentaux, 
la  Géométrie  serait  soumise  ù  une  incessante  revision,  ce  ne  serait 
pas  une  science  exacte  ;  si  elles  étaient  des  jugements  synthétiques 
a  priori,  ou  à  plus  forte  raison  des  jugements  analytiques,  il 
serait  impossible  de  s'y  soustraire  et  de  rien  fonder  sur  leur 
négation. 

On  peut  montrer  o^ue  l'Analyse  repose  sur  un  certain  nombre 
de  jugements  synthétiques  a  priori;  mais  il  n'en  est  pas  de  même 
de  la  Géométrie. 

Que  devons-nous  donc  penser  des  prémisses  de  la  Géométrie? 
En  quel  sens  peut-on,  par  exemple,  dire  que  le  postulation  d'Eu- 
clide  soit  vrai? 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  la  Géométrie  n'est  autre 
chose  que  l'étude  d'un  groupe  et,  en  ce  sens,  on  pourrait  dire  que 
la  vérité  de  la  géométrie  d'Euclide  n'est  pas  incompatible  avec 
celle  de  la  géométrie  de  Lobatchevski,  puisque  l'existence  d'un 
groupe  n'est  pas  incompatible  avec  celle  d'un  autre  groupe. 

Nous  avons  choisi,  parmi  tous  les  groupes  possibles,  un  groupe 
particulier  pour  y  rapporter  les  phénomènes  physiques,  comme 
nous  choisissons  trois  axes  de  coordonnées  pour  y  rapporter  une 
figure  géométrique. 

Maintenant  qu'est-ce  qui  a  déterminé  ce  choix  :  c'est  d'abord 
la  simplicité  du  groupe  choisi;  mais  il  y  a  une  autre  raison  :  il 
existe  dans  la  nature  -des  corps  remarquables  qu'on  appelle  les 
solides  et  l'expérience  nous  apprend  que  les  divers  mouvements 
possibles  de  ces  corps  sont  liés  à  fort  peu  près  par  les  mêmes  re- 
lations que  les  diverses  opérations  du  groupe  choisi. 

Ainsi  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géométrie  ne  sont  pas 
des  faits  expérimentaux;  c'est  cependant  l'observation  de  certains 
phénomènes  physiques  qui  les. fait  choisir  parmi  toutes  les  hypo- 
thèses possibles. 

D'autre  part,  le  groupe  choisi  est  seulement  plus  commode 
que  les  autres  et  l'on  ne  peut  pas  plus  dire  que  la  géométrie  eu- 
clidienne est  vraie  et  la  géométrie  de  Lobatchevski  fausse,  qu'on 
ne  pourrait  dire  que  les  coordonnées  cartésiennes  sont  vraies  et  les 
coordonnées  polaires  fausses. 
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Je  n'insiste  pas  davantage;  car  le  but  de  ce  travail  n'est  pas  le 
développement  de  ces  vérités  qui  commencent  à  devenir  banales. 


Développe  me  ni  en  produit  des  fonctions  G  et  H  de  Jacobi  et 
recherche  des  valeurs  de  ces  fonctions  quand  les  périodes 
sont  divisées  par  un  nombre  entier;  par  M.  de  Presle. 

(Séance  du  16  novembre  1887.) 

1.  —  Développement  en  produit  des  fonctions  e  et  H. 

La  méthode  que  nous  allons  employer  est  celle  de  M .  Weierstrass 
pour  le  développement  en  produit  des  fonctions  ho'lomorphes, 
modifiée  en  ce  sens,  qu'au  lieu  de  ranger  les  zéros  par  ordre  de 
modules  croissants,  nous  les  classerons  par  ordre  de  valeurs  crois- 
santes de  l'un  des  paramètres  qui  les  déterminent,  l'autre  étant 
supposé  constant;  et  que,  ensuite,  nous  disposerons  par  ordre  de 
valeurs  croissantes  du  second  paramètre  les  fonctions  ainsi  obte- 
nues. Nous  ne  développerons  de  cette  manière  que  la  fonction 
B<(#),  et  nous  déduirons  de  ce  développement  celui  des  autres 
fonctions.  Toutefois,  la  même  méthode  supplique  aux  quatre 
fonctions  de  Jacohi,  et  de  chacun  des  développements  on  peut  dé- 
duire tous  les  autres. 

Nous  désignerons  par  K  et  K'  les  intégrales 


.1  .1 ..  ^.1 


/     ---   -  —  —  •       f   - 


ds 


/,  et  //  étant  le  module  ordinaire  et  le  module  complémentaire  de 
l'intégrale  elliptique  de  première  espèce;  nous  désignerons  par  q 

la  quantité  e     h  . 

1.  Développement  de  H,  (x).  —  Considérons  la  somme  double  : 

v    V  '  ,.; 

*mdn  Àêêè,,,  ./'--(  ')  m  -1-  1  >  l\   —   (  2  //  -t-  l  )  K'  / 
-  <c       — x 


\ 


•    i 
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si,  dans  la  première  sdrame,  on  groupe  les  termes  par  valeurs 
égales  et  de  signe  contraire  du  paramètre  2/n  +  i,/i  étant  supposé 
constant,  on  obtient  des  fonctions  de  n  ;  et  si,  pour  obtenir  la  se- 
conde somme,  on  groupe  ces  fonctions  par  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire  de  2/i-f-  i,  on  obtient  une  série  convergente,  dont 
les  termes  sont  des  dérivées  logarithmiques. 
On  a,  en  effet, 

2 


[j-(î«  +  i)K'i)-(2m  +  )K 


7C  TZ\X—  (  271-4-  l)K'f]  \1  I 

m     '  '     m  Z      à\ 


2. 


2K  2K  ^m  (am  -+-  i)tt2      ir*[j7— (a/n- i)K'/|* 

o        — 


TT  t:  \x (2/l  +  l)K'i1 

r= tan"'  — - 

2Kian°  2K 

On  a,  d'autre  part, 


4 


4  k: 


Tz[x(in  ■+-  i)K'f  1 
tang  — •>■ — 

°  2  k 


.    7T  .r  t:  a* 

2  sin  — —  cos 


2K  2k 


_         ^     V*  2K 

"~       2KM,         ,?.(w+  i)7cK'i 


o 


cos2 ., -  sin*  — — 

2k  2k 


?:     .    7:x  \^  i 

= c  SIn"i7"  7 ; — rr-r 

2k  k  Àmàn  (2/1 -r- I)  71  kl 


U         COS  : — h  COS  -TT- 

k  k 


série  convergente;  le  dernier  membre  peut  s'écrire 

0 

Cela  posé,  on  reconnaîtra,  comme  dans  la  démonstration  du 
théorème  de  M.  Weierstrass  relatif  à  la  décomposition  des  fonc- 
tions holomorphes  en  facteurs  primaires  ('),  qu'en  désignant  par 
G(x)  une  fonction  holomorphe,  on  a 

— '-  {,  sin-jr-    > ..,  . =  O(jt), 

G,(.r)         k  k  Àmàn         (2n  +  i)7:Kt  tx  n 


o       cos h  cos 

K  K 


(')  Voir  le   Cours  de  M.  Ilcrinite,  professé  à  la  faculté  des  Sciences,  3'  édition, 
page  78. 
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les  zéros  de  B,  (x)  étant  de  la  forme 

(  2  m  +  i)K  +  (a«-i-i)  K'  /  ; 
d'où 

I 


DloRe1fx)=G(x)-|sin,t^2,| 


i  ?. n  -h  i)tzK' i  tzjt 

0        COS  rz h  COS  -ré- 
intégrons,  déterminons  les  constantes  d'intégration  par  la  va- 
leur o  de  x,  et  passons  des  logarithmes  aux  quantités 

e1(j-)  =  e,(o)<?'0  I  I — — — ; 

lin  (l/l-r-  l)irK  l 

o  i  -f-  ros jt 

mais  on  a 

cos -^ =  — ; 

donc 

/    G'.r  rf.r         w 

TT   (IH.^î*-»-i)i    o 


et,  en  désignant  par  l(cr)  une  autre  fonction  holomorphe  de  .r, 

6i(.r)  =  e,,jr)  |T    \i  -■-  y2"^1  c  K  /\i-f-7s"+Ie      K  /. 

o 

Considérons  H,(.r)  et  le  second  membre  de  l'équation  précé- 
dente divisé  par  le  facteur  e1"' ;  si  Ton  augmente  x  de  K,  ces  quan- 
tités sont  égales  et  de  signe1  contraire;  si  l'on  augmente  x  de  K  /\ 
ces  quantités  sont  multipliées  par  un  même  facteur  exponentiel  ; 
donc  ehv>  et,  par  suite,  l(x)  admet  les  périodes  K  et  K'/,  et  se  ré- 
duit à  une  constante,  puisqu'elle  est  holomorphe;  on  peut  donc 
écrire,  V  étant  une  constante, 

Ht(  ./•)  —  V  f  I    '  i  -    y*"1  *<-  K     'M  ■■  •  72/M  '  <~    K    /. 
o 

2.    Développement  de  ll,(\r^.  —  Dans   l'équation   précédente, 
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augmentons  x  de  K'j,  on  a 


H1(a:)  =  av/yPcos^~TT    [i  -+-  q^^ve  k  J  [, +_  yi(«-Hi)e     K  J. 

o 

3-4.  Développements  de  9(#),  H(,r).  —  Dans  les  deux  der- 
nières équations,  augmentons  x  de  K,  nous  aurons 

*       /  7C  xi  \  /  _!l£f\ 


o 


H(x)  =  *v^Psin^TT    [i  —  7,(,1+1^  K  J[i  — 7»(«+i>c      kJ- 

o 

On  a 

p=ii,.ti~!/,"'+,,]- 

0 

II.  —  Rechercha  des  valeurs  des  fonctions  6  et  H  quand  les  périodes 

sont  divisées  par  un  nombre  entier. 

• 

Nous  nous  servirons  des  relations  que  nous  avons  établies  dans 
la  première  partie  de  ce  travail  avant  d'arriver  au  développement 
en  facteurs.  Pour  cette  raison,  nous  allons  étudier  la  division  des 
périodes  dans  $<(.r),  et  nous  déduirons  des  résultats  obtenus  la 
division  des  périodes  dans  les  autres  fonctions.  Toutefois,  si  Ton 
cherche  pour  les  autres  fonctions  de  Jacobi  les  relations  ana- 
logues à  celles  que  nous  avons  exposées  pour  la  fonction  &t(x), 
on  peut  leur  appliquer  la  même  méthode  pour  la  division  des  pé- 
riodes, et  des  résultats  obtenus  pour  chacune  de  ces  fonctions 
déduire  les  formules  qui  concernent  toutes  les  autres. 

Nous  désignerons  par  \ip  -+-  i  et  ip  les  nombres  impair  et  pair 
servant  de  diviseurs  aux  périodes. 

1.   Division  des  périodes  dans  &t(x). 

1  °  Prem  iè re  période . 

i°  Division  par  un  nombre  impair.  —  Considérons  la  somme 
double 


1.1 


i 


m  ('2//t+l)K 


x (  *2  n  -+-  i  )  K'  i 

•ip  -ri 
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Remarquons  qu'un  nombre  impair  quelconque  peut  se  mellre 
sous  la  forme  (25  +  i)(2/?4-i)  + 2r,  s  variant  de  —  oc  à  -h  oc 
et  r  de  — p  à  -h  p;   la  somme  précédente  peut  s'écrire 


2,2.2 


-l> 


^'[(*--^^7)-(a|»^-l)Kff]-(a*  +  I)K, 


donc 


ex(x,      K      ,K'i) 

e^o,     K     ,  K'A 

_  \      *P  ■+-  i  / 


!!,•■(=£■"•')-' 


IL-  ( 


*rK 


«2/; 


rK,K'<j 


■-? 


a°  Division  par  un  nombre  pair. 
double 


—  Considérons  la  somme 


-♦-00  ■+-  ■ 


11 


I 


l/;,  (îm-f-i)K 

—  •        —  go  &  " 


1P 


—  (am-i)K'* 


Remarquons  qu'un  nombre  impair  quelconque  peut  se  meltre 
sous  la  forme  (is  -f-  î )  •i .p  -f-  2  /•  —  1 ,  5  variant  de  —  oc  à  -h  oc  et  /* 
de  —  (/>  —  1)  à  -hp\  la  somme  précédente  peut  s'écrire 


-4-  />        -f-  x         -+-  ac 

V   v  \ 


-./l-l. 


"  ^*  [(  .r  —  '^  ^  '  K)  -(-ui-f-i  )K'il  —  (a*-r-i)K 


donc 


/        «^     .  ,  •  1 
H,     ./•.  — ,  K  / 


/  K      .      •  '1 

H,      o,    -,  K  / 

"2/>  / 


/' 


I  f .  - 1 


■>/•--!    .. 


X  -r-   — 


II  ">i 


>  /*  —  I 


)  h 


P 


K.  K.  K  /  ) 


/»  -1 


K,K,  K'i  ) 
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2°  Seconde  période. 
i°  Division  par  un  nombre  impair.  —  Considérons  la  somme 


•+-« 


ir    v                 T            an+i)Kn 
-rr    7     tanK^  I  t : I  • 

'1 K  J^n         *        I  ?,/>-+-  I  I 

L  ~~^K         J 

Nous  aurons,  en  remplaçant  2  /?-f-i  par  (2$  -f-  i)(  1  p  -f-i)-f-  '* /*, 


-H|>        -*-* 


^2dr  2-, 


■r(-^)-<— h 

tang-^ £ -^ =*■  : 


2K 
— p     -• 

donc 


9i(XfKtJ£L.) 

6,  (o,K,  —  ^  «-/>  .  „;. 

+*  K,.  .llr    '  \  a/>  +  i  / 


Lr  \2/>-hl  / 

-A» 


20  Division  par  un  nombre  pair.  —  Considérons  la  somme 


f  ani!  — ^- • 


ÏKJL„'""b  2K 


—  00 


Nous  aurons,  en  remplaçant  a/i  -4-  1  par  (25-1-1)2/?+  2/*  —  1, 


2K  JLr  JL, 


y  lan.  LA v — v/ _J 


2K 

donc 


JJ    el(î^=iK'i,K,K'«)  -''— 


nre'(^'VK',,K'K'')- 


J 
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2.     DlVISlON     DES    PRIUODES    «ANS    H^J?). 

Dans  les  valeurs  obtenues  par  S^(x)  augmentons  x  respective- 
ment de  R't,  R'i,  R'i,  ^- — >  nous  obtiendrons 

H'(;r'57TT'K''')'    "«(*'£•  K'f>    n,(x,K'^T)'    H«(*'K'^) 

3-4.  Division  des  périodes  dans  B(x),  H(j:). 

Dans  les  valeurs  de  6,(.r)  et  H,(x),  augmentons  x  respective- 
ment de  R,  — - : — y  R,  R;  nous  obtiendrons 

e(*'^,K'')'    e(*'£'K'1')'   e(x,K,d^r)'   •(*•*•  S0f 

"(••^•4  H(*'é,K'0'  H(x,K'^)'  n(x'K'W)- 

* 

Nous  avons  cru  ne  devoir  qu'indiquer  le  moyen  d'obtenir  les 
valeurs  de  II|,  6,  H,  afin  d'éviter  un  trop  long  développement,  les 
calculs  n'offrant  d'ailleurs  aucune  difficulté.  On  trouvera  les  ex- 
pressions des  fonctions  6  et  II,  quand  les  périodes  sont  divisées 
par  des  nombres  entiers,  dans  le  Traité  des  fonctions  elliptiques 
de  Briot  et  Bouquet  (p.  f>4<*>  el  suiv.  ). 
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ÉTAT 

DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1888  (*). 


Les  initiales  S.  P.  désignent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Président MM.  LAISANT. 

ANDRÉ. 
Vice-Présidents 


Secrétaires 


Vice-Secrétaires. 


Archiviste 
Trésorier . 


Membres  du  Conseil 


Membres  du  Conseil  non  résidents. 


COLLIGNON. 

PICQUET. 

VICAIRE. 


HUMRERT. 
WEILL. 

KOENIGS. 
RAFFY. 

PRESLE  (de). 

CLAUDE-LAFONTAINE. 

APPELL. 

CLAYEUX. 

COMBEROUSSE  (de). 

DARBOUX. 

FOURET. 

HALPHEN. 

HATON  DE  LA  GOUPILL1ÈRE. 

JORDAN. 

MANNHEIM. 

PICARD. 

POINCARÉ. 

FOUCHÉ. 

CREMONA. 
GENTY. 
MATHIEU. 
TCHÉBICHEFF. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 


—  ()  — 


Dau* 

de 

l'admit!  ion. 


1872.      ACHARD,  directeur-adjoint  de  la  Compagnie  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue 
de  Chabrol,  4°»  *  Paris. 

1887.  ALBECCIAM  (M.-L.),  professeur  à  l'Université,  /j,  Salita  Banditore,  à  Palerme  (Italie). 

1881 .  AIICUES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  66f  à  Marseille  (  Bouches- du-Rhône). 

1872.  ANDRÉ  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  place  de  la  Sorbonne,  5,  à  Paris. 

1879.  APPEL L,  professeur  à  la  Faculté  des.  Sciences,  rue  Sou f flot,  22,  à  Paris. 

18S4.  ARXALD.  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Nice  (Alpes-Maritimes). 

1872.  ARON  (Henri),  banquier,  rue  Taitbout,  34,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  ACTONNE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 
188G.      BARBERENA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1874.  BE*0IST(  Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chàtelet,  3,  &  Chalon-sur-Saône  (Saône- 

et-Loirc),  S.  P. 

1875.  BERDELLÉ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

1873.  BERTRAND  (Joseph),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Tour- 

non,  4,  à  Paris. 

.1887.      BEYENS  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Santa  Inès,  à  Cadix  (Espagne). 

1875.  BISCIOFFSREIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      BIENAYMÉ  (Arthur),  directeur  des  Constructions  navales,  à  Toulon  (Vur). 

1872.  BIENAYMI,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

1881 .      BONCOMPACNI  (le  prince  Balthasar),  place  Colonna.  palais  Piombino,  à  Rome  (Italie). 
1673.      BONNET  (Ossian  ),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des 

Écoles,  4?*  a  Paris. 
1879.      BORGHARDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 

1876.  BOUCHER,  ancien  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  Appert, 

9,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

1873.  BOULANGER,  professeur  de  Mathématiques,  iib\  rue  Trallier,  maison  Deloncle,  à  Mus- 

tapha inférieur  (Algérie). 
I88(J.      BRAtLT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 

1874.  BRIOSCHI,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  Milan 

(Italie). 

1872.  BRISSE  (Ch.),   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,   rue  de  Bécon ,  55,  à  Courbevoio 

(Seine). 

1873.  BROCARD,  major  du  \"  régiment  du  Génie,  à  Grenoble  (Isère). 

188G.  BRINEL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1885.  CARON,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  8a,  à  Paris. 

1887.  CARYALLO,  professeur  au  lycée  de  Versailles,  U),  villa  Saîd,  Passy. 

1884.  CASEY  (John),   professeur  à  l'Université   catholique  de  Dublin,  Stephens  Grecn,  8.J. 

à  Dublin  (Grande -Bretagne;. 

1887.  CASPARY,  professeur  au  Collège  Iliimboldt,  I.ouisenstrasse,  3,  à  Berlin  (Allemagne)* 

1873.  CATALAN,  professeur  émérite  a  ITniversité,  21,  rue  des  Éburons.  à  Liège  (Belgique;, 

1887.  CERRITI,  professeur  à  ITtiiversilë,  à  Rome  (Italie). 

Iîn7"2.  C11ASLES,  membre  de  l'Institut  (decéde;,  S.  P. 

1SS1.  CHEMIN,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  73,  à  Paris. 

I8SI.  CIIRYSTAL,  professeur  ii  lTiiitersilë.  à  Edimbourg     Ecosse). 

IsT.I.  C1Y1ALK,  rue  de  la  Tour-dcs-I):iiiie>,    »,  à  Paris. 


Ion. 


». 


CLAYEUX,  intendant  divisionnaire  en  retraite,  avenue  de  Clichy,  52,  à  Paris. 

CLAODE-LAFONTAINE,  banquier,  rue  de  1  révise,  3a,  à  Paris,  S.  P. 

C0LLI6N0N,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  ?8,  à  Pari** 

COMEBOOSSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 
rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

CODRCELLES,  professeur   de  Mathématiques   spéciales  au   lycée  Saint-Louis,  36,  rue 
Gay-Lussac,  à  Paris. 

GRAIfi  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Amé- 
rique). 

CRE10NA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Rome 
(Italie). 

CRETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

BAR IOUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
36,  à  Paris. 

DAGTHEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  42,  à 
Toulouse  (  Haute-Garonne  ). 

DEFFORCES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 
de  Grenelle  Saint-Germain,  ia3,à  Paris. 

DELA1W0Y,  sous- intendant  militaire,  à  Orléans  (Loiret). 

DEMARTRES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

DEROÏTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université  de  Liège  (Belgique). 

DEWULF,  colonel  du  Génie,  a  Rayonne  (Basses-Pyrénées). 

DONCAN,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (États-Unis  d'Amérique). 

DORRANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

DYCK  WALTHEB,  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

ISCARY,  professeur  au  Prytauée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

FARRE,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 

FIELDS  (John),  professeur  à  Hamilton  (Canada). 

FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FLEDREAD,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

FLOQUET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy(Meurtlie- 
•  et-Moselle). 

FLYE  SAINTE-1ARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12,  à  Pan-. 

FONTES,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

FOCRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,   rue  Washington,  16,  à 
Paris,  S.  P. 

CARIEL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine, 
rue  JoufTroy,  39,  à  Paris. 

CAUT01ER-VILLARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P.  » 

CEN0CCI1,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38.  à  Turin  (Italie). 

CENTY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran  (Algérie). 

CERONO,  rue  Halle,  32  et  3',,  à  Paris. 

CIROD  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  63,  quai  d'Orsay,  à  Paris. 

COFFART,  53,  rue  Nollet,  à  Paris. 

COURSAT,  maître  de  Conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  83.  rue  Denfert-Roche 
reau,  a  Pari*. 


Date 

de 

l'admission 


-  8  - 


1872.  6RAIND0KCE,  professeur  à  l'Université,  rue  Paradis,  gi,  à  Liège  (Belgique). 
1881.  CRUEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  fil  CCI  A  (Jean),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

1881.  6CNTHER  (Dr  Sigismond),  professeur  h  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.  6IJY0X,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

1873.  HAAS,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin.  1,  à  Paris. 

1882.  BABICH,  directeur  de  l'École  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.      HALPHEN,  membre  de  l'Institut,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  rue  Sainte-Sophie,  17,  à 
Versailles  (Seine-et-Oise).  S.  P. 

1886.  HAIPTMAXX,  ingénieur  attaché  aux  chemins  de  fer  russes,  rue  Bichat,  3o,  à  Paris. 

1872.      BATON  DE  LA  COUPILMÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  tio,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

1884.  I1EXRI0T,  ingénieur  des  Mines,  à  Reims  (Marne). 

1872.  HENRY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  a  Privas  (  Ardèche). 

1882.  HENRY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Berthollet,  aa,  à  Paris. 

1872.  HERsURY,  chef  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1873.  HER.MTE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 

1875.      HIRST,  Athenseura  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  H01ST  (Elling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  4g,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.      HOUBICANT,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Locourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  HUGO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Père*. 

î/j,  à  Paris. 

1880.  HUMBERT,  ingénieur   des   Mines,   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    161,  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 

1887.      IBRAHIM  EFFEXDI,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  1MBEH,  répétiteur  à  l'F.cole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,  109,  à  Paris. 
1887.      1SSALY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1880.      JABLOXSKI,  professeur  au  lycée  Charleniagne,  r\o,  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris. 

1873.  JAX1X.  chef  d'escadron  au  17e  régiment  d'Artillerie,  à  la  Fcre  (Aisne). 

1872.      JAVARY,   chef    des   travaux   graphiques  à   l'École   Polytechnique,   rue   du   Cardinal- 
Lemoine,  1,  à  Paris. 

1872.      JORDAN,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varennc,  48. 
a  Paris,  S.  P. 

1872.      J01FFRET,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

1875.      Jl'NC,  professeur   à    l'Institut  technique  supérieur,  7,  via  Principe    Umberto,  à   Mi- 
lan (Italie). 

1880.  kŒXlA,  maître  de  conférences  à  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 

-■à,  à  Paris. 

1882.  KOSTEXEG  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 

1882.      kOVALKWSKY  (Mm"  de),  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1882.      KROXECkER  (Dr  Léopold).  professeur  à  l'Université,  Bellcvuestrasse,  i.3,  à  Berlin  (  Alle- 
magne ). 

1881.  LICOH, professeur  de  Mathématiques,  rue  Sainte-Beuve,  Ci.     à  Paris. 
1872.      LAFFOX  DE  LADÉBAT,  amiral  (décédé).  S.  P. 


-  9  — 


Date 
de 

l'admission. 


1873.      LAISANT,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor  Hugo,  162,  à  Paris. 

« 

1875.      LAQIIERE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tababort  [Constantine  (Algérie)]. 
1873.      LACTH,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAYEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.  LEAUTE,  directeur  des  études  à  l'école  Monge,  1  {i,  boulevard  Malesherbes,  à  Paris. 

1872.  LEM01NE  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAUSE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ai,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  LE  POXT,  quai  de  Paris,  3o,  à  Cherbourg  (Manche). 

1872.      LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1882.      LÉYY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  0,  à  Paris. 

# 

1882.      LE VY  (Lucien),  directeur   des  Études   de   l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  LEYY  (Maurice),  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en   chef  des  Ponts  et  Chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  ?58,  à  Paris. 
1875.      IE£  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LICOINE,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.      LINDBMANN,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg (Alle- 
magne). 

1886.      L10TV1LLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LORIIf,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186.  à 

Paris. 

187...      LUCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,   1, 
rue  Routarel,  à  Paris. 

1886.      LY03,  étudiant  en  Mathématiques,  boulevard  Arago,  39,  à  Paris. 
1882.      MACE  DE  LEPIXAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  boule- 
vard Saint-Michel,  i4»  à  Paris. 
•1872.      MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Damc-des-Champs,  44*  à  Paris. 
1875.      1ALL0IZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,  17,  h  Paris. 

1872.      MANNREIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1884.      MARCHAND,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3,  à  Paris. 

1872.  MARSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (  Yonne). 

1884.      MARTIN  (Artcmas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Office,  Washington  D.  C    (États- 
Unis  d'Amérique). 

1873.  MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Saint-Jean,  t>, 

à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1886.      MAX1M0VITCH  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Kasan  (Russie). 

1884.  MERCRREAU,  licenciées-sciences,  rue  Gay-Lussac.  38,  à  Paris. 
1873.      NITTAC-LErTLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOUTARD,  inspecteur  général  des  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  g,  à  Pari*. 

1885.  XEIBERG,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1882.      OCAGNE  (1/),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Fonderies,  8,  à  Rochefort- 
sur-Mer  (Charente-Infér.) 

1873.  0VIDI0  (Enrico  d*),  professeur  a  l'Université,  piuzza  Statu to,  17,  &  Turin  (Italie). 
1882.      PA.XEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
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1881.  PARAI7,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  de  la  Pépinière,  22,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1872.  PARNENT1ER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5.  à  Paris. 

187*.      PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris. 

1882.  PATIRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 

1881.      PAUT0\.\IER  (l'abbé),  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs» 
19,  à  Paris. 

1881.      PELLET,  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  Rlatiu,  5i,  à  Clermont-Ferrand 
(Puy-de-Dome). 

1883.  PELLETREAU,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  h  Constantine  (Algérie). 

1874.  PERCIN,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le  4e  bataillon  de  forteresse,  à  Ver- 

dun (  Meuse). 

1881.  pEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 

1873.  PERRIX,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpcll,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 

1887.  PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  75,  via  Geunaro  Serra,  à  Naples  (Italie). 

1873.      PMLIPPON,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.      PICARD  (Emile),  professeur  à   la  Faculté   dos   Sciences,  rue   de   la   Sorbonne,  2,  à 
Paris. 

1872.      P1CQUET,  chef  de  bataillon   du  Génie,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 
nique, boulevard  Saint-Michel,  73,  à  Paris. 

1882.  POMCARE,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  des  Mines,  professeur  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris,  S.  P. 

1882.  P0K0RNY  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1872.  P0LI6NAC  (prince  C.  de),  villa  Jessic,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes),  S.  P. 

1877.  POUSSET,  professeur  au  lycée,  à  Poitiers  (Vienne). 

1877.  PRESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Mon  ce,  82,  à  Paris. 

1881.  PITCMRELLI,  répétiteur  an  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  \\t  à  Paris. 

1872.  Pl'TZ(le   général),  rue  Saint-Méry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 
18i2.  RADAU,  rue  de  Tournon,  i:>,  à  Paris. 

1883.  RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-Michel,  99, 

a  Paris. 

1873.  RAXCY    ^dk),    administrateur   de    la    Compagnie    d'assurance!*    le   Sclcl,    boulevard 

Malesherbcs,  K'j,   à  Paris. 

1871.  REIftACII  (baron  de),  banquier,  rue  de  la  bourse,  f,  à  Paris. 

1875.  RKY  (Casimir),  professeur  à  l'Keole  du  Génie,  boulevai'il  de  la  Reine.  25,  à  Versailles 

(  Seinc-ct-Oise  ). 

187*2 .       RIBAlï.OTR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philippcville  (Algérie). 

1881.       RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  1,  a  Dijon  (  Côtc- 
d'Or). 

1872.  RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  63,  à  Paris. 

1872.       ROl'ART,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  137,  à  Paris. 

1872.       RGTCIIÉ  (tëugène;,  professeur   au  C  i.iservatoir*  des   Arts  et  Métiers,   examinateur  des 
élèves  à  l'Kcole  Polytechnique,   boulevard  Saint-Germain,  :n3,  a  Paris. 

1885.       ROI Ql ET,  professeur  de    Mathématiques  spéciales  au    lycée,   à   Toulouse    (Haute-Ga- 
ronne). 

1872.       ROISSELIX,  professeur  au  lycée  Foutaucs,  boulevard  Perdre,   124.  à  Paris. 

1888.  RISSO  (Giovanni  ),  professeur  a  C.atan/.aro  (Italie). 
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1881.      SAINT-PAUL  (Duccp  de),  chef  d'état-major  de  l'artillerie  du  10*  corps,  à  Rennes  (I Ile- 
et-Vilaine  ). 

1872.      SARRAU,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  l'École 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.      SART1AUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  chef  adjoint  de  l'exploitation  à 
la  Compagnie  du   chemin   de  fer  du  Nord,  à  Paris. 

M885.      SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Rouches-du-Rhône). 

1881.      SCHLECEL  (D'  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 

1881.  SCBOUTE,  professeur  à  l'Université  de  Groningue  (Hollande). 

1876.  SCHUBERT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 

1877.  SK6UY,  rue  Pascal,  a,  à  Paris. 

1882.  SÉUVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1883.  SIM  ART,  lieutenant  de  vaisseau,  examinateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 

1884.  SIX03XET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (Seine-et-Oise). 
1881.      SONINE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1881.  STARKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  \g,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.  8TEPIAN0S  (Dr  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (Grèce). 

1886.  STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alsace-Lorraine,  48,  à  Toulouse 

(Haute-Garonne). 

,    1873.      STUDNICkA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohême). 

1872.      SYLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

1872.      TAMERY  (Paul),  directeur  de  la  Manufacture  des  Tabacs,  à  Tonneins  (Lot-et-Ga- 
ronne), S.  P. 

1875.  TANXERY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  45,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

1882.  TARRY  (Gaston),  receveur  des  Contributions  diverses,  rue  Clauzcl,  à  Alger  (Algérie), 

S.  P. 

1882.      TCBÉBICOEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie),  S.  P. 

1887.  TEVF1K  PACHA  (le  général),  aide- de-camp  de  S.  M.  I.  le  Sultan,  lieutenant-général 

d'Artillerie,  à  Constantinople  (Turquie). 

1886.      THE W ISS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  de  Liège,  rue  Casimir-Delavigne,   3,  à 
Paris. 

1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsicur-le-Princc,  18,  à  Paris. 

1873.  TISS0T,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (  Isère). 

1872.      TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

1872.      TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château    de  Courtozé,   par  Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

1872.      VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  in,  à  Paris. 

1884.  VAXDAUE,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (Nord). 

1880.  VAftECEK  (J.'-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jici'n  (Bohème). 

1885.  VANECEk  (M. -M.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Bohème). 
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Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  coniques 
tracées  sur  une  surface  de  Steiner  est  une  autre  surface  de 
Steiner;  par  M.  G.  Koemigs,  maître  de  conférences  à  l'Ecole 
Normale  supérieure. 

(Séance  du  5  novembre  1887). 

1.  Les  coordonnées  homogènes  x,  y,  s,  t  d'un  point  d'une 
surface  de  Steiner  sont,  comme  on  sait,  proportionnelles  à  des 
formes  quadratiques  de  trois  variables  indépendantes, 

p.r  -  <?(£,*).  Ç)  =a11£*-+-2a,ï7)£-h..., 

pt  =  co(*,  tj,  Ç)  =  tfn^-f-  a^ii*,?  -+- 

La  section  de  la  surface  par  le  plan 
(a)  A.r  +  B/+C-  +  K/  =  o 

est  représentée  par  l'équation 

O)  Al  rlf  Ç)  =  A?(£,  y),  Ç)  -+-  B<{,  -+-  GX  4-  Etu  =  o. 

Si  le  plan  n'est  pas  tangent,  une  transformation  linéaire  des  va- 
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riables  £,  r,,  £  permet  toujours  de  ramener  y  à  la  forme 

(fi)  P-t.î  =  o; 

si  le  plan  est  tangent,  on  peut  ramener  y  à  la  forme 

(fi)  r,ç  =  o, 

et,  enfin,  si  le  plan  est  un  des  quatre  qui  sont  tangents  en  chaque 
point  d'une  conique,  à  la  forme 

(fi)  P=o. 

Je  rappelle  encore  que,  lorsque  les  équations  d'une  conique 
ont  été  mises  sous  la  forme 

px/=  a/X*-f-  fyX-H  y/, 

où  \  est  un  paramètre  qui  fixe  chaque  point  de  la  conique,  les 
points  a,  j3,  y,  dont  les  coordonnées  sont  a,,  a2,  a3,  a,  ;  j3,,  flj, 

Ps>  ^î  Y«'  Y*»  Y3'  Y*'  °ffrent  lft  disposition  suivante  :  a  et  y  sont 
deux  points  de  la  conique  et  (3  est  le  pôle  de  la  droite  ay. 

Ajoutons  aussi  que  les  équations  (i)  réalisent  une  représenta- 
tion de  la  surface  de  Steiner  sur  un  plan  où  $,  7j,  Ç  seraient  des 
coordonnées  ponctuelles,  et  que  les  droites  de  ce  plan  et  les  co- 
niques de  la  surface  se  correspondent. 

2.  Ceci  posé,  soient  a,  y  les  points  où  une  conique  C  de  la  sur- 
face coupe  le  plan  (9.), 

a  correspondra  à  clos  valeurs     ;',  y)',  £', 

des  paramètres  £,  rl?  Ç,  et,  par  suite,  si,  dans  les  formules  (i);  on 
pose 


;  =  ;  A  ■+■  ; , 

rt  =  r/À  -4-t/', 

v    *•'   i     _i_    »"* 


ces  équations  (1)  représenteront  précisément  la  conique  C  de  la 
surface  qui  passe  par  a,  y;  nous  aurons  donc  la  représentation 
de  C 

et  de  même  poui\i*.  3.  /. 
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D'après  la  remarque   déjà  faite,  le  pôle  de  ay  par  rapport  à 
cette  conique,  ou  le  pôle  du  plan  (2),  a  pour  coordonnées 

(4)  ,p»  =  ^ç+_|,T;+^r, 

et  de  même  pour  y,  z,  /,  en  prenant  ty,  y,  to  au  lieu  de  <p. 

Maintenant,  si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  (/1),  nous  devons 
avoir 

5'1  -  V  C  =  <>> 

c'est-à-dire  qu'on  peut  poser,  /?,  q  étant  deux  paramètres, 
et,  par  suite, 

=  «ii/>?-+-#«-t-«si/>î?,-*-«ii(/>-+-?)  +«n(/>  +  9  >/>? -+-«»(/>* +  ?*). 

Posons  alors 

Z  2S 

/>?  =  £>     />"+"^  =  ir; 

il  viendra,  en  chassant  H2  et  le  faisant  rentrer  dans  p, 
px  =  40132*-+-  ajjH^-h  asjZ1-*-  2atlSH  -+-  2<z132Z  -+-  (an  —  iau)WZ. 
Le  lieu  du  pôle  est  donc  la  surface  de  Steiner  (')  représentée 

(')  En  supposant  que  le  plan  (a)  soit  pris  pour  plan  de  l'infini,  on  peut  donner 
à  ce  théorème  la  forme  suivante  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  tracées  sur  une  sur/ace  de  Steiner  est  une 
surface  de  Steiner. 

J'ajoute  que  les  quatre  plans  tangents  doubles  de  la  surface  (1)  sont  des  plans 
tangents  simples  de  la  surface  (5).  Si,  en  effet,  x  —  o  est  un  plan  tangent  double 
de  ^i),  <p  est  un  carré  parfait,  et  peut  être  réduit  à  £a:  tous  les  aik  sont  nuls  sauf 
aM,  et  la  première  des  formules  (5)  donne 

px  —  «,,Zï, 

ce  qui  prouve  bien  que  le  plan  x  =  o  est  langent  à  la  surface  (5). 

J^es  deux,  surfaces  coupent  le  plan  considéré  (a)  suivant  la  même  courbe  du 
quatrième  ordre,  etc. 

xvi.  a 


A 
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par  les  équations  suivantes,  où  E,  H,  Z  sont  les  paramètres 

px  =  4«îjSî-f-aj2lIî-4-aS3Zî-+-2aiiSH4-2a13SZ-i-(a1i — aa„)HZ, 

/  K\     •   P.T  =  »  6«  S*  + , 

(5)    <  M 

pz  =  iCîaA2-h , 

p  t  =  4  eîb  S*  h- 

3.  Supposons  maintenant  que  le  plan  (2)  soit  tangent  à  la  sur- 
face. Dans  les  formules  (4)  il  faudra  supposer  que 

Ti  *  —  °>         tj  *  —  o. 

On  ne  peut  avoir  en  même  temps  7/ =  0,  t/  =  o  (ou  Ç'=  o,  Ç*  =  o), 
car  deux  coniques  d'une  surface  de  Steiner  n'ont  qu'un  seul  point 
commun,  à  inoins  d'être  dans  un  même  plan  tangent,  ce  qui  n'est 
pas  le  cas.  Soit  donc  7/=  °»  £"  =  o,  il  vient 

par  =  «nÇT-H  «11ÉV+  auff -*-  a„VC> 
ou,  en  divisant  par  t/'Ç',  posant  £7  =  -»  ^7  =  -  et  faisant  rentrer 

Ç^  dans  p, 

px  =  ai  pq  ■+-  atipr  -+■  ^îs^r  -+-  ««''*. 

On  trouve  donc  ici  une  surface  représentée  par  les  équations 

px  =  a,\\pq  -+-  a^qr  -+-  axtpr  -+-  aj3r*, 

?y  =  t>npq  +- 

p5  =  cu/>?  -t- 

p'  =  cn/><7  -~ 

et  qui  n'est  autre  fju'une  quadrique. 

4.  Le  cas  où  le  plan  considéré  est  un  plan  tangent  double  ne 
donne  rien  d'intéressant,  car  les  coniques'de  la' sur  face  lui  sont 
toutes  tangentes  au  point  où  chacune  vient  rencontrer  la  conique 
de  contact. 
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Nouveaux  principes  de  la  théorie  des  congruenees  de  droites  ; 

par  M.  l'abbé  Issai.y. 

(Séance  du  5  novembre  188-.) 

Le  but  principal  de  ce  Mémoire  est  de  montrer  comment  on 
peut,  par  une  voie  nouvelle  et  très  simple,  faire  dériver  les  pro- 
priétés les  plus  importantes  des  surfaces  et  des  lignes  que  Ton 
peut  tracer  sur  elles  de  celles  dont  jouissent  spécialement  les 
svstèmes  généraux  rectili^nes  doublement  indéterminés  ou  con- 
gruences. 

La  méthode  adoptée  nous  permettra  incidemment  de  mettre  en 
lumière  ce  fait  remarquable  que,  dans  tout  calcul  relatif  au  sujet 
qui  va  nous  occuper,  on  peut  et  Ton  doit  faire  abstraction  des 
paramètres  différentiels  E,  F,  G  de  Gauss. 

Et  en  effet,  outre  que  notre  étude  sera,  par  elle  seule,  une  dé- 
monstration permanente  de  cette  assertion,  plusieurs  exemples 
que  l'on  trouvera  indiqués  dans  nos  derniers  paragraphes  feront 
voir  clairement  que,  si  ces  paramètres  laissent  aux  formules  une 
simplicité  apparente,  ils  les  surchargent,  en  réalité,  de  facteurs 
inutiles  qui  disparaissent  d'eux-mêmes  lorsqu'on  a  soin  de  donner 
à  ces  formules  toute  la  simplicité  qu'elles  comportent. 

Pour  atteindre  ce  résultat,  nous  prendrons,  dès  le  début, 
comme  lignes  coordonnées,  une  double  série  de  courbes  fonc- 
tions du  temps,  variant  d'une  façon  continue  de  forme  et  de  po- 
sition, et  ne  se  coupant  entre  elles  qu'aux  infiniment  petits  du 
second  ordre  près. 

On  verra  que,  malgré  cette  condition,  de  tels  réseaux  peuvent, 
par  le  simple  jeu  des  coordonnées,  c'est-à-dire  par  la  variation 
arbitraire  du  rapport  de  leurs  arcs  infinitésimaux,  engendrer  des 
lignes  ou  trajectoires  de  toute  nature. 

Après  avoir  établi  trois  catégories  de  formules  fondamentales 
d'une  grande  généralité,  nous  étudierons  en  détail  les  courbures 
de  divers  ordres  de  ces  trajectoires. 

C'est  en  s'annulant  que  les  plus  simples  de  ces  courbures  pro- 
duisent les  lignes  si  remarquables  que  nous  qualifions,  par  ana- 
logie, de  lignes  géodésiques,  lignes  asymptotiques,  etc.,  en  atta- 
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chant  toutefois  à  ces  dénominations  un  sens  plus  large  que   s'il 
s'agissait  des  lignes  de  même  nom  situées  sur  une  surface. 

Après  une  exposition  sommaire  des  principales  propriétés  de 
ces  lignes,  nous  abordons  celles  que  l'on  connaît  déjà  sur  les  pin- 
ceaux ou  congruences  élémentaires  de  droites,  en  les  faisant  dé- 
pendre, pour  la  plupart,  de  théorèmes  généraux  qui  ne  paraissent 
pas  avoir  été  encore  signalés. 

C'est  là  surtout  que  nos  coordonnées  obliques,  dont  l7 introduc- 
tion peut  ne  sembler  tout  d'abord  qu'une  complication  stérile, 
nous  permettent  de  pénétrer  avec  succès  dans  l'étude  si  intéres- 
sante des  foyers  et  des  plans  focaux. 

Après  Malus,  Sturm,  Dupin,  Ilamilton,  A.  Serret.  MM.  Ber- 
trand, O.  Bonnet,  Mannheim  et  autres  géomètres  célèbres  qui  onl 
enrichi  la  Science  de  leurs  découvertes  en  cette  matière,  nous 
citerons  spécialement  la  première  Théorie  générale  des  con- 
gruences de  M.  E.  Kuramer,  dont  la  traductior  par  M.  Dewulf 
fut  presque  aussitôt  insérée  (1862)  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques. 

On  remarquera  avec  quelle  netteté,  absolument  exempte  de 
tout  élément  parasite,  les  belles  recherches  de  L'habile  géomètre 
allemand  se  déduisent  de  nos  propres  formules. 

Quant  aux  travaux  des  Plucker,  Klein,  Lie,  que  M.  "Kœnigs  a 
si  bien  résumés  dans  la  Thèse  qu'il  a  présentée  à  la  Sorbonne  en 
1882,  nous  ne  saurions  les  mentionner  ici,  attendu  que  le  point 
de  vue  auquel  ces  auteurs  se  sont  placés  doit  nous  rester  étranger, 
la  géométrie  euclidienne  et  l'espace  à  trois  dimensions  devant 
suffire  pleinement  à  toutes  nos  investigations. 

1. 
Préliminaires. 

1.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  d'une  surface 
donnée  F(.r,r,  z)  =  o  pouvant  être  considérées  comme  des  fonc- 
tions de  deux  paramètres  variables  ut  et  /z2,  la  surface  elle-même, 
on  le  sait,  peut  être  regardée  comme  engendrée  par  un  double 
système  de  courbes  S,  et  Sa  se  coupant  en  chacun  de  ses  points. 

Soient   MM|=r/sf   et   MM.,--^    deux  arcs   infiniment  petits 
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de  ces  lignes;  MT^  MT2  leurs  tangentes  respectives  en  M;  le 
plan  T|MÏ2  sera,  en  ce  dernier  point,  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face F. 

En  devenant  S\  et  S'2,  après  leur  variation,  les  génératrices  St 
et  Sa  se  coupent  toujours  rigoureusement  en  un  nouveau  point 
M';  niais,  si  Ton  conçoit  que  la  surface  éprouve,  tout  autour  du 
point   M,    une   déformalion    infiniment   petite    suivant    une   loi 


iMg.    I 


donnée,  puis  que  l'on  prenne  S',,  par  exemple,  sur  la  surface  pri- 
mitive, et  S'2  sur  la  surface  déformée,  ces  courbes  n'auront  pas, 
en  général,  de  point  commun. 

Désignons  par  [X|  et  jx2  le  point  M7  d'intersection  ainsi  dédoublé. 
La  ligne  de  jonction  {jl,  [à2,  sans  être,  dans  le  cas  général,  nor- 
male à  aucune  des  deux  surfaces,  aura  cependant  une  direction 
bien  déterminée.  Nous  dirons  qu'elle  est  une  pseudo-normale,  en 
faisant  voir  toutefois  qu'elle  n'est  autre  que  la  verticale  au  plan 
h ori zo ntal  T|  M T2  dans  sa  position  infiniment  voisine. 

Rien  n'empêche,  du  reste,  pour  le  calcul,  de  substituer  aux 
points  u,  et  jà2  Ie  pied  M'  de  cette  verticale,  puisque  ces  deux 
premiers  points  sont  généralement  distants  d'un  infiniment  petit 
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du  second  ordre  du  plan  horizontal  primitif.  Entre  autres  avan- 
tages, nous  y  trouverons  celui  de  pouvoir  remplacer  par  Taire. du 
quadrilatère  infinitésimal  fermé  !VIM,M'IV]3  la  somme  des  aires  des 
deux  triangles  non  contigus  MMiU.2  et  MM2jjL|,  éléments  de  ce 
que,  par  un  néologisme  un  peu  hardi,  on  pourrait,  ce  nous 
semble,  qualifier  de  pseudo-surface. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  importe  d'observer  que  notre  manière 
nouvelle  d'envisager  les  congruences  de  droites  sera  plus  géné- 
rale que  la  méthode  ordinaire,  puisque,  en  nous  donnant  une  con- 
dition de  plus,  nous  serons  conduits  aux  surfaces  proprement 
dites  et  non  pas  seulement  aux  surfaces  réglées. 


2.  Définitions  et  notations.   —  Désignons  par  (aiy  bt1  e%)f 
(«2>  ^2>  £2)  les  cosinus  directeurs  de  MTf   et  MT2  par  rapport  à 

trois  axes    rectangulaires   donnés.    Soient  —  et  —  les  premières 

courbures  des  lignes  S<  et  S2  au  point  M,  courbures  que  nous 
supposerons  portées,  comme  les  rayons  r(  et  r2  eux-mêmes,  sur 
les  normales  principales  correspondantes  et  qui,  par  conséquent, 
seront  respectivement  situées  dans  les  plans  normaux  perpendi- 
culaires aux  tangentes  MT4  et  MT2.  Soient  enfin  rfo^,  cfea  les 
angles  de  contingence,  on  aura  les  relations  bien  connues 


i 

'i 

i 


ds{ 

dit 
ds* 


cos(  r1?  x  »  __  da\ 
dsi 

dat 


ri 


ds< 


Si  maintenant  on  pose,  par  analogie, 


1        </îl 

cos(  pi,  .r  »        ddt 

pi  ™"  </*!* 

i   _  ihi 

Pi         '/•**  ' 

pi          ~~~  dsx 
ros(p2,.r)        da\ 

les   nouvelles  courbures  —  et  —  qui  empruntent,  pour  leur  for- 
pi         pi  ^  r  '  r 

mation,  Tare  à  une  série  et  l'angle  de  contingence  à  l'autre,  rece- 
vront convenablement  le  nom  de  courbures  corrélatives  ou  alter- 
nantes des  lignes  associées  Sf,  S2,  que  nous  considérerons 
comme   lignes  coordonnées. 
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On  voit,  en  effet,  que  —  est  le  rapport  à  l'arc  dsl  de  l'angle  de 

contingence  dst  que  font  entre  elles  les  tangentes  menées  aux 
courbes  S,  et  S'2  aux  points  infiniment  voisins  M  et  M<  situés 
sur  Si,  la  seconde  tangente  pouvant,  si  l'on  veut,  être  transportée 

parallèlement  à  elle-même  en  M;  d'autre  part,  —  est  le  rapporta 

l'arc  ds2  de  l'angle  d$2  que  font  les  tangentes  aux  courbes  S«  et  S', 
aux  points  M  et  M2  situés  sur  S2. 

Mais,  disons-le  de  suite,  il  est  bien  plus  avantageux  d'introduire 
dans  les  formules  les  projections  de  ces  courbures  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  la  verticale  ou,  autrement  dit,  leurs  composantes  ho- 
rizontales et  verticales. 

Pour  distinguer  ces  composantes,  nous  conviendrons,  dès  à 
présent,  d'affecter  les  premières  d'un  seul  accent,  et  les  secondes 
de  deux. 

II. 
Relations  de  première  espèce. 

(Valeurs  finies.) 

3.  Prenons  MT|,  MT2  {Jig*  a)  et  MN  pour  axes  des  X,  des  Y  et 

FÎR.    2. 


des  Z,  et  appelons  8  l'angle  T4  MT2.  Soit  MT  une  semi-droite  quel- 
conque située  dans  le  plan  des  XY,  et  faisant  avec  MX  et  MY  des 
angles  respectivement  égaux  à  8,  et  à  8^ 


(I) 
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Soit  aussi  MH  la  perpendiculaire  élevée  dans  le  sens  direct, 
sur  MT  dans  ce  même  plan  T,MT2;  on  aura  pour  coordonnées 
du  point  pris  à  l'unité  de  distance  sur  chacune  de  ces  directions 


X'  Y    •         i 


sin62        sinBj        sinô 
X'  Y'  i 


—  cosOj       cosÔ!        sinô 

Cela  posé,  si  Ton  rapporte  ces  deux  points  aux  axes  rectangu- 
laires Ma;,  M^,  M z  de  même  origine,  dont  il  a  été  question  pré- 
cédemment, et  qu'on  représente  par  (a,  6,  e),  (a,  (3,  y)  les  cosinus 
directeurs  de  MT  et  de  Mil  sur  lesquels  ils  sont  situés,  on  aura 
d'abord  les  formules  de  transformation 

x  —  a,\\  -f-  a»  Y, 

z  =  CjX  -i-  c?Y 
et,  par  suite, 

a  b  c  i 


at  sin02  +  a2  sinOt  6,  sinOs  +  6S  sin  6t  cx  sinô2  -+-  c2  sin61  sin 6 

i  «  =  P = 1 =  _!_' 

\  — at  cosôj -h  a2  cosOi        -r-  bx  cosô2  -h  62  cosO|       — C\  cos62  ■+-  c2  cosOi        sin 6 

A.    Cas  particuliers.  —  i°  Lorsque  9=  -,  il  vient  simplement 

(  a~       «!  cosO! -f- rr2  sinOj, 
(   a— — «i  sinUj  -f-  cii  cosQi, 

et  ainsi  des  autres. 

2°  Si  Ton  pose  0,  =  o,  62  =  0,  Mil  coïncidera  avec  MH2,  et  la 
seconde  des  équations  (i)  nous  donnera  pour  les  cosinus  de  cette 
dernière  direction 


(3) 


h  _  md 


*/  , 


a-i  —  «i  cosO        62  —  b\  «.-.osO        c2  —  <"j  cosO         sinO 


3°  On  obtiendra  de  même  les  cosinus  (a,,  (3,,  v,  )  de  Mil,  en 
posant  0,  =  0,  02  =  o.  Toutefois,  pour  que  les  deux  trièdres 
MISTjTo  et  MM1,H2  soient  supplémentaires,  et  aussi  pour  que 
nos  formules  ultérieures  v  gagnent  en  symétrie,  nous  prendrons 
pourMH,  le  sens  opposé  à  celui  que  la  construction  de  MH  lui 
assignerait,  et  nous  aurons  ainsi,  pour  les  cosinus  de  ce  prolon- 
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gement, 

(4) 


«i 


P« 


ïi 


a\ — at  cos6        bi —  6scosO        CJ —  c3 cosO        sin6 


Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir,  que  8  soit  aigu 
ou  obtus,  et  que  8  =  84  -f-  82  soit  une  somme  arithmétique  ou  algé- 
brique, seront  générales,  pourvu  que  l'angle  82  soit  consécutif 
de  8|,  c'est-à-dire,  que  son  premier  côté  soit  le  second  côté  de 
l'angle  8,. 

III. 
Relations  de  deuxième  espèce. 

(Dérivées  partielles.) 

5.  i°  Dérivées  partielles  relatives  aux  lignes  coordonnées  Si 
et  Sa.   —   L'angle  T4  M  T2  ayant  été  déjà  désigné  par  8,  on  a 

d'abord 

cos  0  =  ax  aj  -+-  bt  b^  -+-  cx  Cj. 

Différentions  par  rapport  à  st  et  à  s2  qui  sont  les  arcs  des 
courbes  S,  et  S2  en  prenant  ces  arcs  comme  variables  indépen- 
dantes-, nous  aurons 


—  sin8  —  =  > 
àSi       À* 

•    a^        V 


a% 


<*i 


âst 
da% 


2 
2-  3 


àat 


Or,  si  l'on  désigne  par  (a3,  63,  c3)  les  cosinus  directeurs  de 
M1V,  par  (/|,  #W|,  /i|),  . . .,  (X,,  [jl,,  v,),  ...  ceux  des  rayons  de 
courbure  absolus  et  corrélatifs  des  lignes  Si  et  S2,  le  théorème 
des  projections  joint  aux  formules  (3)  et  (4)  nous  permet  d'écrire 
(n°2) 


(5) 


.àsx 

— 

ri 

= 

«1 

-r- 

rt3 

àsi 

— 

— : 

«1 

P't 

-f- 

9\  ~ 

dst 

— 

ii 

rt 

= 

«1 

>"l 

~h 

a» 

dax 
dst 

— 

ït 

: — : 

-f 

fa  _ 

9l 

— ^cote 


-r  cosecO 


-r  coscc  6 r  cot  6 

Pi  Pi 

a\  '       /v  al  K 

-r  cosecO r  cot  6 

r2  r*t 

rCotO      H — pCOsécO 

Pi  Pi 


a» 

Pi 


a3 


T*  ' 


2 

IL3 

?" 
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Substituant,  on  obtient  les  identités 


(G) 


l   1 

1 

e)8 

l     -T 

-h 

-h 

— 

— ~ 

<>7 

lr> 

Pi 

àsi 

j       I 

I 

de 

f    -r 

-H 

-*- 

— 

~~* 

0» 

'   r* 

Pi 

d$t 

ou  bien,  en  introduisant  les  angles  de  contingence, 

(6')  1  m  1 

(  da \  -\-  dz\  -+-  dt  8  =  o, 

relations  importantes  que  l'abbé  Aoust  a  signalées  le  premier, 
bien  que  leur  haute  généralité  lui  ait  complètement  échappé. 

Il  est  à  remarquer  que  du  système  (5)  on  tire  pour  les  compo- 
santes verticales  ces  valeurs  simples 

1        ^ri      dax  ^ri      àa* 

-r\=2àlt3'dri=~2àat7^' 

20  Dérivées  partielles  relatives  aux  trajectoires  orthogonale* 
des  lignes  coordonnées.  —  L'angle  H,  MH2  de  ces  trajectoires 
étant  égal  à  t:  —  8,  on  a 

—  cosO  =  a,a2-^  pt  432  -H  Viï»- 
Difïérentiant,  par  rapport  as,  et  à  s2,  on  trouve 


doit  _       ai  a3    /  1         cosô 

âTi  =~  i^"4"  ^ûTë  If;        r\~ 

c)a,  nt         «3/1         cos8 


"3    /j_ 

sin6  'y; 


,  dst  p\       sineV/-'!         p", 

da,  at  a3     /  1  cose 

""  vt  "*"  si^rê  v  s      ^T 


^5j 

dat  a,  «3/1         cosO 


C>$2  pj  *,n  8   V  r2  Pi 


«3_   /j_ 
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On  en  déduit,  pour  les  composantes  horizontales, 


'  i 
i 

Pi 
i 


Pi 


■2 

2 
2 
2 


à* 


=  —  7  «î 


0% 
as 

à* 


V1      àa\ 

■2-S 

-2- 


^JS 


■2- S 


11  résulte  de  nos  formules  que  toute  fonction  des  courbures 
horizontales  et  verticales  de  S,  et  S?,  et  notamment  celles-ci 


i 


i 


i 


i 


;iri       PiPt       r\r\       Pi  Pî 


peut  s'exprimer  au  moyen  des  cosinus  (aly  bl9  Ci),  (#2?  b2}  c2)  et 
des  variations  de  ces  cosinus. 

3°  Dérivée  partielle  relative  à  la  verticale  MN.  —  Nous  par- 
tirons de  ces  formules  connues 


a% 


b% 


c* 


b\Ci  —  C\  b\       Ci«j  —  <*iCj        a>\b\  —  b\a%        sin8 

En  difleren liant  la  première,  par  exemple,  on  trouve,  à  l'aide 
des  relations  (5)  et  (6), 


da*  . 


sinB 


-t— sinB 


rtr3  cos  8  — 


Pi 


a3  cos  8  (  -r 

\Pi 


-t-  a j  cos  6  ^  =  —  -^  —  -^  —  as  cos  8  (  -r 

Pï 


àst 


p; 


o 
*) 


Or,    les   deux   derniers   termes   se    détruisent   dans    les   deux 
membres,  en  vertu  des  identités  (6),  et  Ton  a  finalement 


(8) 


(- 

4 

I- 


-r—  sin*8 
osi 

-t—  sin*8 
ost 


/  i         cosB \  /  i         cos8\ 

\ri  Pi    /  \Pt  r\    I 

[  i         cos8\  /  î         cos8\ 


Application.  —  Si  l'on  compare  Taire  rfÛ  du  triangle  infinité- 
simal MMiM2  à  Faire  du  de  son   image  mmKm2  sur  la  sphère 
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dont  le  rayon  est  égal  à  l'unité,  on  aura 


,  __  cita  _ 

k-dâ- 


àb3  db9 

àsi    àst 


at    at 
ai    bt 


-si5«e(r;r;     9\?\) 


C'est  le  rapport  généralisé  de  Gauss  relatif  à  la  courbure  des 
surfaces. 

IV. 
Relations  de  troisième  espèce. 

(  Dérivées  totales.) 


6.  Dérivées  totales  relatives  aux  lignes  coordonnées.  —  Re- 
marquons d'abord  que  Tare  MM'  ou  ds  (Jig.  i)  est  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  s{  et  s2,  car  l'un  quelconque  des 
deux  triangles  dans  lesquels  se  décompose  le  quadrilatère  infini- 
tésimal fermé  MM,M'Ma  donne 


(9) 


sinO, 
ds* 


ds* 


ds 
sinO 


sinO, 
ds}  -h  ds\  -+-  ids{  dst  cosO. 


D'après  cela,  on  a 


(10) 


dd\  r)ax   sinOj 

ds  ds\    sinO 

dnt  àa*   sin02 

ds  Osi     sinO         dSi    sin  6 


Od {  sinOj 
0st    sinO 

da*  sinOi 


Or,   si   Ton   remplace   les  dérivées   partielles  du   second  membre 
par  leurs  valeurs  (5)  et  que  l'on  pose,  pour  abréger, 


sinO, 


(lo') 


r. 


sin  Oj 


/•. 


(»<>') 


si 


nO* 


f\ 


si 


nO, 


r. 


sin  0, 

V« 
sin  Os 

P'i 
si ii  Oj 

sin  0, 


?i 


sinO 
sinO  m 

sinO 

'm.ï 
sinO 
\~  ' 
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il  viendra,  en  se  bornant  aux  premiers  indices,  qui  peuvent  suffire, 

—j1  =—740010     -t-r^-cosécS-hr-f, 

Ida*  a*         ,   A      a*        A  a» 

-7-==       irCosécB— =4  cotB     -4-  —  » 
x     as  L«j  L»t  Lt% 

expressions  de  même  forme  que  la  première  et  la  troisième  des 
formules  (5). 

On  en  tire  comme  corollaire 

1         v~   dat  das 

Identité.  —  Comme  application  des  formules  (11),  différen- 
tions  par  rapport  à  5  la  valeur 

cosO  =  ai  ai  -+-  b\  bt  -+-  c4  ct  ; 

nous  aurons 

t/0  da{  da% 

—  sinO  —r  =  £ai  —7-  4-  2  a*  — y-ï» 
as  ds  ds 

Substituant,  on  obtient  l'identité 

que  Ton  peut  aussi  écrire 

i  1        rf8 

c'est  la  généralisation  des  relations  (6). 

3°  Dérivées  totales  relatives  aux  trajectoires  orthogonales 
des  lignes  coordonnées.  —  En  suivant  la  même  marche  que  ci- 
dessus,  on  trouvera 


(i3) 


;  doit  _       #i  #3    /   1         cos8\ 

I  d*\  _       #2  «1/1         cos6  \ 


i 

■i 


d'où  Ton  conclut 


^—~ 

;*o 

I 

— 

-Lat 

il** 
~d7 

= 

£*, 

dat 
ds' 

! 

— 

—  Sas 

da{ 
ds 

: — 

la, 

da9 
ds 

3°  Dérivée  totale  relative  à  la  verticale  MX.  —  Puisqu'on  a 

<ia,  _  da3  sinôj        ctag  sinÔ! 
cfo         <fc|    sinQ         d$î    sinO 

il  vient  immédiatement,  au  moyen  des  formules  (8), 

,   ex  da%   .   ,A       /   i         cos6\  /   i         cos8\ 

(l4)  ___sln,e  =  (-__j«1  +  (___ja1. 

On  parviendrait  du  reste  à  ce  même  résultat  en  di fie ren liant 
par  rapport  à  s  la  formule 

ct3  sin  6  =  b\  ct  —  cx  6t, 

et  tenant  compte,  dans  le  calcul,  de  l'identité  (12'). 


V. 

Application  des  relations  précédentes  à  l'analyse 
des  premières  courbures  composées  ou  déviations  d'une  ligne  quelconque. 

7.  En  devenant  M'T',  la  tangente  MT  à  la  courbe  produite  S  dé- 
termine les  variations  simultanées  M'X'  et  M7 H'  de  la  verticale 
MX  et  de  la  tangente  MU  à  la  trajectoire  orthogonale  de  S  ;  mais 
il  est  à  remarquer  que  de  ces  trois  semi-droites  MT  varie  seule 
dans  la  direction  de  l'arc  élémentaire  ds. 

Désignons  par  rfy,  dv,  di  les  angles  de  contingence  engendrés 

cl  posons 

1        ds  1  _  d-j  1  _  di 

r        (/s  u         ds  r        ds 

Dans  -  on  reconnaît  la  première  courbure  proprement  dite  de 

la  ligne  S.  Xous  rappellerons  plus  spécialement  ici  la  déviation 
initiale  ou  donnée. 

Ouant  aux  deux  autres  courbures,  nous  les  qualifierons  respec- 
tivement de  déviation  horizontale  et  de  déviation   verticale  de 
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cette  même  ligne  S,  à  cause  du  lien  de  dépendance  qui  les  rat- 
tache à  la  tangente  MT. 

Il  s'agit  de  calculer  ces  trois  déviations  : 

i°  Déviation  initiale  ou  donnée.  —  Soient  (aff,  b9y  c9)  les  co- 
sinus directeurs  de  la  normale  principale  ML  de  la  courbe  S 
(Jig*  i);  nous  avons  les  relations  connues 

Off  __  6*  __  £ff  __  i j_  _  £_ 

da  ~~  db  ~~  de  ~~  ^dâ*^<ïb*~+~dc*  ""  du  ~~  ds  ' 

ce  qui  nous  conduit  à  calculer  -y-  >  par  exemple. 

Or,  d'après  (i), 

sinOt  sinOt 

sinô  sin6 

par  conséquent  (*),  substituant  à  —A  et  —-^  leurs    valeurs  (n),  et 

développant  les  deux  dernières  dérivées,  on  trouve,  eu  égard  à 
l'identité  (12), 

da  __     /   1         dùi\  rtj    /sinOj        sin6j\ 

"5J  ~*\L\  ^  Us)  "*"  smQ  \"77T  "*"  "ÎT"/ 

Posons 


(i5) 


il  viendra 


1  -  J_       fl^ 

r'  "  L\  ■*"  ds  ' 


1  -  _JL  / sïn0f  .  sinQ« \ .. 

r*~  sin6  V    I-ï  1/,    /' 


et,  par  suite, 


da  _  a.       a^ 

ds  ~  ?  "*"  7* 


/  da\*       /^\f  _    '    __    T  ' 


*(£)•- 


\e/$/         r1        r'1        r 


î 


(M  Bien  que  les  dérivées  totales  -5-1»  — r-'  (n°  6)   deviennent   ici  des  dérivées 
^  ds      as 

partielles,  par  rapport  à  -y-»  nous  avons  cru  devoir  leur  conserver  la   caracté- 


ristique d. 

da        da{  sinOj        da\  sinO, 


//s  ds     s  i  11 0  «/*     siuO 


d  /sin'et\  d  /sin8,\ 

a'Ts\l^)'iraiTs\l^) 
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Ainsi,  par  les  formules  (i5)  nous  connaissons  les  expressions 
générales  des  deux  composantes  horizontale  et  verticale  de  la  dé- 
viation donnée  -• 

r 

Comme  corollaire,  on  voit  que  Ton  a  aussi 

i  da         •_     da 

r  ds  ds 

1       v  ^   da  v  ^  da* 

r  ds  ds 

2°  Déviation  horizontale.  —  Soit  MU  la  direction  du  ravon  « 
de  cette  courbure  nécessairement  située  dans  le  plan  normal  NMT. 
Représentons  par  (ay,  6U,  cu)  ses  cosinus  directeurs. 

Comme  ceux  de  MH  sont  (a,  j3,  y),  nous  aurons 

av  -_  ^u  _  cv  _  i  _'_a 

Calculons  -y-« 

D'après  (i), 

cos6j  cosOf 

sinô  sinô 

difTérentiant,   on  trouve,  après  réduction, 

dot  /   i  ^i\  «s     /cosfij        cnsO,\ 

Posons,  en  vue  de  ce  qui  doit  suivre, 


(i6) 

'"o 

■-  "   'i       y- 

si.iO  \ 

\  " 

il  viendra 

d% 
ds  " 

a        az 

-  h — ; 

et,  par  suite, 

~\ds)         \ds)  u*        /'*    '    /•;" 

On  eu  déduit  aussi 

— ,  —  —  Sa   -  -  =       la—, 


—  —        1  <73  —  ~  —  £a  — r- 

/*U  «*  </>' 
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3°  Déviation  verticale.  —  Désignons  par  MV  la  direction  du 
rayon  v  de  cette  courbure,  et  soient  (ae,  6£,  ce)  ses  cosinus  di- 
recteurs. 

Nous  savons  que  ceux  de  MN  sont  (a3,  bz,  c8);  donc,  on  a 

ai   _   bt_  __  _çe_  __  i —   !    —  il 

da%  ""  dbz  ""  dct  ~~  /rfaJ  -+■  o^I  -4-  dc\  ~  dt  ~"  <&" 

Ici  nous  n'avons  pas  à  calculer  -r-^>  car  il  nous  est  donne  direc- 
tement par  la  formule  (i4)-  En  y  remplaçant  0  par  sa  valeur 
&i  -+-  ^2»  on  peut  l'écrire 

da^  _     a     /sin62        sinOA  a     /cosflj        cos8i\ 

ou  bien,  d'après  (i5)  et  (16), 

</<i!i        a         ce 

ds    ~~  /•"        r0 

On  en  déduit 

v  (*2lY  _  (±Y  _  ±  _  JL  +  _I 
~\ds  )        \ds)        v*       r"*        /•*' 


avec 


•  v  „  da3  da 

r"  ds  ds 

—  =  —  la  — r—  =  2.  as  -7-  • 
r0  as  as 

En  résumé,  si  l'on  observe  que  la  composante  —,  est  une  cour- 
bure de  niveau,  -=  une  courbure  de  profil  et  —  une  courbure  de 

1  r  r  r0 

front,  on  peut  dire  : 

i°  La  déviation  initiale  est  la  résultante  orthogonale  de  la  pre- 
mière courbure  de  niveau  et  de  la  première  courbure  de  profil. 

20  La  déviation  horizontale  est  la  résultante  orthogonale  de  la 
première  courbure  de  niveau  et  de  la  première  courbure  de  front. 

3°  La  déviation  verticale  est  la  résultante  orthogonale  de  la 
première  courbure  de  profil  et  de  la  première  courbure  de  front. 

8.  Donnons,  en  terminant,  quelques  autres  expressions  fort 
utiles  de  ces  courbures  élémentaires  que  nos  calculs  viennent  de 
mettre  en  évidence. 


A  cet  effet,  représentons  par  cp  l'angle  aigu  du  plan  oscillateur 
TML  de  la  ligne  S  et  du  plan,  de  profil  ;  par  m  l'angle  aigu  do 
plan  HMÏJ  de  la  déviation  horizontale]  et  du  plan  de  front  ;  par  tu 
l'angle  aigu  du  plan  N  MV  de  la  déviation  verticale  et  du  plan  de 
profil,  nous  pourrons,  comme  conséquence  des  valeurs  trouvées, 
écrire  les  trois  systèmes  suivants  : 

1     I         sinv  I  sinm  i  cosuj 


et  par.suite  les  trois  équations 

1       .  si  n  if  da  —  - 

-sinturfu 

(if)                                                            1    —  COSEDcft  = 

costp  da 

(       cosm  du  = 

si  nui  de 

d'où  l'on  voit  que,  puisque  les  angles  f,  m,  ta  ont  été  choisis  ai- 
gus, il  est  .nécessaire  que  les  quantités  - ,  ~t  du,  de  soient  désoi" 
mais  considérées  comme  implicitement  négatives. 


Des  formules  précédentes  nous  déduisons  cette   relation  fort 
simple 

(18)  lang9  =  tango  tango), 

qui  donne  lieu  à  l'énoncé  suivant  : 
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Théorème.  —  En  tout  point  d'une  courbe  quelconque  tan- 
gente à  l'une  des  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  dont  Vune 
des  faces  adjacentes  est  prise  pour  plan  horizontal  :  i°  le  plan 
horizontal  et  le  plan  de  la  déviation  donnée;  2°  le p fan  de 
front  et  le  plan  de  la  déviation  horizontale;  3°  le  plan  de 
profil  et  le  plan  de  la  déviation  verticale  forment  entre  eux 
trois  angles  tels  que,  si  dans  chaque  couple  on  prend  l'angle 
aigu  correspondant,  le  produit  de  leurs  tangentes  trigonomé- 
triques  est  toujours  égal  à  i unité  ('). 

Corollaire.  —  Des  trois  systèmes  (17)  on  peut  déduire  aussi 
l'expression  de  chacune  des  différentielles  </<p,  dm,  dto  en  fonction 

des  trois  courbures  élémentaires  —  >  —  >  —  et  de  leurs  variations. 

r     r"     r0 

On  a,  en  effet, 

—  du)  =  —  dl  —A ïdl  —  ) , 

v1  r0     \r"7       r"     \r0J 


d'où 


ou  bien 


r  r     .         r  r0   ,  rVu 

— —  a 9  H —  dm  h —  au)  =  o 


do  dm  dtx> 

.     T       =  -: h  -: 

sin2cp        si  n  2  tu        sin2u> 


relation  différentielle  qu'on  peut,  comme  vérification,  déduire  di- 
rectement de  l'équation  (18). 


(')  Quant  à  la  disposition  de  ces  plans,  on  peut  ajouter  que.  dans  tous  les  cas, 
le  symétrique  du  second  plan  de  chaque  groupe  pris  par  rapport  à  son  conjugué 
coupe  les  deux  autres. seconds  plans  suivant  une  même  droite. 


r  * 
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VI. 


De  quelques  formes  remarquables  de  la  déviation  Verticale, 
9.  Il  résulte  du  paragraphe  précédent*  que  Ton  a 


(20) 

On  en  tire 

(21) 


cosfa>       i   _         i     /sinOj        sin8t\ 

""    p    S37"-    sme\  l;  "*"  "ÎT/ 


smto 


1   __         '     /cos^i       cosQA 


cos6 


l?"l;«     'lTl; 


C'est  une  première  expression  générale  de  la  déviation  verticale.  . 
Quand  les  lignes  coordonnées  sont  rectangulaires,  elle  se  ré- 
duit à 


(»i'> 


i        /cos6i       sinftA*      /sinftf       cos6,\* 

* =  \w  '+  -?r)  *  \ir  +  ir)' 


Faisons,  dans  la  formule  (2 1  ),  (ô«  —o,  8a=8),puis(Q,  =  Q,  ôa  =  o); 
nous  obtiendrons  les  déviations  verticales  relatives  aux  lignes 
coordonnées,  savoir 


(m) 


sin»8 


sin«8 


."i 


1 

pV 

I 


—  2 


cos6 

riPi 
cosB 


«1 


r 


"î 


— —  —  o  ——  • 

Pî  riPt 


et,  comme  l'angle  des  directions  vx  et  ^a  est  égal  à  0  -h  (<o,  —  <*>s), 
on  en  conclut  cette  seconde  expression  de  — 


(ai") 


sin'O        sin20j        sin'Ot 

_ —   ==    _ — .  _|_ 


n*Oi  sinO.sinOi 

-z 1  COs(P1?  t>a). 

r}  çtvt 


Il  est  facile  de  dégager  les  courbures  de  front  qui  entrent  dans 
les  formules  (22)  et  de  fixer  leur  signe  ;  il  suffit  pour  cela  de  re- 
monter à  la  valeur  (16)  de  —  et  d1y  introduire  les  hypothèses  ci- 
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dessus.  On  trouve  ainsi 


(23) 


smu 

= 

I 

^0,1 

p", 

sinO 

= 

i 

pT 

cosO 


A 


cosB 


et  l'on  vérifie  aisément  que  l'on  a  bien 


i 


*-? 


r 


0,1 

I 


0,1 


Cherchons,  enfin,  une  troisième  expression  générale  de  la  dé- 
viation -  qui,  dans  la  suite,  ne  nous  offrira  pas  moins  d'avantages 

que  les  précédentes. 

À  cet  effet,  observons  d'abord  que  la  projection  MfQ(Jig.  4) 


Fig.  4. 


de  la  pseudo-normale  (n°  1)  M'N'  sur  le  plan  horizontal  est  une 
droite  parallèle  à  MV.  Abaissons  sur  elle  la  perpendiculaire  MV' 
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* 

et  soit  P  leur  peint  de  rencontre  ;  MP  sera  h  projection  de  la  plus 
courte  distance  IK  des  deux  droites  MN  et  M'PT.  • 

Soient  Kfl ,  K*  les  traces  de  Wf¥  sur  les  plans  normaux  NMTIY 
NMTj  menés  suivant  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées.  Dé- 
signons par  Pfl,  P9  les  projections  sur  le  plan  horizontal  de  ces 
traces  et  posons  KfPl  =  Çl,  K9P2=Ç9. 

Des  triangles  M'K|P|,  M'MPI  on  tire,  en  valeur  et  en  signe. 
(n°8), 

p        sia(tt> — i|) 
et,  par  suite, 

sin(fa>  —  8t)       sinOf 

On  obtiendrait  de  même 


sio(m-6t)_      sindt 


Çj  étant  positif  et  Ç|  négatif  implicitement. 
Cela  posé,  les  formules  (20)  nous  donnent 

sin(ci>-«-6i)  sinSf       eos8t  .sind 

^    *    r%     ~  Ci    ' 

sin(ax+8t)  sm6t       cos8, 


d'où,  par  une  combinaison  évidente, 

SsinO, 

1  sin 


i>8f       cos8t  siaftt 

7f-  +  -FT=-^ri 


|8|    ^       I       /_! C0S8\ 


inO,  _     1     /  1         cos8\ 

D'autre  part,  la  formule  (i4)>  pouvant  s'écrire 

sinO      __      1     /  1         cosO\  1     /   r         cos8\ 

~  *£-  STe  VET  "  T^V  a|  +  iïiTë  [ut  ~  U^  )  a*> 


revient  à 


sinO           sinBj            sin8t 
—  at  =  — r —  ai  ""* r —  **■ 


On  en  tire  immédiatement  l'expression  cherchée 

,     ~x  sinJ6       sin«6,        sin*0,         .sin8tsin8s 


■b        ',  o  *_^;ri«r3  '3 
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VII. 


Des  composantes  générales  de  la  déviation  verticale 

et  de  leurs  propriétés. 

11.  Soit  MH/une  semi-droite  menée  par  le  point  M  dans  le  plan 
horizontal  et  faisant,  dans  le  sens  direct,  avec  MT  un  angle  quel- 
conque i  consécutif  de  w;  le  système  (20)  nous  donne 


cos(o)  -+-  i)  __  cost        sini_       1     TsinCO, —  1)       sin(Ot-hi)"l 


(25) 4 =  —jr  -+- 


Si  maintenant  on  remplace  dans  cette  formule  i  par  * > 

ce  qui  revient  à  considérer  une  seconde  droite  MTy,  telle  que  MH 
soit  élevée  par  rapport  à  elle  dans  le  sens  direct,  on  trouve 

sin(co  -+- 1)  __  sini        cosi  __      1     rcos(0j — /)       cos(0|-f-  i)l 
(26)  ;  -  ~pr  -  —  -  gj^Q  y         ÏTj  Ut         J' 

On  est  ainsi  conduit  à  poser 


cos((o  -+-  i) 

1 

sin(tu-i-i)         1 

—  » 

— — ^— — —_ - -      ŒT      —   , 

V 

vt 

V                      Vj 

puisqu'il  est  évident  que  ces  quantités  ne  sont  autres  que  les  pro- 
jections positives  ou  négatives  (selon  la  valeur  qu'on  attribue  à  1) 

de  -  sur  M  H,  et  MT/. 

v  J 

Leur  variation  est  facile  à  suivre;  car  si,  parmi  les  valeurs  que 
l'on  peut  attribuer  à  t,  on  choisit  les  suivantes 


71  TT  TZ 

—  -,      —  u>,     o,      -  —  tu,      -, 

2  2  2 


qui  correspondent  aux  directions  — MH,  MV,  MT,  MV7,  MH,  les 
projections  —  >  —  prendront  les  valeurs  simultanées 


iii  1 

--  •»       —  » ^  y       O,        —    — 

/'o       v  r  r0 


1  iii 

r  r0        v  r 


12.  Propriétés  de  ces  composantes.  —  i°  Si,  dans  l'équa- 
tion (25),  on  remplace  successivement  i  par  i — 9,  et  1-4-821 
puis,  qu'on  multiplie  la  première  des  équations  ainsi  formées  par 
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sinÔ2»  la  seconde  par  sinOf  et  qu'on  les  ajoute,  on  obtiendra  pour 
résultat  une  expression  du  second  degré  homogène  en  sinôt  et 
sin92,  ou  bien  en  dsx  et  ds2j  que  nous  retrouverons,  du  reste,  an 
peu  plus  tard  : 

On  en  déduirait  immédiatement  l'expression  correspondante  de 
—  en  changeant  i  en  i ;  elle  est  de  même  forme  que  la  précé- 
dente. 

a°  Menons  les  plans  normaux  NMH/  et  NMTy.  Soient  K/,  Ky  les 
traces  de  la  pseudo-normale  M'N'  sur  ces  plans  et  P/}  Py  les  pro- 
jections horizontales  de  ces  traces.  On  obtiendra,  ou  par  la  consi- 
dération de  nouveaux  triangles,  ou  bien  en  posant  simplement  dans 

les  valeurs  trouvées  au  n°  10  :  ûf  = i  et  0«  =  i,  les  formules 

„9.  cos(cu  -»-  i)  __      cosi       sini  __      cos»  _       i 


(*y> 


v  i*  r0  Ç>  9i 


.   «-v  sîn(co-4-t)  sine       cosi  sint  i 

dans  lesquelles  £/  et  sy  sont  les  deux  ordonnées  K,P/  et  KyPy  con- 
struites dans  les  mômes  conditions  que  Ç2  et  Ç(  respectivement. 
3°  Du  système  (^4)  on  tire 

(sinB        sinBi        .        sinô, 
.    _.  Li  si  si 

ÎsinO        sinO,       sinO,        _ 
-TTT    =   "7 H  -7—  COSO. 
Lî                  SI  SJ 

Or,  si  Ton  substitue  ces  expressions  dans  les  formules  (20),  on 

trouve 

sinO            rose   .    A       sinO,                            sinÔ,  ft 

(•23) =       -— sinO=_ — cos(ôf— i)h — cos(6,-*-i), 

vi  sy  si  si 

sinO            sine   .    A       sinôj    .                       sin6,    . 
(26  )  — —  — —  sinO  =  sin(0,—  1) —  sin(6t-4-  *)* 

ry  *'  si  st 

ce  qui  montre  que  -  et  y  s'expriment  linéairement  tu  p-  et  =-  • 

s«       x/  si        (s 


—  il  — 

vin. 

Secondes  courbures  on  flexions  d'nne  ligne  quelconque. 

(Méthode  géométrique.) 

13.  Soient  MTLL',  MHUU',  MNVV  les  trièdres  trirectangles  re- 
latifs aux  trois  déviations  {fi g*  4)-  Afin  d'obtenir  des  résultats  plus 
symétriques,  nous  supposerons  que  dans  le  second  la  disposition 
des  arêtes  est  inverse,  ainsi  que  la  figure  l'indique  d'ailleurs. 

Désignons  par  (d9,  b'a>  ca),  (a'uf  6y,  cu),  (dt,  b't,  ct)  les  cosinus 
directeurs  des  trois  arêtes  ML/,  MU',  MV  de  ces  trièdres.  D'après 
ce  qu'on  a  vu  au  n°  10,  nous  pouvons  écrire 

!cos(N,  L')=  «saJy-H  6s6!y-hCaCff=  sin  <p, 
*-   ,  cos(N,  U')=  ajay-+- 636u4- CsCy=  sinw, 

\  cos(T,  V')=  azdt  -+-  b^b't  -+-  czct  =  sînco, 

avec  les  conditions    que  nous  fournit  la   théorie  des    courbes 
gauches  : 

da  =  a^det,  da<r=  a9dx, 
di  =  dydu,  da<j  =  a-jdn, 
da$  =  atdi,         dat  =  atdr\, 

et  où  Ton  a  représenté  par  di,  du,  dt\  les  angles  de  contingence 
relatifs  aux  variations  des  troisièmes  arêtes  des  trièdres. 
D'autre  part,  la  Trigonométrie  sphérique  nous  donne 

cos(V,  L')=  cos©  sinco, 
cos(V,  U')  =  —  cosmeosco, 
cos(L,  V')=      sin  y  cos  tu. 

Difierentiant  les  formules  (i 8),  il  vient  * 

Idx  =  d y  —  sin  w  dt, 
du  =■  dm  —  cosçp  da, 
di\  =  dta  —  sin  çp  da, 

ou  bien,  en  introduisant  les  rayons  de  courbure 

i    _  d <p       j^ 
t  ds        r0 

i    i         dm        i 

i    __  dm  _    i 

w  ~  ds  ~~~  r' 


I 


\ 
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Nous  donnerons  à  ces  nouvelles  courbures  les  noms  respectifs 
de  flexions  :  i°  de  front;  2°  de  profil  ;  3°  de  niveau,  parce  qu'elles 
sont  situées,  comme  les  courbures  élémentaires  correspondantes 

—  >  ->i  -7*  dans  les  plans  de  même  désinence. 

r<>    r     r  x 

IX. 

Expressions  analytiques  des  trois  flexions  et  de  leurs  composantes 

orthogonales. 

14.  i°  Flexion  de  front  (où  torsion)  de  la  ligne  S.  —  Nous 
commençons  par  cette  seconde  courbure,  parce  que,  à  la  manière 
de  la  déviation  initiale,  elle  est  intrinsèque  à  la  ligne  S  et  n'est 
pas,  comme  les  deux  autres  flexions,  introduite  par  le  système 
que  définissent  les  variations  du  trièdre  MNT1T2. 

Soient  donc  (a9,  6*,  c<j)  et  (a*,  b'V9  cv)  les  cosinus  directeurs 

de  la  normale  principale  ML  et  de  l'axe  ML'  du  plan  osculateur 

de  S.  D'après  les  formules  préliminaires  (t'),  on  a,  dans  le  plan 

normal  NMH, 

a*=  —  scos<p  h-  a3sin<p, 

aff  =      otsin<p -)-ajCoscp, 
el  par  suite,  d'après  (i)  et  (17), 

d<j       a\  cosO]       ai  cosOt        a* 


r         r"    sinO         r*    sinô  r' 

t  dd<j       a<j  ai  cosôt       at  cosOj       a3 

r    ds         r  r'    sinO         r'    sinô         r* 

Diflercntiant  la  première,  nous  connaîtrons  deux  valeurs  iden- 
tiques de  -  -v?«  Egalant  entre  eux  les  coefficients  de  at,  la  ques- 
tion se  trouve  résolue,  car  cette  condition  d'égalité  revient  à 

1  __  r*  d  /  r  \  1     /cosOj        cosÔt  \ 

Ajoutons  que  si,  après  avoir  formé  deux  équations,  analogues 
pour  les  coefficients  de  a,  et  a2,  on  multipliait  la  première  par 
sinOi,  la  seconde   par  sinf)2  et  qu'on  les  ajoutât,  on  trouverait, 

comme  seconde  expression  de  l'inconnue  -  > 

1  _       /•'   d  /  r  \  1     /cosO!        cosOt  x 

7  ~~  7  Tfiyp)^  sïïïï)\   U\  ET"/." 
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On  constate  l'identité  de  ces  deux  valeurs  en  différentiant  les 

relations 

r  =  r'sincp  =  r"coscp, 

ce  qui  mène  à  cette  troisième  forme  que  nous  avions  surtout  en 
vue  de  retrouver  : 

i  é/çp  i     /cosôj       cosB,\ 

(3o)  F  "  37  "^  sTnlVT;         E^/ 

ou  enfin 

t        ds        r0 

Il  importe  de  remarquer  ici  que  les  rayons  de  torsion  t  et  de 
déviation  initiale  r  coïncident,  en  direction,  suivant  ML,  puis- 
qu'on a 

da 
a<,  =  r-^     =cos(r,  x), 

.  datj 
aa  =  t  -r-  =  cos(/,a:), 


On  en  conclut  ces  relations,  souvent  utiles,  entre  leurs  compo- 
santes de  même  nom  : 

r       r  '       i* 
7  =  7~~7' 

'2°  Flexion  de  profil.  —  Les  cosinus  directeurs  de  MU  et  de  MU 
étant  respectivement  (au,  b»,  cy)  et  («u>  b'^,  c'y),  la  formule  (i'), 
appliquée  à  ces  directions  dans  le  plan  normal  NMT,  nous  donne 

a'u  =  —  a  cos m  •+-  a3  sin m, 
au  =       a  sinnj  -h  a3cosra, 
et,  par  suite,  on  a 

a\j       aA  sin6s        at  sin 8,        a9 

—  ■      ~~~      »     ^         i    ^—  ■  j       i  * 

u         r0  sinO         /'0  sinO         r' 
m  da'y  __  a.j  _       ax  sinOj        at  sin6t        a3 
u     ds  ~*    u    ~       r'    sinO         r'    sin 6         r0 

Différentiant  la  première  et  égalant  entre  eux,  ici  encore,  les 

coefficients  de  «3  dans  les  deux  expressions  de  — -p  >  on  trouve 

immédiatement 

i   __       r0   d  /  u\  i     /sin02        sinOt^ 

m~~7i  ds\?)~  SHO^TT"  ~*~    L;    / 
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Une  combinaison  convenable  des  deux  conditions  relatives  à  aK 
et  a2  donnerait 

i    __  r'   d  /  u  \  i     /sinOt       sinOA 

m  ~~  u  ds\r0J       sin6\   L\  L\    / 

et,  comme  on  a  (17) 

u  =  r0cost«y  =  —  r'sintsy, 
on  en  conclut 
,~  v  1    __  dw  1     /sin82        sinOA 

ou  enfin 

1    __  dm        1 
m  ~~  Ht  ~~  P* 

comme  précédemment. 

Quant  aux  composantes  suivant  MN  et  — MT,  la  coïncidence, 

en  direction,  des  rayons  u  et  m  suivant  MU  permet  d'écrire 


u  _   a*  _  a" 

m  ~~  m9  """  mm 


avec  uw=  r0  et  uw=z  —  r1 . 

3°  Flexion  de  niveau  ou  courbure  pseudo-conjuguée.  —  Il 
nous  faut  partir  ici  des  cosinus  directeurs  (aty  bt,  ce)  de  MV  et 
(ae,  6g,  c't)  de  MV.  On  a 


et,  par  conséquent, 


w  da'c 


at  =       a  cosu) 

-H  asinco, 

at  =  —  asin  to  -+-  acosco 

a'g        ai  cosOj 
v    ~~   r"   sin6 

«s  cosBj        a 
r*   sinO         r0 

at       a\  cos8j 

"77                   „  :  „  a 

flTj  cosOj         a 

v    ds  v         r0    sin6         r0    sii 

Si  Ton  diflerentie  la  première  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  a 3, 

on  retombe  simplement  sur  la  valeur  connue  (16)  de—  •  Il  devient 

donc  nécessaire  et  non  plus  facultatif,  comme  dans  les  deux  pre- 
miers cas,  de  combiner  entre  elles  les  conditions  qu'on  obtient  en 
égalant  entre  eux  les  coefficients  de  «,  et  de  a2.  On  trouvera  ainsi 


1         t>2 

(32)-=-A- 

v      'w      sin20 


[       f_L  /JL  _  cos6\  _  silicose!  /_j i\l  rfôi  \ 

)     U;U;    "TT"/       sinO     U^t    pîp;/J*(_/l+*), 

l_rj_/i      cosO\     sino^ose,/    1 L_M?fM     nL|    * 
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d'où  Ton  voit  que,  pour  que  la.  concordance  de  nos  formules  soit 
manifeste,  il  nous  reste  à  faire  voir  que  cette  dernière  revient  à 

i         dit}        i 
w        ds        r' 

A  cet  effet,  remarquons  d'abord  qu'en  désignant  par  8't  et  0t  les 
angles  que  MV  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on  a,  dans  les  con- 
ditions de  figure  où  nous  nous  sommes  placés  (n°  8), 

(33)  ,'  ;        ' 

K=6,-(=-<o); 

d'où 

db'i  =  diïi  —  dta, 

rf6j  =  diïf  -+-  du>, 

double  système  dont  chacun  ne  fournit  plus  qu'une  équation  lors- 
qu'on suppose  les  coordonnées  rectangulaires. 

D'autre  part,  pour  ce  même  cas  d'orthogon alité,  l'équation  (3a) 
se  réduit  à 

^  =  l1  ~  **  fer  "  pTp;  )J  ^  "  ~r'9 

v  étant  alors  donné  par  la  formule 

i         /cosôt        sin8i\*      /sinOi        cosOA* 

La  question  est  donc  ramenée  à  prouver  que  l'on  a  identi- 
quement 

ffo  _T  __  ,/_J !_\lf5! 

ds  "L1      Ç  V^r;       p'p'./J  ds9 

ou  mieux  encore 

Or,  si  l'on  intègre  cette  expression,  on  trouve 

(34)       w^,.^) 

rt        \     Pi  Pi      / 


tangOftangO', 

-f—  -  —  Oj 


relation  que  nous  reconnaîtrons  plus  tard  être  celle  qui  lie  les  di- 
rections pseudo-conj uguéesWY  et  MV\  Elle  exprime  que  ces  deux 
semi-droites  sont  deux  directions  homologues  dans  deux  faisceaux 
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homographiques.  La  propriété  des  tangentes  conjuguées  dans  les 
surfaces  n'en  est  qu'un  cas  particulier  correspondant  à  l'hypothèse 

-r  =  -JT9  mais  nous  ne  saurions  insister  davantage,  en  ce  moment, 
Pt       Pt  ° 

sur  ce  point. 

Quant   aux  composantes   orthogonales  de  —  >  observons  qu'à 

cause  des  relations  connues  (17) 

v  =  r0  sin  o>  =  —  r*  cos  o> 

on  a  d'abord 

d(a  __  r0   rf  /j>\  __      r^  rf  /  v  \ 
ds  ~~  v   ds\r")  ~~       v   dfe\r©/ 

puis,  en  vertu  de  la  coïncidence  suivant  MV  des  rayons  y  et  t*>, 


~""         r    """"  ri  y 

w        w         w 


en  posant  v'  =  r0  et  i>"'  =  —  r". 


X. 

Troisièmes  courbures  ou  courbures  rectifiantes. 

12.    Troisième  courbure  absolue.  —  La  théorie  des  courbes 
gauches  nous  fournit  d'elle-même  les  trois  relations  suivantes  : 


ds  ~~    r  ds     ~~    t  ds    ~~       r  t 


Jusqu'ici  nous  n'avons  utilisé  que  les  deux  premières.  Considérons 
actuellement  la  troisième.  La  courbure  qu'elle  définit  est  relative  à 
la  variation  de  la  normale  principale,  ML,  c'est-à-dire,  de  la  direction 
commune  des  rayons  /*  et  t. 

Comme  on  a  manifestement 

dafT\t_    1         1  _    1 

~dT  )  ~  T*  ~*~  7*  =  p*  ' 

on  nomme  -  la  troisième  courbure  absolue  de  la  ligne  S. 

P  * 

Soit  MD  (Jig.  3)  la  direction  du  rayon  /?.  Élevons  sur  le  plan 
LMl)  la  perpendiculaire  MD'  du  coté  de  MN;  nous  obtiendrons 
la  droite  rectifiante  ( absolue"}  de  la  ligne  S  en  M.  Il  s'agit  d'évaluer 
les  cosinus  directeurs  de  Ml)  et  de  MD'. 
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Pour  cela,  remarquons  que  le  trièdre  trirectangle  MLDD' est 
dans  les  mêmes  conditions  que  le  trièdre  MTLL'  ;  les  formules  (35) 
lui  sont  donc  applicables.  Or  de  la  première  on  tire 

cos(  Dyx)  __  da,j  9 
p  ds  ' 

d'où  Ton  conclut,  d'après  la  troisième, 

cos(D,arj 


(36) 


a       art 

r       r 


Quant  à  MD',  on  a  pour  déterminer  cos(D',;r),  par  exemple  : 


cos(D',a?) 


--(;**)*■ -G*  S)- 


d'où 

(3;) 


cos(D',x)  __  an        a 
p  ~~    r         t 


16.  Propriétés.  —  On  sait  que  les  deux  droites  MD  et  MD'sont 
situées  dans  le  plan  rectifiant,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  tan- 
gente MT  et  de  Taxe  ML'  du  plan  oscillateur. 

A  cette  proprié téno us  adjoindrons  celles  que  renferme  le  tableau 


suivant  : 


cos(D,L')=—  '-, 
cos(D.T)  =—y 


cos(D,N)  =— p» 
cos(D,H)  =       P, 

cos(D,U)=       ^-^. 

rr        t  /'o 


co.(D,U')=       ^  +  ^> 

rr0        t  r 


_        VP 


cos(D,V)   =       -*-  —  - 
v     '     ;  rr'       t 


vp 


r0 


cos(D,V)  =  -^-^. 


cos(D',L'    =       ^, 

r 

cos(D',T)  =  -^> 

COS(D',N)    =         £, 


cos(D',H)  =—  £. 

cos(D',U)=       ^+^-. 

tr         r  r© 

c„s(D",U<)=      £-£, 
cos(D',V)=      V£+£ro, 

cos(D'-v'>=-S^S- 


Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  tout  système  de  coordonnées. 


*       * 
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On  s'est  aidé  pour  les  calculer  de  ce  que  Ton  a  (n°  14) 


r       r'       r9 
7  =  ?=?# 


Quant  aux  cosinus  des  angles  que  font  MD  et  MD'  avec  les 

lignes  coordonnées,  on  trouve 

* 

cos(D,  1* t)  ==  —  §  sinûi  —  ^  cosOo 

cos(D,  Ts)=      ^sinO,—  £  cos8s; 

v  r 

cos(D\Ti)  =      ^  sin6,— ^  cosB,, 
cos(D',Ts)  sa—  £  sine,—  £  cosSi. 

r  t 

* 

17.  Troisièmes  courbures  dérivées.  —  Considérons  mainte- 
nant  les  courbures  relatives  à  la  variation  de  MU  qui  est  la  direc- 
tion de  -  et  de  —  t  et  à  celle  de  MV  qui  est  la  direction  de  -  et  de 

*  u  m  •     *  p    *  * 


— •  Nous  avons 

w 


\d$  )        ««m»       g*.' 

Il  y  aurait  donc  Heu  de  construire  deux  nouveaux  trièdres  ana- 
logues au  trièdre  MLDD'  et  dout  la  troisième  arête  serait,  pour 
chacun,  la  droite  rectifiante  dérivée  de  ces  nouvelles  courbures. 

On  pourrait  enfin  dresser,  pour  ces  courbures  rectifiantes  ex- 
trinsèques, deux  tableaux  qui  auraient  de  grandes  analogies  avec 
le  précédent.  Nous  nous  contenterons  d'écrire  les  trois  formules 
qui  suivent  et  dont  la  composition  symétrique  suffira  pour  jus- 
tifier, à  vue,  pour  ainsi  dire,  notre  assertion  : 

p*        \r*       r'*)  *  \ds        rj   ' 

?«-  \r'*~*~7l)  "*"  \ds        r<)   ' 

r*  ~~  V^2_h  ri)  "*"  \ds         r')   ' 
Que  si  maintenant  on  convient  de  porter  ces  trois  courbures 
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sur  les  arêtes  d'un   Irièdre  Irirectangle  quelconque,  on  aura  pour 
la  courbure  résultante  ou  totale  de  la  ligne  S 

i  __    i  i         i 

f*  ~"  ~p*  "*"  q*  "^  7*' 

Elle  sera  donc  parfaitement  déterminée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

XI. 

Première  application  des  théories  précédentes  à  diverses  lignes  remar- 
quables et  d'une  définition  généralisée.  —  Lignes  géodésiques,  lignes 
asymptotiques,  etc. 

18.  Lignes  géodésiques.  —  Par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu 
pour  les  surfaces,  nous  appellerons  lignes  géodésiques  de  tout 
système  défini  par  la  variation  du  trièdre  MNT|Ï2  donné  celles 

pour  lesquelles  la  première  courbure  horizontale  ou  de  niveau  — 

est  nulle  en  chacun  de  leurs  points.  Leur  équation  est  donc 

» 

i    de, 

ou,  plus  explicitement, 


(£ + £)*■-(£ -*-£)*• 


On  remarquera,  en  effet,  que,  dans  tous  les  calculs  qui  nous 

ont  donné    la    valeur   de  —,  >  nous   nous    sommes   constamment 

r 

affranchi  de  la  condition  -?  =  s  qui,  comme  on  le  verra  dans  la 

Pi        P2/1 

suite,  est  la  condition  caractéristique  des  surfaces. 

19.  Indicatrice.   —   Reprenons    l'expression    de  la    première 
courbure  verticale  (i5),  savoir 


(38) 


sinO        sin62        sinOt 
r      ~     L\      '      L", 

veloppant, 

sin^O        sin'O*        /  1           1  \     .    A     .    A         sin^t 

— rr~  =  ir^  H"  (  T7T   +    ~  )    SUlSi  SUlO,  H -„ 

r              ri            \?i        ?*/                               rt 

VI. 

4 

Posons 


il  viendra 

(39) 
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^^  =  X,         £^-Y, 


ri        \Pt       Pi/  Tt 


équation  d'une  conique  située  dans  le  plan  T|MT9  et  qui  appar- 
tient aux  genres  ellipse,  hyperbole  ou  parabole,  selon  que  la 
quantité 

m    4-Vpî    p;/ 

# 

est  ou  positive,  ou  négative,  ou  nulle. 

Nous  ferons  observer  que  c'est  là  aussi  l'indicatrice  proprement, 
dite  d'une  surface  auxiliaire  ou  fictive  F^qui  aurait  pour  courbure 
normale  alternante  de  ses  lignes  génératrices  la  moyenne  arithmé- 

tique  des  courbures  •—  et  -r  des  lignes  S<  et  S*. 

Pi       Pt  ° 

Cette  surface  moyenne  pourrait,  ce  nous  semble,  être  substi- 
tuée avantageusement  en  tout  point  M  au  réseau  discontinu  des 
triangles  MM,  u,s,  MMS  p, ,  dont  il  a  été  question  au  n°  1,  s'il  s'agis- 
sait, par  exemple,  de  définir  la  courbure  d'une  pseudo-surface 

autour  de  chacun  de  ses  points;  mais  de  telles  considérations,  sur 
lesquelles  nous  comptons  revenir,  ne  sauraient  trouver  place  ici. 
L'équation  aux  carrés  des  inverses  des  demi-axes  de  l'indica- 
trice (3g)  est 


sin*Q 
R"« 


-[^-(Â+À)HiM^-K£  +  £)*]  =  0' 


ce  qui  fournit  les  rayons  de  courbure  R"  et  R.^  relatifs  aux  plans 
dits  principaux  NMA, ,  NMA2  du  système  rectiligne  considéré,  et 
permet  d'écrire  les  invariants  ; 


r. 


7?  ~~  f  7F  "*■  ZFl  cos6 
r*        \P\        Pt/  __ 


sin*ô 


i  i 

R^  "*"  r;' 


1  i  ri 


7  (4  +  4- Y 

3\Pl  Pi/      _ 


sin*0 


k;  r; 
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Rapportée  à  ses  axes  de  figures,  l'indicatrice  prend  la  forme  ré- 
duite 


(39') 


X* 


Y* 


r;  "*"  r;  ~1' 


en  même  temps  que  la  courbure  verticale  ci-dessus  s'écrit 


(4o) 


i         cos*6t        sin*ôt 
P  ""  "R^~  4~  ~R7~ 


20.  Nouvelle  forme  de  V équation  de  V indicatrice. 
vertu  des  formules  (5),  on  a 


-  En 


-V   =   --(/i«j  -h  Utifts  +  fltC») 


ou  bien 


sinô 


ZjT  =  —  ['i(*t  ci  —  ci*,)-4-m,(ci  a,  —  atct)  H-fi|(at6s  —  6t  a,)], 
ce  qu'on  peut  écrire 


<*i 

at     — 

dx 
dsi 

dx 
d*i 

d*x 
ds\ 

sinô 

*i 

— 

ày 

ds\ 

dy_ 

ds\ 

C| 

dz_ 
dsi 

dz 
ds% 

d*z 
ds\ 

=  A{ 


sinO 


On  trouvera  pour  valeur  de  —y-  un  nouveau  déterminant  A*  qui 

ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  éléments  de  la  dernière 

i  i      i  d*x    d*y    dlz 

colonne  y  seront  remplacés  par  -r-y  >  -r-y>  j-y- 

En  troisième  lieu,  on  a 


d'où 


sinO 

7T 


—  =  _(Xia3H-filA3-+-v1cî); 
Pi        Pi 


c\     ct      -r 


h 

dx 

dx 

pi 

ds\ 

dst 

Pi 

— 

ày 
dst 

ày 
dst 

V| 

dz 

dz 

pi 

dsx 

dst 

d*r 

dst  dsi 

d*y 

ds\  dsi 

d*z 

dst  dst 


H 
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Enfin,    pour— ^-t  on  obtiendra  un  quatrième  déterminant  ne 

différant  du  précédent  qu'en  ce  que  les  éléments  de  la  dernière 

,  ,  d*x         d%y         d*z 

colonne  y  sont  remplaces  par  t — r->  r — 3—»  -. — r—  • 

J  r  l        asi  osf    osi  os  2     osx  âs^ 

Ce  n'est  que  lorsque  les  lignes  St  et  S2  engendrent  une  même 
surface   F  que  Ton  a  t — r-  =  -r — — >  et,   par  suite,  A?  =  Ai  ou 

^  OS%  ÔSi  OSi  ost  7     l  7        %  * 

encore  -7-  =  —  •  Hors  de  là,  il  n'existe  pas,  comme  on  le  sait,  de 

Pi        Pi  r 

fonction  F(#,^,  z)  =  o  dont  les  dérivées  partielles  puissent  servir 
à  exprimer  les  coefficients  différentiels  qui  entrent  d'ans  nos  dé- 
terminants. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que,  pour  toute  pseudo-surface  ou 
pour  tout  système  rectiligne,  on  a 

(40  r\  A}  =  r\  AJ  =  p\  AJ  =  ?\  A|  =  sinÔ. 

Donc  l'indicatrice  correspondante  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(39*)  AJ  X*-f-  ( AJ-+-  A}  )XY  -+-  A|  Y*  =  sinO. 

21.  Lignes  asymptotiques.  —  Nous  appelons  lignes  asympto- 
tiques  celles  pour  lesquelles  la  première  courbure  verticale  ou  de 

profil  -j  est  nulle  en  chacun  de  leurs  points. 

Leur  équation  est  conséquemment 

Cl  S  ^  /    I  I    \  d s  ^ 

—±  -+-  (  —  -4-  -y  jrlsi  dst-+-  -^  =  o, 

rl      \?l      Pî/  rt 

ou  bien 

AJ  ds\  -h  (  AJ  -+-  AJ  )  cisi  dst  -+-  A|  ds\  =  o. 

On  peut  obtenir  immédiatement  l'équation  de  ces  lignes  en  po- 
sant les  conditions 

da5  _  dùi  _  de  $ 

et  exprimant  que  ces  rapports  sont  indépendants  de  ah  et  de  a2- 
On  trouve  ainsi  (1)  et  (i4) 

1         cosQ         1  cosO 

pr  1  /  p7  p; 

—  co§0«  cosO, 
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d'où,  en  réduisant, 

sin6s        sinQj 

ce  qui  est  la  forme  primitive  de  ces  lignes. 

22.  Lignes  de  courbure.  —  L'analogie  nous  conduit  à  désigner 

de  la  sorte  les  lignes  pour  lesquelles  la  courbure  de  front  —  est 

nulle  en  chaque  point. 

Leur  équation  est  donc  tout  d'abord  (16) 

cos6*  __  cosBi 

Mais 

ds  cos6i  =  dsi-\-  dst  cosO, 

ds  cosOj  =  dsi~+-  dsx  cos6. 
Substituant,  on  a 

(4a)  < 

j  T/ «        cosO\       /i        cosO\lJ      .         /i        cos6\,, 

ou  bien 

(A* -A}  cosb)  ds\ 
-+-  [(A|  — A}  cosO)—  (AJ— A}  cose)]^,^,— (AJ— Aîcos6)^î  =  o, 

Ces  lignes  de  courbure,  obliques  ou  angulaires  entre  elles,  évi- 
demment (*),  mais  toutefois  d'égale  inclinaison  sur  les  axes  de 
l'indicatrice  du  système  rectiligne  auquel  elles  appartiennent,  sont 
telles  que  les  deux  pseudo-normales  qui  ont  leur  pied  à  l'extré- 
mité M'  de  leur  premier  élément  rencontrent  la  verticale  MN,  cha- 
cune en  un  point  qu'en  Optique  on  nomme  foyers  du  rayonMN. 
Ceci  est  la  conséquence  de  l'équation  ou  plutôt  de  la  définition 
même  de  ces  lignes. 

Cherchons  à  déterminer  ces  foyers. 


(')  Ce  ne  sont  donc  pas  les  lignes  de  courbure  proprement  dites  de  la  surface 
auxiliaire  F^,  lesquelles  sont  représentées  par  l'équation  bien  différente 


-  M  - 
Pour  cela,  observons  que  l'équation  - 

dtt       dit 

,      Pi  "*~  PÎ" 
(foi  +  dfï  cosO 

d'où  l'on  tire 

'      (*7*)*  +(s-^)*—  ' 

Pour  que  ce»  équations  soient  compatibles,  il  fant  et  il  suffît  que 
l'on  ait 

Telle  est  l'équation,  de  mime  forme,  mais  plus  simple,  que  celle 
qu'a  donnée  M.  Ruminer  dans  sa  théorie  générale  des  systèmes  ree- 
tilignes  pour  la  détermination  des  mêmes  points,  qui  fournît  les 

distances  rfx  et  rjt  de  l'origine  M  à  chacun  des  foyers. 
On  eu  déduit  aussi  les  relations  suivantes 


en  désignant  par  R¥i,  RVi  les  carrés  des  demi-axes  de  l'indica- 
trice 


d'une  seconde  surface  auxiliaire  F„  correspondant  à  la  movenne 
géométrique  (supposée   toujours  réelle)  des  courbures  normales 
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—  et  —  ,  comme  l'indicatrice  de  la  surface  F^  correspondait  tout  à 

Theure  à  la  moyenne  arithmétique. 

En  introduisant  ce  nouvel  élément  de  calcul,  on.  peut  dire  que  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  lignes  de  courbure 
obliques  d'un  système  donné  soient  réelles  est 


ïU^R'iPR;,!^ 


X^uant  à  l'angle  2f  qu'elles  font  entre  elles,  on  trouve  aisément, 
pour  le  déterminer, 


i 

T 


sine\p';      p;/ 

Les  deux  termes  de  cette  expression  sont  des  invariants,  et  le  dé- 
nominateur, en  particulier,  est  égal  à  la  somme  des  courbures  de 
front  relatives  à  deux  directions  rectangulaires,  somme  nulle,  on 
le  sait  (a3),  dans  le  cas  des  surfaces. 

23.  Vu  l'importance  des  lignes  qui  nous  occupent,  nous  allons 
indiquer  brièvement  deux  autres  méthodes  pour  les  obtenir. 

Et  d'abord,  il  suffit  de  poser,  par  analogie  avec  les  lignes  asym- 
ptotiques, 


da$       db$       dcz 

a    ~~    b    ~~    c 

ce  qui  donne 

i          cosO         i         cosO 

if              f  n  .           f  n              *  n 

sin02                  sinOt 

d'où 

cosOj         COSÔt 

I  "     ~~     I  " 

On  les  obtient  aussi,  et  cette  remarque  nous  sera  fort  utile,  à 
l'aide  des  formules  (a4)  mises  sous  la  forme 


Ssin*ô  __  /  i         cosO\         i    /  i         cosO\ 
/  i         cos8\  /  i         cos6\ 

Ç*        \ri       Pi  1         \Pt       ri  / 


(^5)  1       ■     1A  /  A 

J  sin'O        /  i         cosO 


*  '*'  --'      '     ■ 

#  « 

* 
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après  qu'on  y  a  fait 

11  suffit  effectivement  d'égaler  les  seconds  membres  pour  re- 
tomber sur  l'équation  (4a). 

Enfin,  il  n'est  pas  sans  intérêt  d'observer  que,  lorsque  la  condi- 
tion -pr-ja y— T  =o  est  remplie,  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure se  décompose  en  deux  facteurs  réels  du  premier  degré  et 
donne  pour  ces  lignes  •  * 

/  i        cos6\    ,         /  i        cos8\    , 

\Pi         rt  /     :      Ari        Pt  / 

(i    .    cos8\    ,        /  i        cos8\    , 

* 

ou  bien  équïvalemment 

24.  Lignes  pseudo-conj liguées  sous  angle  constant.  —  Pouf 
obtenir  ces  nouvelles  lignes,  on  égalera  à  zéro  la  composante- 
de  la  déviation  verticale  (a5'),  ce  qui  donne 

/   psint        sin(8  —  i)~\    .  _ 


[sint       sin(8-+-  i)~\   _  _ 


Ces  lignes^  non  encore  signalées,  croyons-nous,  généralisent  les 
précédentes;  car,  pour  ir=o,  on  retrouve  les  lignes  asympto.tiques, 

et  pour  i=  -,  on  a  les  lignes  de  courbure  angulaires  (42)« 

Nous  indiquerons  dans  l'un  des  paragraphes  suivants  une  mé- 
thode plus  directe  pour  les  obtenir 

Enfin,  si  Ton  change  /  en  i  —  -  dans   l'équation  (4^)*  on  aura 


i 
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une  équation  de  même  forme  représentant  les  courbes  complé- 
mentaires des  précédentes,  c'est-à-dire  des  courbes  qui  se  cou- 
pent sous  le  complément  de  l'angle  constant  i  donné. 

XII. 

Examen  du  cas  où  les  lignes  précédentes  appartiendraient 

à  une  surface. 

23.  Considérons,  durant  tout  le  cours  de  ce  paragraphe,  les 
arcs  élémentaires  dsK  et  cls2  des  lignes  coordonnées  Si,  S2  comme 
fonctions  des  paramètres  u{  et  uÀ  dont  nous  nous  sommes  occupés 
au  n°  1  ;  on  aura 

d^x  =  a,\ds  i,         d\X  =  a^ds<i\ 
d'où 

d^d\X  =  di a x ds\  -+-  «t d* ds\ , 
d\d\X  =  d\ df  dsi -+-  aj d\ dst. 

Les  premiers  membres  étant  égaux,  par  hypothèse,  on  doit  avoir 

— —  ds\  dst  -+-  d\  d\ ds\  =  — —  ds\  ds*  -+■  a* d\  ds*. 

Si  l'on  substitue  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  (5)  et 
qu'on  égale,  dans  les  deux,  membres,  les  coefficients  de  aK,  a2j 

a3,  on  trouvera 

,    ,        dstdst  I  i        cosO\ 

d\dsx  =      .    ft    (  —  h —  )> 

sinO    \p,  p,    / 

,    ,         dst  dsi  /  i         cos  6  \ 
sinO    VPî  Pi    / 

i    __    i 
Pi         P« 

Telles  sont  les  conditions  déjà  connues  qu'il  nous  faut  intro- 
duire dans  nos  formules  pour  passer  du  cas  général  des  systèmes 
rectilignes  à  celui  des  surfaces. 

Voyons  d'abord  ce  que  deviennent  les  rayons  de  première  cour- 
bure horizontale  et  verticale  (qu'il  conviendra  d'appeler,  pour  la 
circonstance,  rayons  de  première  courbure  tangentielle  et  nor- 
male). 

Nous  emprunterons  la  première  de  ces  expressions  à  l'abbé 
Aoust  qui,  après  avoir  donné  les  conditions  ci-dessus,  l'en  fait 


t       » 


e.  î 


■'-  ',*<*" 


,,   •    ,"v  T?"  '  ■■•■",'.  ',  ,fs.  s..:-  !%- 
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sortir  par  un  calcul  facile  et  trouve  (voir  Analyse  infinitésimale 
des  lignes  tracées  sur  une  sur/ace) 


(a) 


dSidsts'mQ 


dx (dst  cos 8j  )  —  dt(dsi  cos 0t  ). 


Cela  étant,  posons  avec  Gauss 


2G£)'- 

_           ^  dx     dx       „ 

2(£)'— 

il  viendra 

F 

^EGJ        , 

cos  8  = 

,  /ËG— F»           5 
V        EG       ~  ^^g" 

en  faisant 

♦ 

E    F 
F    G 

=  8». 

* 

D'autre  part, 

i 

t 

# 

# 

ds  cosOt  s?  fibt  -+-  dlrs  cosO 

> 

<fr  COfl 

6,  =  <&] 

iH-rfft  cosO 

• 

Multipliant  respectivement  par  — ,  -£  et  substituant,  on  aura 
cette  forme  nouvelle 


(a') 
avec 


8  _  _çl_  (F  dut -h  G  dut\ d_  /EdUi-^Fdut\ 

r'  *~~  dat  \  <&  /       da*  \  ds  / 


ds*=  Edu\  -hiFdUidut-t-  G  du\. 


Quant  à  la  première  courbure  normale,  si,  dans  son  expression 
générale  (38),  on  fait  -^  =  -^ ,  il  vient 


(b) 


ds1       ds}          ds\ds%       ds\ 
—  =  —  -*-* +  -pr; 


Pi 


d'où,  par  l'introduction  des  paramètres  différentiels  E,  F,  G, 

ds*       E    .  ,         v/ËG  ,     '  G    .  , 

-y  =  ^du\-hi.i--T-duidu1+-ïdu\. 

r         '  i  Pi  ri 


i       t       i 


Il  n'v  a  plus  qu'à  trouver  les  valeurs  de  -=->  -r»  -r*  Or  nous 
"       r       M  'I     Pi    '« 
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avons 

/,  _  d*x 

i 
"  Ê 

d*x 

àu\  ' 

X,          d*x 

T 

d*x 
dut  dui 

d'où  l'on  voit  que,  si,  pour  abrég 

er,  on  pose. 

rtr 

efcr 

d*x 

àui 

ditf 

du\ 

*u  = 

ây 

• 

EL 

à*y 

j 

()$ 

dz 

à*z 

dii\ 

diii 

duf 

puis  qu'on  représente  par  A|,a  ou  A2l«,  indifféremment,  et  par 
A2,a  deux  autres  déterminants  qui  ne  diffèrent  du  précédent  qu'en 

ce  que  la  dernière  colonne  ait  pour  éléments  ^ — r — ,  ^ — ~  >  -? — r — 
*  r  auidUf    ou\du%    auiàUf 

dans  le  premier  et  t-j*  -p[>  T-5  dans  le  second,  on  aura  d'abord 


(c) 


IL-  ±hi 

r\~    a   ' 


v/EG 


Pi 


_  ^M 


^2 


Aj,i 


et,  par  suite,  la  valeur  de  la  courbure  normale  que  nous  voulions 
obtenir  pourra  s'écrire 


(d) 


8  __  Ai,i  du}  -h  aA^j  rftti  ctej  -+-  Ai,j  du\ 
r*  ~~       E  du\  -h  2  F  rfai  rfaf  -+-  G  du\ 


Faisons  quelques  applications  de  ces  diverses  formules. 


26.  i°  Rien  ne  change  dans  l'équation  générale  des  lignes  gèo- 
désiques  lorsqu'on  passe  des  systèmes  rectilignes  aux  surfaces 
(n°  18);  mais,  outre  cette  forme,  nous  avons,  par  la  formule  (a;), 
celle-ci,  qui  est  plus  avantageuse  pour  le  calcul  : 


(e) 


d    /F  dui  +  Gduii  _  _cte^  /Edut-hFdut\ 
ôUi  \  ds  )  ~~  du%  \  ds  I 


Premier  exemple.  —  Posons  ut  =  x,  u2  =y,  dz  =  p dx  +  qdy  ; 
t>n  trouve 

E  =  i-f-p*,         F  =  pq,         G  =  i-+-q*. 
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Par  suite,  l'équation  des  lignes  géodésiques  est,  dans  ce  cas, 

à   |~ pq  dx  -+-  (i  -+-  q*  )dy~\  _    d_  [~(i  -h  p1)  dx  -+-  pqo^l 
àx  L  *&  J  ~"  3x  L  ^  J' 

avec 

ds*  =  (  i  -+-  p'  )  rfa?1  -4-  2  pq  a*a?  dy  -h  (  i-f-  q*  )  a^* . 

On  en  tire,  en  faisant 

d*z  __  e)*,z    _  ^**  __ 

(pdy —  q dx)(rdx* -f-  2 s dxdy  -+- 1  a^*) — ( i  -f-  p*  -t-  qs)(ctr o^ —  dydïx)  =  c. 

Or  ceci  équivaut  à 

p(c(^rf,5  —  dz  dty)->r  q(dz  dlx —  dx  d*z) —  (dx  d^y —  dy  cPx)  =  o, 

si  Ton  a  soin  d'éliminer  de  celte  dernière  les  différentielles  totales 
de  z.  On  retrouve  ainsi  l'équation  ordinaire  des  lignes  géodé- 
siques. 

Deuxième  exemple.  —  Considérons,  comme  cas  particulier, 
l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  représenté  par  le  système 

x  =  p  Costa,        ^  =  psinu>,         z  =  aco. 

En  posant  us  =  a>,  u2  =  p,  on  a . 

E  =  p*-ha*,         F  =  o,         G  =  i 
et,  par  suite, 


ô 


[" dp "1  _  ^  f         (p*+a*)d<a        1  b 

l\/dp*-h(p*+a*)du*]  ~~  dp  y/dp*-ï-(p*~->ra*)du*\  ' 


d'où,  en  prenant  <o  pour  variable  indépendante, 


( 


a*\  rf*p  dp        ,   . 


équation  différentielle  de  la  projection,  sur  le  plan  directeur,  des 
lignes  géodésiques  de  l'hélicoïde. 

2°    L'indicatrice  d'une  surface  s'obtiendra  en  posant  -ir  =  t 

Pi  ?2 

dans  l'équation  (3p;).  On  a  donc 


X*  XY        Y  * 

'i  Pi  ''2 


2  -,r  H-  —   =   I 


ou  bien 

AM  X*-h  2  A,,2  XY  -h  A,.2  Y*  =  o. 
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L'équation  aux  carrés  des  inverses  de  ses  demi-axes  \/Ri,  v/K^ 
étant 

sin*ô       / 2_         i  cosO\    i         /     i  i   \  _ 

on  saura  former  l'équation  réduite  de  l'indicatrice 

X»       Y» 

3°  Pour  avoir  les  lignes  asympto tiques  d'une  surface,  il  suffira 
d'introduire  l'hypothèse  -*-  =  -7  >  soit  dans  leur  équation  géné- 
rale (n°  21) 

soit  dans  les  conditions 

da3       db$       de* 


«    ~    P    ~    Y  ' 

ce  qui  donne 

ri            Pi          *î 

ou  encore 

=  o 


(  f  )  Aj,!  </a{  -H  a  At,f  */u|  c?af-+-  Ajj  =  o. 

En  tout  ceci,  nous  avons  fait  abstraction  de  l'équation  de  l'in- 
dicatrice qui,  comme  on  le  sait,  pouvait  nous  les  donner  directe- 
ment. 

Faisons  dans  cette  dernière  équation  uh  ==  x,  u%  =  y,  on  aura 

Ai,i=  r,         AM=s,         AM=t; 
d'où  la  forme  connue 

r  dx*  -h  1  s  dx  dy  -+-  tdy*  =  o. 
S'il  s'agit,  en  particulier,  de  l'hélicoïde  gauche, 

A|.i  =  o,        AM  =  —  a,        A,,,  =  0; 

conséquemment  il  vient 
,  p  dp  dtn  =  o, 

ce  qui  donne,  sur  le  plan  directeur,  des  circonférences  concen- 
triques et  leurs  trajectoires  orthogonales  qui  sont  les  rayons. 


!  ? 
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4°  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  c'est-à-dire,  celles 
pour  lesquelles  la  courbure  de  front  —  (bien  inexactement  appelée 

seconde  courbure  géodes ique  ou  torsion  géodes ique)  résulte, 
soit  de  leur  équation  générale  (n°  22) 


soit  des  conditions 


On  a  ainsi 


cos8s  __  cos8t 

da%       db%       de  g 

a    ~"  TT         ç 


ou  bien,  d'après  les  formules  (c)  ci-dessus, 
(Elli,-FAl,,)«faJ-t-(EA,,t-GAl.,)<fci,<fa,—  (GA^-FA,.,)*»!*.». 

4! 

En  posant  u%  =  #,  w,  =  y,  on  a  vu  que 


»  .1 


d'où 


Ai,|  =  r,  At,t  sa  S»  AM  es  t, 

E  =  i+p»,-     F=pq,       Gtfsi-t-q*; 


•1 


[(i  *+-  p*)s—  pqr]«£r* 

[(i  -h  p*)t  —  (i  -h  qf  )r]  d!a?  dy  —  [(i  -4-  qf  )s  —  pqt]  dy*  =  o, 


ce  qui  est  bien  l'équation  ordinaire  des  lignes  de  courbure. 

ds 
Entre  autres  propriétés,  observons  que,  si  l'on  pose-r-î=0*i 

l'équation  (g)  de  ces  lignes  prendra  la  forme 

<X>  -+-  ltë>  m  -4-  C  i»1  =  o  ; 
la  condition  d'orthogonalité 

al»  -h  G  —  1&  cos8  =  o 

est  donc  satisfaite. 

Il  y  a  plus,  cette  équation  (g)  est  explicitement  de  la  forme 

(B  — AcosO)-*-(C  — A)m  — (B  —  Gcos8)m»=o; 

les  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  donc  tangentes  aux  sec- 
tions principales. 

Supposons  que  Ton  ait  -r-r *•  =  o»,  l'indicatrice  se  réduira 

ri  rt        Pi 
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à  deux  droites  parallèles  et  Ton  sera  dans  le  cas  des  surfaces 
développables.  L'équation  des  lignes  de  courbure  se  décompose 

alors  en 

(1         cosô\    .         /  i        cos8\    . 

I  i         cosO\    ,         /  i         cos8\    , 

{7l--*r)ds,-\'r1-w)d"=0' 

et  il  est  aisé  de  reconnaître  dans  la  première  équation  de  ce  sys- 
tème la  direction  de  la  génératrice  rectiligne  ou  la  tangente  à 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface,  etc. 

5°  Les  lignes  conjuguées  qui  se  coupent  sous  un  angle  con- 
stant i  ont  pour  équation  (n°  24) 

7.x       1  (fsini       sin(8  —  i)l       fsini       sin(8-hi)1/j     j 

Pour  i  =  o,  on  retrouve  les  lignes  asjmptotiques  et,  pour  i  =  -  > 

les  lignes  de  courbure. 

Enfin,  on  obtiendrait  les  lignes  complémentaires  des  lignes  (A), 

en  remplaçant  dans  leur  équation  /  par  i • 


XIII. 
Deuxième  application  :  recherche  de  quelques  lieux  géométrique!. 

27.  Après  cette  digression  sur  les  surfaces,  revenons  à  consi- 
dérer st  cts2  comme  variables  indépendantes. 

Formules  préliminaires.  —  Calculons,  en  premier  lieu,  les 
cosinus  directeurs  (a'e,  66,  ct)  de  MV,  troisième  arête  du  trièdre 
trirectangle  MNW  (fig.  ,{). 

On  a 

v  ds  3  ds 

et  par  suite  (i4) 


<4;>  ^sinfl=p-p 


i 

i 
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Mais  la  première  des  formules  (i)  nous  permet  d'écrire 

a't       si  il  8',     al         sinOj     a, 
v  c      sinO  t>      si  n  8 

Comparant,  il  vient 

sinOt  _      _i_ 
~  L  t  " 

On  en  conclut  aussitôt,  en  faisant  -r-zr  =  -rr  =  #*'» 

7  sut  6,        rffj  ' 

d*\       dït 
(49)  7^+7^  =  0 

et,  successivement, 

dslds\        ds%  ds\        dt\  ds\        dstds't 


<49)  ïï+U+rt) 


mm 

=  0, 


r; 


formule  qui  généralise,  pour  les  coordonnées  obliques,  la  rela- 
tion (34),  et  qui,  conjointement  avec  l'expression  connue 

(m' — m)sinQ 
0         t-h(m-H  m)  cos6 -h  mm' 

fait  retomber,  par  l'élimination  de  m,  sur  l'équation  des  lignes 
pseudo-conj uguées  (4^).  C'est  la  solution  que  nous  avions  an- 
noncée au  même  lieu. 

Quant  aux  cosinus  des  angles  8',  et  02  relatifs  à  MV,  on  peut 
les  tirer  des  valeurs  (48)  qui  donnent  (n°  9) 

/  cosô'j  _  1     /  1         cos6\  __       sin8| 

f5o)  < 

(cosô',  __         1      /  1         cosO\  __       sinOt 

20  II  nous  sera  utile  de  résoudre,  par  rapporta  0»  et  0*,  les  for- 
mules (48)  et  (5o). 

En  posant,  pour  abréger, 

sinô's        sinô'i        sin6 

ri  Pi  li 

sinO',        si  11 01        sinO 
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conjointement  avec 

on  trouve 

.  ,  L;' 

I   kv  sinO,=  —  —, 

résultai  qui  permet  de  mettre  la  relation  fondamentale  (49)  sous 
la  forme 

*~    ~*~  TV   —  O, 
1  '  1' 

et  qui  nous  donne  aussi,  pour  les  cosinus  correspondants, 

Im.         a  1    /  1         cos6\ 

sin8\Lr         L,,  / 
v  sinO  \L,i         L,/  / 

Finalement,  on  a  donc,  comme  nouvelle  expression  de  la  dévia- 
tion verticale, 

k* i>*  810*8  =  -nrr  ■+■  tt:  —  2 


On  verra,  par  l'application  que  nous  allons  en  faire,  l'utilité  et 
l'importance  de  ces  formules  auxiliaires. 

28.  Problème  I.  —  Ligne  de  striction  axiale.  —  Cherchons, 
en  projection  horizontale,  le  lieu  que  décrit  l'extrémité  K  de  la 
plus  courte  distance  de  la  verticale  MN  à  la  pseudo-normale 
M'N',  lorsque  celle-ci  tourne  autour  de  MN  en  s'appuyant  sur  une 
courbe  infinitésimale  située  dans  le  plan  horizontal  (Jig.  4)» 

On  a  d'abord  (33) 

dk  =  cfcsinco  =  ckcos(8',  —  Oi)  =  *&cos(8f —  8',); 
d'où,  en  développant  Tune  ou  l'autre  de  ces  relations, 

(53)  ^        '(£££*.  _£^1W 

sin8  \   L,,  L,,    / 

Tare  ds  n'étant  assujetti  qu'à  la  condition  de  rester   infiniment 
petit. 

xvi.  5 
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Cette  formule  résout  la  question  pour  le  cas  très  général  où 
Ton  voudrait  rapporter  la  direction  MV  du  ravon  vecteur  MPà 
deux  directions  quelconques  MT<  et  MT2.  Mais  il  est  plus  simple 
de  supposer  ces  deux  directions  rectangulaires  entre  elles,  et  l'on 
aura  alors,  dans  le  système  de  coordonnées  polaires  rf)*  et  6'4, 

sinG',        /  i  i\  co^o; 


(—, 7T  1  sinô'.  cosô'.  — 


(53')  dk=       9;  Xr|        r±/  9l—ds, 

ds  étant  une  fonction  quelconque  de  0,  et  par  conséquent  de  ô'r 

Sous  cette  forme,  on  voit  aisément  que  cfk  s'annule  dans  la  di- 
rection des  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  courbure  an- 
gulaires, ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir. 

Nous  donnerons  ultérieurement  à  ce  lieu  une  forme  plus 
simple. 

29.  Problème  IL  —  Conoïde  de  striction  axiale.  —  Propo- 
sons-nous maintenant  de  trouver  le  lieu  des  perpendiculaires 
communes  à  MN  et  à  M'JV. 

Soit  zf  la  distance  au  plan  TlMTa,  mesurée  dans  le  plan  pro- 
jetant NMV,  de  la  perpendiculaire  1K. 

Nous  partirons  des  relations  évidentes  (n°  8) 


i 


M'P  v* 


=  —  l-'  COStu  =   —  > 


dt  /•: 


T 


i7  désignant  la  courbure  normale  relative  à  la  direction  MT. 


En  exprimant  cette  courbure  au  moven  des  angles  h\  et  82  par 
les  formules  (5i),  on  trouve 

—r  désignant    la   courbure    normale    relative    à    la   direction  MV 


'Y 


pseudo-eonj  liguée  de  MT. 

Cette  équation  représente  le  lieu  demandé. 

Kn  cherchant  par  la  méthode  ordinaire  les  valeurs  limites  de:'- 
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on  trouve  qu'elles  sont  fournies  par  l'équation  quadratique 


(35) 


cos 


Celle  que  donne,  pour  le  même  objet,  M.  Kummer,  dans  sa 
Théorie  générale  des  systèmes  rectilignes,  bien  qu'équivalente  à 
la  précédente,  est  moins  simple  ;  car  elle  renferme,  comme  élé- 
ments surabondants,  les  déviations  verticales  relatives  aux  lignes 
coordonnées.  Elle  peut  s'écrire,  en  effet,  ainsi 

v\v\       *         \_r\v\  ^  r\v\       Vpi        P'J         *i't       i 

Cette  équation,  avons-nous  dit,  est  équivalente  à  la  nôtre  (55), 
comme  on  peut  le  vérifier,  en  s'aidant  des  relations  suivantes,  fa- 
ciles à  établir  : 

9Xvt  sinôV'Vî        PiPï/ 

t(t>t,  ^t)  _      i      f  i    /  J cos8\       j_  /  i         cos8\"| 

^7^    ~ iiTrrê Lït \p'; -  ~?r)*7i\K~  p;  /J* 

Lorsque  6  =  -,  la  somme  l  pr  •+•  ™-  )  relative  aux  plans  princi- 
paux est  nulle  et  Ton  a,  au  lieu  de  l'équation  (54),  les  axes  de 
l'indicatrice  servant  d'axes  de  coordonnées, 

/      i i_\    ,_  cos«e\        sin^  _    i 

\  r;  r;     p';  p;  )*~~    r\         h;    ~  r;.  ' 

Mais  l'invariant  R„  R„  —  p„  p„  peut  être  remplacé  par  l'invariant 
,   ,  relatif  aux  foyers  (n°  22);  on  a  donc,  pour  le  maximum  z\  et 
pour  le  minimum  z2  (R'2  étant  supposé  plus  grand  que  R*), 

Ces  formules  nous  paraissent  plus  simples  que  toutes  celles  qui 
ont  été  présentées  jusqu'ici,  à  notre  connaissance  du  moins. 
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30.  Problème  III.  —  Surface  d'un  pinceau  circurnaxial  de 
pseudo-normales.  —  Il  nous  reste  à  trouver  l'équation  de  la  sur- 
face gauche,  lieu  des  pseudo-normales  M'N'. 

En  représentant  par  rfÇ,  a\  el  Ç  les  coordonnées  courantes,  et 
cela  à  cause  du  peu  d'écart  des  droites  M'N'  par  rapport  à  la  ver- 
ticale iMN,  on  aura,  pour  les  équations  de  Tune  quelconque  d'entre 
elles,  les  axes  étant  supposés  obliques  sur  le  plan  des  XY, 

casino  —  tfcsinO]    _   dfysiriO  —  ds  sinôj  Ç 

d\  sinO'j —  ds  sin6j        dk  sinO't  —  ds  sinOt  ~~  z' 

En  supprimant,  dans  ces  trois  dénominateurs,  le  facteur  com- 
mun M'P  ou  ds cosw  qui  s'y  trouve  impliqué  sous  les  formes 
équivalentes  disin(92 — ô'2)  et  ds  sin(^\ —  6j),  il  vient 

*/£sinô — cfcsinOs  __  é/rjsinô —  ^ssinO,  __  ^ds  m 
—  cos6',  cosOj  ~~  — v9 

puis,  finalement,  au  moyen  des  formules  (5o)  : 

d\  —  dsx 

(i         cos8\    ,         /  i         cos6\   , 
7? 7T  )  d$x'Jr  \  7F 7T  I  ds* 
ri         Pi    /             \Pi         rt   1 

__  dr\  —  dst  Ç 

"~~  /  î        cosO\    ,         /  î         cos8\    , 

On  en  tire 


—  siu*0 


(56) 


(  -+-  Mk  -  ^>+  l-Mk  -  tt)]  -■■ 

en  posant 

(57)        -V  =    ■    .,<t(  — — ■> r, ) 7—rr     —  -+--7  —  (  —  -H—  )  cosO  I  H-  1, 

*"■      sin^OVr,/-,       ?,?2/       5«iii*0  I_/"t       r*       \Pt       Pî/  J 

ou  bien  (4^) 


'./      \  ',. 


Il  n'v  aura  j)lus  qu'à  substituer  ces  trois  expressions  dans  l'é- 
quation Vn(dsly  ds2)  —  o  de  la  directrice  donnée  pour  avoir,  dans 
chaque  cas,  la  surface  du  pinceau  correspondant. 
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Les  seclions  horizontales  de  tels  pinceaux,  de  droites  jouissent 
de  cette  propriété,  que  le  rapport  de  leur  aire  à  celle  de  la  direc- 
trice plane  donnée  est  égal  à  A^;  mais  cette  propriété,  toute  re- 
marquable qu'elle  est,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
général  que  nous  établirons  à  la  fin  de  ce  paragraphe. 

Supposons  que  la  directrice  soit  le  cercle 

ds\  -+-  ds\  =  ds*y 
ce  qui  suppose  6  =  -,  la  surface  du  pinceau  correspondant  sera 

et  l'on  vérifie  aisément,  pour  l'aire  A;,  que  Ton  a  bien 

Le  cône  des  directions  asymptotiques,  qui  est  le  cône  directeur 
du  pinceau,  avant  pour  équation 

•     \rt       P\I       \Pi       ri  /       \riri       Pi  Pi/ 

Taire  a^  de  sa  section  par  le  plan  z  =  Ç  donnera  de  même,  com- 
parée au  cercle  directeur, 


et,  si  Ton  pose  Ç  =  i ,  ce  rapport  sera  égal  à  A*,  propriété  connue 
(n°  5,  Application). 

31.  On  peut  se  demander,  comme  développement  de  la  ques- 
tion présente,  si  la  surface  d'un  pinceau  est  susceptible  d'être  en- 
gendrée, dans  tous  les  cas,  par  le  mouvement  d'une  droite  s'ap- 
puvant  sur  une  courbe  infinitésimale  plane  et  sur  deux  droites 
obliques  entre  elles  et  parallèles  au  plan  de  la  courbe. 

Pour  le  reconnaître,  reportons-nous  aux  formules  (45).  Si  l'on 

v  fait  0=->-tt  =  —  =o,  il  vient  Ci  =  1^2  et  Ç2  =  R| ,  ce  qui  est  le 

2     Pi         Pi 

cas  des  vraies  normales,  s'appuyant  toujours  sur  deux  droites  rec- 
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tangulaires  parallèles  aux  tangentes  des  sections  principales 
(Sturm). 

Mais,  dans  tout  ce  travail,  le  §  XII  excepté,  nous  avons  supposé 

que  —  ^  —  9  d'où  Ton  voit  que  Ç«  et  Ç2  ne  peuvent  devenir  simul- 
tanément constants  que  de  deux  manières  :  ou  bien  parce  que  m 
et  —  sont  eux-mêmes  constants,  ou  bien  parce  que  les  coefficients 

de  ces  quantités  sont  nuls. 

i°  Si  m  est  constant,  le  pied  de  la  pseudo-normale  M' N'  par- 
court l'élément  fixe  MM'  ou  ds  et  le  lieu  de  cette  génératrice  doit, 
a  priori,  être  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Effectivement,  les  équations  de  M'N'  pouvant  s'écrire,  dans  le 
cas  le  plus  général, 

«=■(,-1)*,, 

on  en  déduit,  pour  le  cas  présent,  le  paraboloïde  hyperbolique 

(58)  (i-i)*!»»/!-^. 

•2°  Si  les  coefficients  de  m  et  de  —  >  clans  les  équations  (4^)' 
sont  nuls,  c'est  que  Ton  a 

•i  n 

/*  /* 

<5t))  -—=-?  =  cosO, 


Pi        P 


ce  qui  entraine 


Y      .."  Y      ,." 


^=(-^)(-À) 


(ist  =  V  >  dst  =  Y~  y 

i  —  -X  i ï. 


d'où  Ton  voit  que,  dans  ce  cas  du  moins,  le  lieu  est  produit  par 
mouxement  dune   droite  s'appinanl  sur  la  directrice  donnée 
sur  les  droites  \  .r  -—  o,  ^  =  r\  )  et  (  r  =  o,  ^  =  rt)  respectiveme 
situées  dans  les  plans  des  coordonnées.  Or  il  est  aisé  de  prouv 
que  ces  plans  ne  sont  actuellement  autres  que  les  plans  focal 
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En  effet,  les  conditions  (5q)  pourront  s'écrire  : 


On  en  conclut  (a3) 


! 

COSq 

?\ 

» 

1 

cosO 

îT" 
Pi 

t 

i 

=  o, 


=  o. 


/#0,1  **o,î 


=  o. 


Ainsi,  les  courbures  de  front  relatives  aux  ligues  coordonnées 
sont  nulles.  Les  axes  OX  et  OY  sont  donc  tangents  aux  lignes  de 
courbure  obliques  du  système,  ce  qui  démontre  la  propriété. 

Il  devient  dès  lors  nécessaire  de  remplacer  dans  nos  dernières 
formules  r\  et  r\  par  rfi  et  rft  et  6  par  2r,  qui  désigne  déjà  l'angle 
des  plans  focaux. 

32.  Venons  enfin  au  théorème  que  nous  avons  annoncé  (n°30). 

Théorèmk.  —  Soient  deux  courbes  fermées  Y0(x,r)  =  o  et 
$*(x,y)  =  o,  situées  dans  un  même  plan  II0  et  rapportées  à  des 
axes  obliques  dyangle  6  pris  dans  ce  plan. 

Supposons  que  les  aires  A0  et  *l>0  de  ces  courbes  soient  égales  et 
considérons  les  deux  surfaces  représentées  par  les  équations 


D       ' 

l>       ) 

—  ">               «*0j 

k         t© 

'         0) 

[uelles 

D  = 

M     N 
P     Q 

,        (D  = 

» 

et  où,  Taxe  des  z  ayant  une  direction  quelconque,  les  coefficients 
M,  N,  P,  Q  et  OÏL,  X,  #,  ^sont  des  fonctions  continues  de  cette 
Variable,  telles  que,  pour  5  =  0,  on  ait  les  valeurs  correspon- 
dantes 

.      M0  =  Q0  =  D0  =  ï  /  j  N0  =  P0  =  o, 

3Ko=£0=(D0=i  )'        6t        j^o=*»=o; 


ée  rapport  des  aires  des  sections  faites  dans  ces  deux  surfaces 


D 


joar  un  même  plan  parallèle  au  plan  donné  est  égal  à  -^ 


Cô 
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Coupons,  en  effel,  la  première  surface  parle  plan  z  =  Cet  dé- 
signons, pour  un  instant  par  £',  r/  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  section  produite. 

La  différentielle  de  son  aire  aura  pour  valeur 

or,  à  cause  des  relations 


x  = 


Mf-t-Ny/ 
D 


r  = 


D 


ceci  revient  à 


rfAç=  \b(xdy—  ydx)s\n§  =  D  </Aç. 


On  en  conclut,  en  supposant  la  constante  nulle, 

A0  ' 

mais  la  seconde  surface  donnera  à  son  tour 


Xx,  __ 


C/V( 


&, 


et  puisque,  par  hypothèse,  A  =  <À>0,  on  a  donc 


C.  Q.  P.   D. 


Corollaire  I.  —  Soient  m,  n,  p,  q,  lit,  n,  p,  q  les  termes  qu'il 
faut  prendre  dans  les  fonctions  de  z  correspondantes  pour  con- 
stituer les  cônes  des  directions  asymploliqucs  respectifs,  ces 
termes  étant,  comme  on  le  sait,  ceux  du  degré  le  plus  élevé  lors- 
qu'il s'agit  de  fonctions  algébriques.  Si  l'on  pose 


d  = 


m     n 


p   q 


}>  = 


m     n 


les  équations  des  cônes  considérés  pouvant  s'écrire  généralement 


/m.r  +  n/     p.r  -f-  q  v\   _  ^     / 


m.r  h-  ny    pn 


— -  )  =  o. 


il  suit   de  la   démonstration    précédente   que   le  rapport  des  aires 
des  sections  produites  clans  ces  cônes  par  le  plan  z  =  £  est  égal 


"  b 
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Corollaire  II.  —  Prenons  deux  surfaces  réglées  ayant  pour 
génératrices,  l'une,  un  système  de  pseudo-normales  relatives  à  l'in- 
dicatrice de  la  surface  F^  (n°  19),  l'autre  un  système  de  vraies 
normales  relatives  à  l'indicatrice  de  la  surface  Fv  (n°22),  leurs 
directrices  planes  respectives  étant  supposées  à  aires  égales.  Cou- 
pons les  deux  surfaces  par  le  plan  z  =  Ç;  il  résulte  du  théorème 
précédent  que  Ton  aura 

proportion  dans  laquelle  on  a  posé  (n°  30) 

■ioMlU'î        PÏtf/        sin»0  \r\+ r\       *fà?J*l% 


ou  bien 


-tt>  -y  étant  les  courbures  normales  des  lignes  de  courbure  obli- 

ques,  et  —7- ,  — —  les  courbures  normales  principales  de  la  surface 

Fv  au  point  M. 

Lorsque  ô  =  -,  on  voit  que  ^=  Av.  Donc  aussi  Aç=  <À>ç,  pro- 
priété remarquable  qui  n'appartient  qu'à  ce  cas. 

Quant  aux  cônes  directeurs,  comme  le  rapport  des  aires  des 
sections  faites  dans  chacun  d'eux  par  le  plan  z=  Ç  à  l'aire  com- 
mune des  directrices  planes  est  égal  à  K^Ç2,  dans  tous  les  cas, 
ces  sections  sont  équivalentes. 

Cas  particulier.  —  Loi^que  les  équations  (60)  sont  de  la 
forme 

y    \  _~       i 


, \    =  O,  ,fQl , \    =  O, 


I I /  \     I 1 

'•«  /*?/  \         rr  rj 

elles  représentent  deux  sufraces  réglées  produites  par  le  mouve- 
ment de  deux  droites  s'appuyant  respectivement  sur  les  directrices 
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planes  F0  et  *f0,  et  sur  deux  parallèles  au  plan  commun  de  ces 
courbes  (n°  31).  Comme  le  théorème  est  applicable  à  cette  caté- 
gorie de  surfaces,  il  Test  aussi  aux  pinceaux  de  pseudo-normales 
à  lignes  de  courbure  réelles  qui  rentrent  toutes  dans  ce  type. 

33.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  remarque  sui- 
vante : 

La  pseudo-normale  M'N'  est  une  génératrice  commune  à  trois 
paraboloïdes  hyperboliques  ayant,  pour. l'un  de  leurs  plans  di- 
recteurs, les  plans  des  xy.  Le  premier  de  ces  paraboloïdes  (58) 
qui  contient  Taxe  des  z  a  son  équation  à  coefficients  réels  ou  imagi- 
naires, selon  que  les  lignes  de  courbure  obliques  sont  réelles  ou 
imaginaires.  Quant  aux  deux  autres,  qui  passent  respectivement 
par  les  horizontales  (d\  =  ds^  Ç=  o)  et  (rfr,  =  ds^  Ç  =  o),  ils 
sont  toujours  réels  :  seulement  ils  dégénèrent  en  deux  couples  de 
plans  sécants  lorsque  les  lignes  de  courbure  sont  réelles. 

XIV. 
Étude  nouvelle  des  foyers  et  des  plans  focaux. 

34.  I.  Transformation  préalable  de  nos  principales  for- 
mules. —  Examinons  d'abord  ce  que  deviennent  nos  plus  impor- 
tantes formules,  lorsqu'on  prend  pour  plans  des  ZX  et  des  ZY  les 
plans  focaux  du  système  donné,  lesquels  sont  supposés  faire  entre 
eux  l'angle  aigu  S. 

Il  suffira  d'introduire,  dans  chacune,  les  conditions  (59). 
D'après  cela,  la  première  courbure  de  profil  (i5),  et  la  première 
courbure  de  front  (16)  devront  s'écrire,  en  posant  S,  -f-  Sj2  = 


s, 


sin5       cnsE?!    .    ^         cos3rs 


„     _  sin^,H 5 — sin^i, 

(Gi)  .  '*  Jt 

v  l  sin 


ro 


=  (  4 ir  )  ainâr,  sin^,, 


ce  qui  généralise  les  formules  d'Euler  et  de  M.  Bertrand. 

De  même,   la  déviation  verticale  prendra,  entre  autres  formes 

(voir  2iw),  la  suivante 

.  ,    .  sinO        sin22rs        sin2^  sinSTj  sin^Tj        r- 

((Vjt)  -  — —    =  -,-     H 7tz r  2  r, 7, C0S3, 

v  rr?  /y;  rflrh 


! 


7*»  - 

.)  — 

et  ses  composantes  générales  (20'")  et  (26'")  pourront,  tout  spécia- 
lement, s'écrire,  à  cause  de  ^  =  iy%  et  Ç2=  rft, 

(sinâr       cosi    .   -        cos^â^-hi)   .             cos(3rt— 0   .   _ 
=-— -sin^=   £ sinJ,H ^— ^ -sinSTj, 

(63)  "'  y  r/*  ^ 

sinâr       sini    .    ~        sin(3r|-t- 1)    .   ~         sin(3r,— i)   .   _ 
=  -^—  sin3r  =  ^ '  sin3Ti s sin  Jt. 

Quant  aux  lignes  pseudo-conjuguées  (46)  qui  se  coupent  sous 
l'angle  1,  leur  équation  deviendra 

cosi  ,.      rcos(3r-4-i)       cos(3r  —  i)~]    ,      .         cosi  ,  . 

—„-  ds\ -+-    ±-n '-  h ^ '-     dst  dst-\ ^  ds\  =  o, 

rU  L         r\  rh         J  rJt 

et  ainsi  de  suite. 

35.  II.  Propriétés  diverses.  —  i°  L'équation  de  la  ligne  de 
striction  axiale  (53)  se  transformant  en 

&  = (^-r^cos^cosSr, ^ 

y7/-/*  cos»3r;  -h  rfi  cosO'j  —  ir}%  r)%  cos^j  cos^,  cos2r     ' 

il  s'ensuit  que,  tandis  que  Tare  ds  tourne  autour  du  point  M,  le 
point  représentatif  de  M.  Mannheim,  c'est-à-dire,  le  point  x  de  IK, 
tel  que  Mx  =  e,  et  par  conséquent  tel  que 

v* 
Ix  =  r'=  v  sinw  —  > 

décrit,  en  projection  horizontale,  la  courbe 

(x)  r'  sinâr  =  ( rj-f  —  r}  )  cosâr',  cosS^  ; 

et  comme,  d'autre  part,  on  a  aussi 

ds   .  cfk 

IX  =    -r-    SlUto  =    — r-  > 

dt  dt 

on  voit  que  le  lieu  obtenu  de  la  sorte  mesure,  par  ses  rayons  vec- 
teurs successifs,  la  variation  du  paramètre  de  distribution  des 
plans  centraux  des  pseudo-normalies  MNM'N'. 

a°  Quant  au  point  y  de  IK,  à  partir  duquel  on  aperçoit  con- 
stamment le  segment  focal,  rr% —  z^,  sous  un  angle  droit,  on 
trouve  à  laide  des  relations 

z  sin  ZS  =  rf  smjj  cos-Jj  -f-  /y  sinj,  cos;J, , 
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dont  la  seconde  n'est  que  la  formule  (54)  transformée,  on  trouve, 
dis-je,  que  le  lieu  que  ce  point  décrit  sur  le  plan  horizontal  est  la 
courbe 

(X)  r'«8int&=t(r;i-r;|)i8inaarlsin«&i. 

3°  Lorsque  3=  -«  c'est-à-dire,  dans  le  cas  des  surfaces,  les 

deux  lieux  (x)  et  ('/Jse  transforment  simultanément  en  la  rosace 
à  quatre  branches, 

r'=  1(Rî—  R|)sinae'la 

4°  Si  Ton  cherche,  au  moyen  de  la  seconde  des  formules  (63), 
l'équation  duconoïde  que  décrit  l'horizontale  I/K,-  (Jig.  4)  dorant 
la  rotation  de  Tare  ds,  on  trouvera 

pH-T^H-  2$r,  cos3r         £*        rsin(5-+-i)     i  sin(3r  —  i)     i 


C 


__   £*        fsin(^-+-i)     i  sin(3r  —  i)     i  ~|  r? 

~7f,^ Y    »•••»«•    7f        iîirr-  7St\ " * ^, 


Le  conoïde  décrit  par  l'horizontale  1/K.y  peut  s'en  déduire  en 

changeant  i  en  i • 

Enfin,  on  peut  remarquer  que,  lorsqu'il  s'agit  d'une  surface,  le 
premier  de  ces  deux  lieux  géométriques  devienl 

X1+-Y*       X*  ./  i         i  \  vv      Y» 

30.  III.   Formule  d'ffamilton.  —    Reprenons  la  valeur  de  z 
écrite  plus  haut.  En  annulant  sa  dérivée,  on  est  conduit  à  résoudre 

l'équation 

cos(  3  x  —  3 1  )  —  o. 

Celle  équation  fournit  un  maximum  z\  correspondant  à  la  di- 
reetion^  —  -') ■*  el    un  minimum  z't   correspondant  à  la   direction 

h  -•  Donc  ces  valeurs  limites  correspondent  aux  plans  princi- 

paux  i\MA,  et  ]SM\2,  ee  que  Ton  savait  déjà  par  féqualion  (55). 
Du  reste,  ces  valeurs  maxima  et   minima,  déduites  de  la  valeur 
générale  de  z\  vérifient  le  système 

z  1  "*""  3  i  -'   rl\  "^  rt'i  • 

r"t   —  r"f 
si  II  ^ 


z  =      z\  cos* 
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Rappelant  que  Ton  a  aussi  (n"  29) 

on  en  conclut 

-4-  z;  sin»  Tsr'j  -4-  i  ^  —  2r)l  =  *'t  cos'O;  -+-  s',  sin*0't, 

l'angle  polaire  0',  étant  compté  à  partir  du  premier  plan  princi- 
pal NM\|.  C'est  la  formule  d'Hamilton. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  écrire  ces  relations  nouvelles 

,i  i  iii 

k  = 


rjir}*     Rv,  K%     R\z\      Rî*i      r"z'' 

37.  Comme  complément,  proposons-nous  aussi  de  fixer  les 
traces  horizontales  des  pseudo-normales  limites,  c'est-à-dire  de 
celles  qui  correspondent  aux  valeurs  limites  de  s'. 

En  désignant  par  m,  et  m2  les  coefficients  angulaires  des  rayons 
vecteurs  qui  aboutissent  à  ces  traces,  un  calcul  direct  donne  d'a- 
bord 

m1=-^tang(j---> 

mt  =  ~^COt    G"!)- 

Il  s'ensuit  que  ces  quantités  sont  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré 

rr  m1  -h  a    Jx  J  m  ■+•  rr*  =  o. 
•"  cos3r  7I 

On  en  déduit  facilement,  pour  les  angles  que  les  deux  rayons 
vecteurs  font  soit  entre  eux,  soit  avec  la  trace  du  plan  principal  le 
plus  voisin, 

tang(mt>  At)  _       tang(At,  ma)  _       tangSr 

ce  qu'on  peut  vérifier  directement  par  des  considérations  géomé- 
triques analogues  à  celles  du  n°  9. 


-  78  — 

38.  IV.  Formule  de  Kummer.  —  Son  extension.  — Considé- 
rons les  deux  plans  normaux  NMH/  et  NMTy  dont  il  a  été  question 
au  n°  12.  Ces  plans  interceptent  sur  la  pseudo- normale  M'N' 
{fie*  4)  un  segment  K/Ky  dont  la  projection  sur  MN  est  I/Iy. 

Soient  Ç<  et  Çy  les  deux  segments  partiels  (le  premier  positif  et  le 

second  négatif,  tant  que  l'angle  donné  i  satisfait  à  la  condition 

w  -h  /^>  -  j ,  suivant  lesquels  le  plan  horizontal  T4  M T2  coupe  le 

segment  total.  Il  s'agit  d'évaluer  Ç<  et  Çy  en  fonction  de  l'angle 
constant  i  et  des  valeurs  maxima  et  minime  que  prennent  ces 
deux  segments  partiels,  lorsque  MM'  ou  ds  tourne  autour  du 
point  M. 

C'est,  au  fond,  l'étude  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  co- 
noïdes  co-segmentaires,  que  nous  avons  fait  connaître  dans  la 
quatrième  des  propriétés  signalées  au  n°  35,  qu'il  s'agit  d'opérer 
sommairement. 

A  cet  effet,  nous  partirons  successivement  de  chacune  des 
équations  (63). 

i°  On  a  d'abord 

sini   .   ç.        sin(2rl-f-i)   .    ~         sin(âTi  —  i)   .    - 
-^-  sin3r  =  — ^ 'sin3rt £ 7sin*^t. 

Diflerentiant,  on  trouve  que  les  valeurs  limites  de  —  correspon- 
dent à  l'équation 

sin(^rt  —  3rj-h  *)  =  o, 

c'est-à-dire  aux  angles  2?,  —  3r2  -f-  /  =  o  et  Sf,  —  2r2  -f-  i  =  tt. 
Soient  ^7  et  p;  le  maximum  et  le  minimum  de  ■=-)  il  vient 

Y,    sinJ7  —  - —  —  — , 

sini   .    ~  ro58l(2r-h/)        cos*i-(&  — /) 

— —  sin  ^  = -— i ?— ; -7  ; 

d'où  Ton  tire 

i    __  cos*  £(5  —  *)       sin*^(2r.—  i) 

-y  y,  .  y„  ) 

i     __  cos*l  {Jj  —  /)        sin*  J(2r  -+-  #  ) 
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Substituant  dans  l'expression  de  —  >  en  ayant  soin  de  remplacer 

les  produits  cl  les  puissances  des  lignes  trigonométriques  par  les 
sommes  (algébriques)  qui  leur  sont  équivalentes,  on  aura,  après 
réduction, 

i  _cos»[Sr1-i(^-.Q]       «in»[ar,- !(&-»)] 

C/~  Ci  G 

Mais,  si  Ton  prend  la  trace  MA,  pour  axe  polaire,  on  a 

».-•■-!(!-»). 

donc 

,  -IHC"')]  ,*•[«■-;€ -fl 

C'est  la  célèbre  formule  de  Kummer  sur  les  segments  relatifs  au 
rayon  axial  d'une  congru ence  élémentaire. 

2°  Considérons,  en  second  lieu,  la  première  des  équations  (63) 

C08*    .    ~  COS(STi+|)     .     ~  COS(^j — i)    .     - 

-^— sin3r=  —i -sin3,  h — - -sin;7|. 

Ici  les  valeurs  limites  de  y-  dépendent  de  l'équation 

cos(2r,  —  âr,H-  i)  =  o, 

c'est-à-dire  des  angles  2r,  —  2r2-f-  «  =  ±  ->  directions  perpendi- 
culaires  à  celles  trouvées  dans  le  premier  cas. 

En  désignant  par  p-  le  minimum  et  par  p-  le  maximum  de  =-  et 

substituant  inversement,  si  Ton  veut,  les  sommes  algébriques  aux 
produits,  on  trouve 

2   __  i  —  sin(3r — i)       i-t-sin(3r  —  i) 
2        i-+-  sin(3r  -+•  i)       i  —  sin(Sr  -+- 1) 


7 
d'où 


V 


••y 
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et,  finalement, 


_  si"'  (»,  +  ;)       cos'  («1  +  ;) 


C'est  la  formule  complémentaire  de  celle  de  Kummer,  qui  n'avait 
pas  encore  été  remarquée,  croyons-nous. 

39.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer,  en  terminant,  comment 
on  pourrait  parvenir  aux  mêmes  résultats  en  prenant  comme  point 
de  départ  la  formule  (58),  savoir  : 


(-5)*— (-5)* 


Il  suffît  d'observer  pour  le  premier  cas,  par  exemple,  que  d\  €1 
rfrç  ne  différant  pas  des  coordonnées  horizontales  de  l'extrémité  K, 
de  I|K|,  on  doit  avoir 


dst       sinSrt 
ast        sin  3t 


dr\  __  sin(3r,-4-  i) 
d\  ~~  sin(3r,— -  i) 


Faisant,  après  cela,  Ç  =  Ç/,  Ç4  =  /yf  et  £2=/*^,  afin  de  prendre 
pour  plans  des  coordonnées  les  plans  focaax,  on  retombera  sur  la 
seconde  des  formules  (63). 

Pour  le  second  cas,  il  faudra  remplacer  i  par  i dans  le  rap- 

port  ^ ,  poser  Ç  =  Çy  avec  Çf  =  rft  et  Ç2  =  />• ,  et  ces  hypothèses, 

introduites  dans  l'équation  (58),  feront  obtenir  la  première  des 
formules  (03).  Les  calculs  s'achèveront  ensuite  comme  précé- 
demment. 
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Sur  C identité  des  péninvariants  des  formes  binaires  avec 
certaines  fonctions  des  dérivées  unilatérales  de  ces  formes; 
par  M.  R.  Permit. 

(Séance  du  ai  décembre  1887.) 

1.  Dans  un  travail  récent  (f),  M.  Hilbert  a  établi  que  tout 
covariant  ou  invariant  d'une  forme  binaire,  écrite  avec  une  seule 
variable  non  homogène,  peut  s'exprimer  en  fonction  de  cette 
forme  et  de  ses  dérivées  unilatérales  (c'est-à-dire  prises  par  rap- 
port à  cette  variable  unique);  et  que,  réciproquement,  toute  fonc- 
tion homogène  et  isobarique  de  la  forme  et  de  ses  dérivées  uni- 
latérales est  un  invariant  ou  un  covariant  de  la  forme,  pourvu 
qu'elle  satisfasse  à  une  certaine  équation  différentielle. 

Cette  propriété  est  particulièrement  curieuse  en  ce  qui  con- 
cerne les  invariants,  car  chaque  invariant  fournit  ainsi  une  fonc- 
tion de  la  forme  et  de  ses  dérivées,  d'où  la  variable  disparaît 
d'elle-même.  M.  Hilbert  a,  d'ailleurs,  indiqué  l'existence  de  théo- 
rèmes analogues  pour  les  systèmes  de  formes  binaires,  ainsi  que 
pour  les  formes  ternaires,  quaternaires,  etc.  Mais  il  ne  paraît  pas 
avoir  remarqué  que  les  péninvariants,  tant  des  formes  binaires 
que  des  formes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  et  des  sys- 
tèmes de  formes,  jouissent  de  propriétés  tout  à  fait  semblables, 
ainsi  que  je  me  propose  de  le  montrer. 

2.  Considérons  d'abord  une  forme  binaire  unique  y,  écrite  sous 

forme  non  homogène, 

..  ,       nin  —  i) 

(1  )  /=  a0xn-\-  wfl^'»"1-! dix"-*-*-  . .  .-h  an. 

là 

Soient/"i,  /*2<  .-•»//#  ses  dérivées  successives.  On  a  identique- 
ment, pour/?  =  o,  1 ,  .  .  . ,  /?, 

(.,,         :  *,,=/„  ,,_     /,,.,^,-x.  '     /■/l./lM__...^(_l)/i      yMï 
pourvu  que  l'on  convienne  que/'u  =  /et  o!  =  1. 


(')  l'eber  eine  Itarxtcltungsweisc  fier  invariant?/!  Gebtïde  im  binâren  For- 
mengebicte  (  Mnthcnuttischc  Annalen.  t.  \\\;  1^7). 
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En  effet,  prenons  la  dérivée  totale  du  second  membre;  puisque 
fn+\  =  o,  les  termes  obtenus  se  détruisent  deux  à  deux  :  ce  second 
membre  a  donc  une  valeur  indépendante  de  x,  et  Ton  reconnaît 

immédiatement,  en  faisant  x  =  o,  que  cette  valeur  est  bien  — \  ap. 

Désignons  maintenant  par  -—  la  dérivée  partielle  de  apy  prise 

en  considérant  les   quantités  f  comme  constantes.  La  relation 
identique  (a)  donne 

n\  dap  f  x  *  x1  f  __  n\ 

et,  par  suite. 

_  N  dap 

(3)  ^=  — />«/»-. 

Soit  enfin  t>  un  pénin variant  quelconque  de  y,  écrit  en  fonction 

de  Gqj  éï|  ,  •  •  •  i  &  tu 

i>  =  ©(a0,ai,  ...,  an). 

Remplaçons  dans  l'expression  de  ce  péninvariant  a0,  «i,  . . . ,  an 

par  leurs  valeurs  respectives,  tirées  de  (a),  en  fonction  de"  a:  et 

des/.  Je  dis  que  la  variable  x  disparaîtra  d'elle-même  du  résultat. 

Il  suffit,  pour  l'établir,  de  montrer  que  la  dérivée  partielle  de  e, 

prise  par  rapport  à  x,  en  traitant  les  y  comme  des  constantes, 

sera  identiquement  nulle.  Or  cette  dérivée  partielle  sera  évident-    • 

ment 

dv         do    da0        do    day  do    dan 

dx        da0    d.r         da\    d.r        '"'        dan    dx 

ou,  en  vertu  de  (3), 

dv  (do  do        _        do  do\ 

Mais  l'évanouissement  identique  du  second  membre  de  (4)  est 
précisément  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  o  (sup- 
posée, bien  entendu,  homogène  et  isobarique)  soit  un  péninva- 
riant de  f. 

Dès  que  x  doit  disparaître  du  résultat,  il  est  clair  qu'on  ob- 
tiendra l'expression  du  pén  invariante  en  fonction  de/,/.,, . .  .  ,//f, 
en  remplaçant  simplement  dans  o  chaque  coefficient  ap  par  le 

premier  terme  de  sa  valeur  tirée  de  (2),  c'est-à-dire  par  J—^flt_p. 
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Dès  lors,  l'équation  différentielle 

d  d  d  d 

qui  définit  les  péninvarianls  comme  fonctions  de  a0j  al7  .  . .,  de- 
vient, lorsqu'on  les  regarde  comme  fonctions  de/,/M  . . ., 

Réciproquement,    si    une    fonction    homogène    et    isobarique 
${fifi*m  '  •>•/"")  satisfait  à  la  condition  (6),  la  fonction  des  a,  ob- 


/i! 


tenue  en  remplaçant/^  par     _'    f  an^py  satisfera  à  la  condition 

(5)  et  sera,  par  suite,  un  péninvariant  de/,  et  ce  péninvariant 
donnera  bien  ^  lorsqu'on  y  remplacera  les  a  par  leurs  valeurs  com- 
plètes (a)  en  fonction  des  y  et  des  x.  Nous  pouvons  donc  dire  : 

Théorème  I.  —  Tout  péninvariant  {coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  x  dans  un  covariant)  ou  invariant  d'une 
forme  binaire  f  est  identique  à  une  fonction  de  f  et  de  ses 
dérivées  unilatérales  f{9  f2, . .  »,fn  (c'est-à-dire  prises  par  rap- 
port à  la  seule  variable  x),  satisfaisant  à  l'équation  (6);  et, 
réciproquement,  toute  fonction  homogène  et  isobarique  de  f  et 
de  ses  dérivées  par  rapport  à  x  qui  satisfait  à  l'équation  (6) 
est  identique  à  un  péninvariant  ou  à  un  invariant  de  f.  Le 
passage  d'une  expression  à  l'autre  s'obtient  en  échangeant 

aP  ct  n\  Jn-p* 

3.   Si,  au  lieu  d'un  péninvariant,  nous  avions  pris  un  covariant 

w  =  o(x,  aQ,  al%  .  .  .,a„), 

nous  aurions  été  conduit,  en  suivant  la  même  marche,  à  la  relation 

d\v        do        /         do  do  do  \ 

dx         dx       \       da.\  dtn  danJ 

do 
au  lieu  de  Ja  relation  (4),  -j\  étant   la  dt'rivée  partielle   de  es    par 

rapport  à  x,  pri«c  en  traitant  les  a  comme  des  constantes.  Mais, 
en  vertu  de  la  propriété  bien  connue  que  M.  Cavley  a  même 
adoptée  comme  définition  des  covariants,  le  second  membre  do  (-) 
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est  identiquement  nul  :  \v  ne  contiendra  donc  explicitement  que 
fif\i  ••  ")/»>  et  non  p'lls  x*  Dès  lors,  pour  obtenir  l'expression 
d'un  covariant  en  fonction  des  f1  il  suffit  d'y  supposer  x  =  o,  ce 

qui  le  réduit  à  son  dernier  terme,  et  de  remplacer  ap  par  ~  f„_p  ; 

comme  le  dernier  terme  se  déduit  lui-même  du  péninvariant, 
source  du  covariant  considéré,  par  la  permutation  de  a0  avec  aH, 
a.\  avec  an_{1  . . .  (au  signe  près,  toutefois,  sTil  s'agit  d'un  cova- 
riant gauche),  il  suffit,  en  définitive,  de  prendre  le  péninvariant, 

source  du  covariant,  et  d'y  remplacer  ap  par \/p9  L'équation 

différentielle  (5),  à  laquelle  satisfait  ce  péninvariant,  devient,  par 
l'effet  de  cette  substitution, 

(8)     nf-±  -h  a(»  -  ,)/,  ^  +  3(»  -  *)/,  ^  -H  . . .  H-  «/,-,  {f-  =  o. 

Telle  est  bien  effectivement,  en  tenant  compte  de  la  différence 

des  notations,  la  relation  trouvée  par  M.  Hilbert  comme  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  fonction  homogène  et  isoba- 
rique  dey*  et  de  ses  dérivées  unilatérales  soit  un  covariant  Aef 
On  peut  réunir,  dans  l'énoncé  très  simple  que  voici,  le  résultat 
de  M.  Hilbert  et  celui  que  nous  avons  obtenu  plus  haut  : 

Théobème  II.   —  Si,  dans  un  péninvariant  de  la  forme  bi- 

naire  /,  on  remplace  chaque  coefficient  ap  par  *-jftl_p,  on  ob- 

tient  V expression  de  ce  péninvariant  en  fonction  de  f  et  de  ses 
dérivées  unilatérales  f\,fi,*'>,fn\  cette  expression  satisfait 
à  l'équation  (ti).  Si  Von  remplace,  au  contraire,  chaque  coef- 

ficient  ap  par r~  fpi  on  obtient  {au  signe  près)  V expression 

en  fonction  de  f  et  de  ses  dérivées  unilatérales  du  covariant 
complet  dont  le  péninvariant  donné  est  la  source,  et  cette  se- 
conde expression  satisfait  à  l'équation  (8).  Pour  un  invariant, 
les  deux  substitutions  conduisent  au  même  résultat  (au  signe 
près),  et  V expression  obtenue  satisfait  à  la  fois  aux  équa- 
tions (6)  et  (S). 

Réciproquement,  toute  fonction  homogène  et  isobarique  de/ 
et  de  ses  dérivées  unilatérales  est  un  péninvariant  de  f  si  elle 
satisfait  à  la  condition  (6);  un  covariant,  si  elle  satisfait  à  la 
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condition  (8);  an  invariant  si  elle  satisfait  k  la  fois  anjc  con- 
ditions  (6)  e*  (8). 

4.  Considérons  maintenant  une  équation  différentielle 

(9)  F(r./,7'.--^(-,)  =  o, 

où  ^  est  une  fonction  inconnue  dé  la  variables,  laquelle  ne  figure 
pas  explicitement.  Supposons  que  F  satisfasse  à  la  condition  (6), 
c'est-à-dire  qu'on  ait  identiquement 

* 

4 

.    .        ,rfF        .rfF  ...     rfF  rfF 

(10)  7  dy  +* d?  +  •  ' ' +Jr    dj*=fi  =  °       0U        ~3S  =  °- 

Comme,  d'autre  part,  on  a,  en  différentiant  (9), 

.     "  •  * 

,  rfF         .rfF  ...     rfF  .  •„  rfF 

c 

il  vient  simplement,  en  remarquant  que  F  contient  y^m)  par  hypo- 

dF 
thèse  et  que  -j-53  ne  peut  donc  être  nul,  < 

*  °  * 

ce  qui  signifie  que  y  est  de  la  forme  parabolique 

(11)  /  =  A0+  A|3?  +. . .+  AbJ». 

Mais  alors  le  théorème  I  nous  apprend  que  F  est  identique  à  une 

fonction  des  péninvariants  de  y  considérée  comme  forme  binaire, 

1 
fonction  facile  à  obtenir  en  remplaçant  dans  F yW  par —^  an-pi 

c'est-à-dire  par  p\Ap;  il  suffit  donc  d'égaler  à  zéro  cette  fonc- 
tion des  péninvariants  pour  que  l'expression  (11),  où  il  reste  n 
constantes  arbitraires,  satisfasse  à  l'équation  (9)  et  en  soit  l'in- 
tégrale générale.  Nous  obtenons  ainsi  ce  théorème  : 

Théorème  III.  —  Si  une  équation  différentielle  d'ordre  «> 

où  la  variable  ne  figure  pas  explicitement,  admet  l'intégrale 
générale  parabolique 
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la  relation  qui  lie  les  n  -+- 1  arbitraires  est  simplement 

F(A0,  Ai,  i\  Ai, 3!  Aj,  . . .,  n\  A„)  =  o. 

Réciproquement,  si  dans  la  for  me  binaire  générale  d'ordre  /*, 
écrite  avec  une  seule  variable  non  homogène,  on  suppose  don- 
née  une  relation  entre  les  coefficients  et  qu'on  calcule  V équa- 
tion différentielle  du  nième  ordre  à  laquelle  satisfait  la  forme 
après  élimination  de  tous  ses  coefficients,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  cette  équation  différentielle  ne 
contienne  pas  explicitement  la  variable  est  que  la  relation 
donnée  entre  les  coefficients  se  réduise  à  une  relation  entre 
des  péninvariants  {ou  invariants)  de  la  forme. 

Il  n'est  nullement  nécessaire  que  F  soit  homogène  ni  isobarique 
par  rapport  à^  et  ses  dérivées. 

Soit,  comme  exemple,  l'équation  différentielle 

(12)        m(2fr'— ym%)'x+  p(y%—  -*y  ym  +  *yy"f  -+  q  =  o, 

où  /n,  /?,  q,  a,  jî  sont  des  constantes  quelconques.  Son  premier 
membre  satisfait  a  la  condition  (io).  Elle  admet  donc  pour  inté- 
grale générale 

y  =  a  -f-  bx  -h  ex1  -f-  dx*-+-  ex*, 

les  cinq  arbitraires  a,  6,  c,  d,  e  étant  liées  par  l'équation 

(i3)        2**3*m(8ce  —  3rf*)*-h  2lP/>(c*  —  3bd+i-?.ae)ï  +  q  =  o, 
comme  il  est  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier  directement. 

5.  Si  l'on  cherchait  à  intégrer,  par  un  procédé  analogue,  une 
équation  différentielle  dont  le  premier  membre  satisferait  non 
plus  à  la  condition  (io),  mais  à  la  condition 

équivalente  à  (8),  pour  une  certaine  valeur  de  n,  on  serait  con- 
duit à  prendre  pour  intégrale  une  forme  binaire  non  homogène 
du  Aiieme  ordre  et  à  écrire  r  + 1  relations  entre  les  coefficients  de 
cette  forme,  r  étant  Tordre  de  celui  des  covariants  qui  est  de 
l'ordre  le  plus  élevé  parmi  ceux  dont  la  somme  est  identique  au 
premier  membre  de  l'équation  différentielle  donnée.  Le  plus  sou- 
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vent  doue  on  n'obtiendrait  pas  l'intégrale  générale;   il  pourrait 
même  arriver  qu'on  n'en  obtînt  aucune. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation  différentielle 

(i5)  h'y—  V'1—  ?  =  o, 

qui  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (10),  mais  qui  satisfait  à  la  con- 
dition (i4)  pour  n=  3.  Posons  donc 

et  exprimons  que  le  covariant  de j\  qui  est  identique  à  Syy" —  ^y*, 
est  égal  à  q,  quel  que  soit  x.  La  source  de  ce  covariant  s'obtien- 
dra, d'après  le  théorème  H,  en  remplaçant  respectivement y,y> 

3f         3  ' 
y  par  a0,  -j«u  —i^'it  ce  qui  donne  iS(a0a2  —  à\).  Ce  covariant 

est  donc  le  hessien,  et  les  relations  demandées  sont,  par  suite,  au 
nombre  de  trois,  savoir 

«o#î —  <*}     =  o, 
au  #3 —  «î^t  =  o, 

Mais  on  voit  sans  peine  que,  si  <7^o,  ces  trois  relations  sont  in- 
compatibles :  il  n'existe  donc  pas  d'intégrale  de  forme  parabo- 
lique. Si  q  =  o,  les  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  savoir 


ci\        a*        a-s 


et  Ton  obtient  l'intégrale 

y  —  aK)(j-  4-  X  )3. 

qui  renferme   deux    arbitraires  et    est  bien    l'intégrale   générale, 
comme  on  le  savait  d'avance. 

Soit,  au  contraire,  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre 

En  appliquant  le  même  procédé,  on  est  conduit  à  annuler  les 
quatre  coefficients  du  covariant  cubique  de  la  forme  générale  du 
troisième  ordre;  d'où  quatre  conditions  qui  se  réduisent  à  deux, 
et  1  on  arrive  finalement  à  la  même  intégrale  que  pour  l'équation 
précédente;  seulement,  ici  ce  n'est  plus  qu'une  intégrale  particu- 
lière à  deux  constantes  arbitraires,  lit,  en  effet,  l'intégrale  gêné- 
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raie  serait 

y  =  (ao?*-+-  bx  -h  c)f 

et  l'intégrale  particulière  trouvée  correspond  au  cas  où  62=  \ac. 
Il  existe  d'ailleurs  des  équations  différentielles  dont  le  premier 
membre  (ne  contenant  pas  la  variable)  satisfait  à  la  condition  (i4) 
pour  une  valeur  fractionnaire  ou  négative  de  n  et  dont  l'intégrale 
générale  peut  être  obtenue  en  posant  y  =  s*  et  disposant  conve- 
nablement de  a.  Ainsi,  l'équation  différentielle  des  coniques 

(17)  9y*y'  —  &/ymy«  -h  40/"»  =  o, . 

lorsqu'on  y  regarde  y  comme  la  fonction  cherchée,   satisfait  à 

la  condition  (i4)  pour  n  =  —  3,  et  s'intègre  en  posant  y=  z  5, 
z  étant  un  polynôme  arbitraire  du  second  degré  en  x.  Ainsi  en- 
core l'équation 

(18)  yy"  +  i/ym  +  3y"*  =  o 

satisfait  à  la  condition  (i4)  pour  /i  =  |  et  s'intègre  en  posant 

i 
y  =  z*,z  étant  un  polynôme  arbitraire  du  troisième  degré  en  x\ 

cette  équation  différentielle  est  celle  des  cubiques  qui  admettent 

l'axe  des  x  pour  axe  de  symétrie. 

Mais  ce  sujet  nous  entraînerait  trop  loin  et  demande  une  étude 

spéciale. 

6.  Outre  les  covariants,  invariants  et  péninvariants,  il  existe 
encore  d'autres  fonctions  des  coefficients  et  de  la  variable  d'une 
forme  binaire,  qui  jouissent  de  la  propriété  dont  nous  nous  occu- 
pons, savoir  d'être  identiques  à  une  fonction  de  la  forme  et  de  ses 
dérivées  unilatérales,  sans  que  la  variable  apparaisse  explicite- 
ment. Ce  sont  les  fonctions  que  M.  Deruyts  a  étudiées  sous  le 
nom  de  semi-covarianls  dans  un  travail  récent  [Développements 
sur  la  théorie  des  formes  binaires  [Bulletin  de  ly Académie 
royale  de  Belgique;  1887)].  Les  semi-covarianls  sont  définis 
comme  satisfaisant  à  Tune  seulement  des  deux  équations  aux- 
quelles satisfont  les  covariants  :  la  démonstration  donnée  plus 
haut  au  n°  3  pour  les  covariants  ne  suppose  précisément  qu'une 
seule  de  ces  deux  équations;  elle  s'applique  donc  aussi  aux  semi- 
co variants.  Seulement,  un  semi-covariant  n'est  complètement  dé- 
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terminé  que  si  l'on  connaît  son  dernier  terme.  Soit  r  l'ordre  du 

d 
semi-co variant  par  rapport  aux  variables,  l'opération  -%=>  appliquée 

r  fois  successivement  au  coefficient  de  ce  dernier  terme,  donne,  à 
des  facteurs  numériques  près,  les  coefficients  des  autres  ternies; 
appliquée  une  fois  de  plus,  elle  donne  zéro. 

On  en  conclut  immédiatement  que,  si  -^  représente  le  résultât 
de  l'opération. 

x   à        x    d  ,      d         #       d 

•  ... 

répétée  r  fois  sur  une  fonction  de  /  et  de  ses  dérivées  unilaté- 
rales /i,/3,  • .  •  ,/*,  l'expression  d'un  semi-covariant  d'ordre  r  en 
fonction  de/,  /f ,  • . .  ,/*  satisfait  à  la  condition 

(il  en  est,  d'ailleurs,  évidemment  de  même  de  l'expression  d'ua 
co variant  d'or.dre  r);  et  que  cette  expression  s'obtiendra  en  rem-    , 

plaçant  ap  par  *~-xfn^p  dans  le  coefficient  du  dernier  terme  du 

semi-covariant.  Réciproquement,  toute  fonction  homogène  et  iso- 
barique  de /et  de  ses  dérivées  unilatérales  qui  satisfait  à  la  con- 
dition (19)  est  identique  à  un  semi-covariant  ou  à  un  covariaDt 
de  /,  d'ordre  r;  dans  ce  dernier  cas,  elle  satisfait  aussi,  comme 
nous  l'avons  vu,  à  la  condition  (i4)« 

On  peut  réunir  comme  suit,  sous  un  énoncé  unique,  les  pro- 
priétés que  nous  venons  de  considérer  relativement  à  toutes  les 
formations  invariantes  ou  semi-invariantes  .qui  dépendent  d'une 
forme  binaire  : 

Théorème  IV.  —  Toute  formation  déduite  d'une  forme 
binaire  d1  ordre  n,  et  qui  possède  le  caractère  d'invariance 
par  rapport  à  l'une  x%  des  deux  variables,  est  identique  à  une 
fonction  de  la  forme  et  de  ses  dérivées  successives  par  rapport 
à  celte  variable  seule ,  divisée  par  une  certaine  puissance  de  la 
seconde  variable  x2>  Cette  fonction  satisfait  à  la  condition  (1 9), 
/•  étant  l'ordre  de  la  formation  considérée  ;  on  l'obtient  en 
remplaçant  simplement  api  coefficient  de  x%  dans  la  forrne 
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binaire,  par  *-\  fM-p,  dans  le  coefficient  du  dernier  terme  de 

la  formation  considérée. 

Réciproquement y  toute  fonction  homogène  et  isobarique  de 
la  forme  et  de  ses  dérivées  unilatérales  {par  rapport  à  la  va- 
riable xt),  si  elle  satisfait  à  la  condition  (19),  est  identique, 
à  une  certaine  puissance  près  de  x2*  à  une  formation  d'ordre  r 
possédant  le  caractère  d' invariance  par  rapport  à  x%  :  savoir 
un  semi-covariant  si  r  >  o,  un  péninvariant  si  r  =  o,  un  cova- 
riant  si  la  fonction  satisfait  à  la  condition  (14)  fin  même 
temps  qu'à  (1 9) pour  r  >  o,  un  invariant  si  elle  satisfait  à  la 
fois  à  (i4)  et  à  (19)  pour  r  =  o. 

Il  est  clair  qu'on  peut  aussi  donner  l'énoncé  général  suivant 
pour  ce  qui  se  rapporte  à  l'intégration  sous  forme  parabolique  des 
équations  différentielles  où  la  variable  ne  figure  pas  explicite- 
ment : 

Théorème  V.  —  Si  une  équation  différentielle  d'ordre  n 

où  la  variable  ne  figure  pas  explicitement,  satisfait  à  la  con- 
dition 

d>-F 

l'intégrale  de  forme  parabolique 

y  =  A0-H  Ai#  -+-  Afj?1-»-. .  .-h  A/Ia?'1, 

la  plus  générale  possible  de  cette  équation,   s'obtiendra  en 
écrivant  les  r  équations  de  condition 


F 

= 

O, 

dV 
r/0 

— 

O, 

rf*F 

= 

o> 

d 

r-l  \? 

O, 

dw-l 


et  en  y  remplaçant  y>  y\  y",  . . .,  y[n)  respectivement  par  A0, 
Au  2ÎA2,  3!  A3,  ...,  7i  !  A,,,  ce  qui  donnera  r  relations  entre 
les  constantes  de  l'intégrale. 
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Prenons,  par  exemple,  l'équation  différentielle  du  sixième  ordre 

F  =  3oyyft  —  ioy'yf  —  •i/z'^Sy"1  =  o. 

On  trouve  successivement 


db 


=  4(57>v«  -  iyy  -4-y>,?)> 


^7  =«a/r-^y+r,)i 

rf*F 


=  o. 


On  obtiendra  donc  une  intégrale  parabolique  à  quatre  con- 
stantes arbitraires,  en  prenant 

y  =  A0-h  Ajar-h  Ajjr'-f- AjX3-h  A^a^-h  Aj#*-H  A6x* 

et  écrivant  les  trois  relations  de  condition 

i8ooA0A6 —  rooAj  A5 — SAjA^-hqAI  =  o, 

25  Ai  A« —  5Aj  A5-f-  Aj  Av=  o, 

ioAjA6—  5A3Aj-+-  aAJ  =  o, 

comme  il  est  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier  directement.  Le  serai- 
covariant  correspondant  de  la  forme  du  sixième  ordre 

(a,  b,  c,  d,  e,fy  g\x,  y)* 
serait 

(  ae  —  \bd  -+-  3c*)j?2-f-  (af —  ïbe  -f-  ticd)xy 

-4-  l  (  ag  —  1  bf  —  ce  -h  1  d1  ) y2. 

7.  Les  résultats  précédents  s'étendent  sans  difficulté  aux  sys- 
tèmes de  formes  binaires,  et  les  théorèmes  I,  H,  IV"  subsistent, 
avec  de  légères  modifications  d'énoncé  qui  se  présentent  d'elles- 
mêmes.  Les  théorèmes  111  et  V  pourraient  également  être  généra- 
lisés dans  cet  ordre  d'idées;  mais  il  me  paraît  inutile  d'insister  sur 
ce  sujet. 

Avant  de  passer  au  cas  des  formes  à  plus  de  deux  variables,  il 
convient  de  remarquer  encore  que  rien  n'empêche  de  rester  dans 
riivpothèse  des  variables  homogènes  :  il  faut  alors  diviser  l'ex- 
pression différentielle  trouvée  pour  les  formations  invariantes  ou 
semi-invariantes  relativement  à  l'une  xK  des  variables  par  jc*, 
-  étant  le  poids  par  rapport  à  xt  du  coefficient   de   la  plus  haute 
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puissance  dext  dans  celle  formation;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
remplacer  ap  par  -^-j-  ■-— ~p  dans  Je  coefficient  de  la   plus   haute 

puissance  de  x2  et  multiplier  par  cette  plus  haute  puissance. 

Tout  invariant  ou  covariant,  pouvant  être  considéré  à  volonté 
comme  jouissant  de  la  propriété  d'invariance  à  l'égard  de  Tune  ou 
de  l'autre  des  deux  variables,  aura  deux  expressions  équivalentes, 
Tune  en  fonction  des  dérivées  unilatérales  par  rapport  à  xif  l'autre 
en  fonction  des  dérivées  unilatérales  par  rapport  à  3*2  :   en  les 

égalant,  on  obtiendra  une  expression  du  rapport  (  —  )    en  fonction 

de  la  forme  et  de  ses  dérivées.  Toutes  les  identités  qu'on  peut  ob- 
tenir par  cette  voie  découlent  évidemment  du  théorème  des  fonc- 
tions homogènes,  et  Ton  pourrait  inversement,  en  appliquant 
ce  théorème  plusieurs  fois  et  dans  le  sens  convenable,  obtenir 
a  priori  les  expressions  des  invariants  et  covariants  sous  forme 
de  fonctions  de  dérivées  unilatérales. 

8.  Pour  étendre  les  résultats  précédents  aux  formes  et  systèmes 
de  formes  à  plus  de  deux  variables  homogènes,  on  peut  employer 
un  mode  de  raisonnement  calqué  sur  celui  qui  nous  a  servi  pour 
les  formes  binaires.  Soit,  par  exemple,  /une  forme  d'ordre  n  aux 
p  variables  homogènes  xiy  x2,  . . . ,  xpy  écrite  avec  les  coefficients 
polynomiaux;  soient  #/,/,...,*  le  coefficient  de  x\  x!2  . . .  xkp_x  x^* 
dans  f  (a  =  i -f-  j  4-. .  .-f-  À),  et  fqs,...,t  la  dérivée  partielle 

^7+r-K..-+-/ 

■  '   —  —     -  —        • 

dx\dxr% . ..  dxfc-t 

Il  est  aisé  de  vérifier  tout  d'abord  l'exactitude  de  l'identité  sui- 
vante, dont  (a)  est  le  cas  particulier  correspondant  à  p  =  2  : 

n\  1 

-+-—i(xlfi+*J A •"+-  *xlxlfi+\,J+U...,A -+-"'-*-  Tî>-1  fi  J,...,A+t) 

(  _  i)n-a  _  _ 

On  en  conclut  les/?  —  1  relations,  analogues  de  (3), 
(21)    rp—j£-'%k  =  —  ("  —  *)«/,/...  ,a-m *.        (9  =  i,'i,  ..../>  — 1), 


«.  %7 


I?  j-j 
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où  h  est  l'exposant  de  xq  dans  le  terme  de /qui  a  pour  coefficient 

On  démontre  dès  lors  sans  difficulté  que  tout  invariant  on 
plninvariant  pur  relatif  A  xs  (coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  xK  dans  un  co variant  pur)  ne  contient  plus  explicitement  £«, 
X*,  ...,  xp_i?  lorsqu'on  a  remplacé  dans  son  expression  les  coef- 
ficients a  par  leurs  valeurs  tirées  de  (  20),  et  cela  en  vertu  des 
équations  différentielles  connues  auxquelles  satisfont  les  inva- 
riants et  péninvartants  purs.  Seulement*  ces  équations  sont  ae 
nombre  de  p(p  —  1)  en  tout  pour  les  invariants,  et  de  (/►  — i)4 
pour  les  péninvariants,  tandis  que  daqs  la  démonstration  indiquée 
ci-dessus  il  n'en  est  utilisé  que  p  —  1,  savoir  celles  qui  dans  11 
notation  de  M.  Cayley  s'écriraient 


(as) 


(*>£y 


(?=:i,a,  •..,/>  —  !), 


et  qui,  sont  également  satisfaites  par  tout  péninvariant  pur  felatif 
à  a? ti  &t  j  •  •  •  »  xt-\  •  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  sui vaut  :  - 

■  Théorème  VI.  — -  To\it  invariant  ou  péninvariant  pur  relatif 
à  une  des  variables,  d'une  foYme  (ou  *  d'un  système  de  p 
formes),  à  variables  homogènes,  est  identique  à  une  /onction 
de  ces  formes  et  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à 

cette  variable  et  à  p — 2  autres  choisies  arbitrairement,  divisée 
par  une  certaine  puissance  de  la  pième  variable .  Cette  fonc- 
tion s}obtient  en  remplaçant  chaque  coefficient  a/y...*   [coef 
Jicient  de  x\  x!x . . .  x ■*     x"lza,  (»  =  *  +  /"  4-  •  •  •  4-  Ar)  dans  la 


.(«-»)! 


d»f 


forme  f,  supposée  d'ordre  n],  pat  — --,—  ^  ^       ^    , 
elle  satisfait  aux  p  —  i  équations  différentielles 


X2i  ft+ij * 


(»3) 


22/. 


/  •>-+-!  ,...,* 


dftJ * 

d 


=  O, 


=  O, 


22  /ij *+!  df^Zk 


=  o, 


où  le  premier  signe  2,  dans  l'ordre  du  calcul,  s'applique,  pour 
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une  même  forme  f  à  toutes  les  valeurs  de  «,  j\  . . .,  k,  telles  que 
la  somme  <r  =  i -+-  j  -t-. . .+  k  soit  au  plus  égale  à  n  —  i  ;  et  le 
second  signe  S  étend  l'opération  à  toutes  les  formes  indépen- 
dantes. 

Mais  il  n'est  plus  permis  d'ajouter,  comme  lorsqu'il  s'agissait 
de  formes  binaires,  que  réciproquement  toute  fonction  homogène 
et  isobarique  de  formes  à  p  variables  et  de  leurs  dérivées  par  rap- 
port à  p  —  i  de  ces  variables,  si  elle  satisfait  aux  p  —  i  équa- 
tions (^3),  sera  un  invariant  ou  un  péninvariant  pur  relatif  à  xK 
du  système  de  ces  formes  :  elle  pourra  être  aussi  bien  un  pénin- 
variant relatif  à  x2,  ou  à  .r3,  ...,  xp_{J  ou  un  agrégat  de  péninva- 
riants  de  ces  diverses  natures,  ou  peut-être  même  une  fonction 
d'autre  genre;  car  il  n'est  pas  démontré,  à  notre  connaissance 
(bien  que  ce  soit  assez  probable),  que  les  équations  (22)  caracté- 
risent exclusivement  (es  péninvariants  relatifs  aux  variables  xtl 

En  raisonnant  de  la  même  manière  pour  les  covariants  purs,  on 
verrait  sans  peine  que  tout  covariant  pur  est  identique,  à  une 
puissance  près  de  l'une  quelconque  des  variables,  à  une  fonction 
des  formes  indépendantes  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux 
p  —  1  autres  variables  ;  que  cette  fonction  s'obtient  en  remplaçant, 
dans    le    péninvariant   relatif  à  là  pième    variable,    «(/...*  par 

—j—fij...**  hji  •  ••>  k  étant  les  indices  relatifs  aux  p  —  1  varia- 

bles  conservées  ;  qu'elle  satisfait  à  p  —  1  équations  différentielles 
analogues  à  (i4)î  qu'enfin,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  déri- 
vées par  rapport  aux/?  variables,  chaque  covariant  (ou invariant) 
possède  p  expressions  distinctes,  donnant  lieu  à  p  —  1  identités 
qui  pourraient  se  déduire  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 
tandis  que  chaque  péninvariant  ne  possède  que  p  —  1  expressions 
distinctes,  et  ne  donne  lieu  qu'à  p  —  2  telles  identités. 

9.  On  peut  arriver  aux  résultats  trouvés  ci-dessus  pour  les  in- 
variants et  péninvariants  purs  des  systèmes  de  formes  à  plus  de 
deux  variables,  en  suivant  une  autre  marche,  qui  a  l'avantage  de 
conduire  à  une  généralisation  immédiate  en  ce  qui  concerne  les 
contrevariants  et  les  péninvariants  mixtes. 

Soient  f  f,  f",  . . .  tant  de  formes  indépendantes  et   simul- 


n  —  œ! 
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ta  nées  qu'on   voudra,  à  p  variables  homogènes  x%\  jra, ...,  x^ 
respectivement  d'ordres  nf  /i',  n",  . . .  \  savoir 

/  =  ax\-\-  nyixï~x h — ; — -«p|J"J_,-+-. ..+  «,. 

/'  =  a'jrf -+-  n#(p>î'-«  -f-. . ., 


» 


et  soit  m  le  covariant  identique 

J'ai  montré  ailleurs  (*)  que  tout  invariant,  contre  variant,  pénin- 
variant  pur  ou  mixte  (coefficient  de  là  plus  haute  puissance 
de  xK  dans  un  covariant  pur  ou  mixte)  du  système  (A)  des  formes 
fjft ...  devient,  quand  on  le  multiplie  par  une  puissance  con- 
venable de  ci,  une  fonction  entière  de  <z,  a',  . . .,  de  Si  et  des  in- 
variants d'un  système  déterminé  (B)  de  formes  aux  p  —  i  variables 
x2,  x%% . . .,  xpi  composé  comme  suit  : 

i°  Des  n —  i  péninvariants  principaux  (sources  des  covariants 
associés)  de  y,  traitée  comme  forme  binaire  oùa?t  serait  le  rapport 
des  deux  variables  homogènes; 

2°  Des  n!  péninvariants,  sources  des  jacobiens  de  tout  ordre  de 
/et  de/*,  traitées  comme  formes  binaires; 

3°  Des  //*-+-  7tw-f-.. .  péninvariants  analogues  pour  /*,/",  ..., 
combinées  de  même  avec/; 

4°  De  la  forme  spéciale 

cette  dernière  devant  être  traitée  comme  si  elle  étail  à  coefficients 
constants. 

Ceci  posé,  admettons  pour  un  instant  comme  démontré  que 
tout  invariant  d'un  svstème  de  formes  à  p  —  i  variables  j%, 
#3,  ...,  xp  est  identique  à  une  fonction  entière  de  ces  formes  et 
de  leurs  dérivées  par  rapport  a  p  —  a  des  variables,  divisée  par 
une  certaine  puissance  de  la  (p  —  i)ime.  11  suffira  de  montrer  que 
chacune  des  formes  du  svstème  (B),  ainsi  que  tf,  a',  ...  et  ;t 
s'expriment  en  fonction  entière  des  formes  du  svstème  (A),  y  com- 
pris gt,  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  à  xlt  pour  qu'il  soit  établi 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,   t.  CtV,   p.    ioy,   aai,   :»**i 
(i8K7). 
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que  tout  invariant,  contrevariant,  péninvariant  pur  ou  mixte  du 
système  (A)  s'exprime  à  son  tour  en  fonction  entière  des  formes 
du  système  (A)  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux/?  —  i  varia- 
bles J74,  x2,  . . .,  xp_u  à  une  puissance  près  de  xp.  Et,  puisque  la 
proposition  a  été  démontrée  directement  pour/?  =2,  elle  sera 
vraie  pour/?  =  3,  4*  •  •  •?  c'est-à-dire  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables.  Or  les  formes  du  système  (B)  qui  sont  des  péninva- 
riants  construits  avec  les  coefficients  de  fftfff,  ...,  traitées 
comme  formes  binaires  à  une  seule  variable  non  homogène,  rem- 
plissent bien  la  condition  indiquée.  Il  en  est  de  même  de  la  forme 
spéciale  ^  qui  fait  partie  du  système  (B),  car  on  peut  l'écrire 

j_      dnf  i         dm   dn~i f 

*  ~~  ~n\mdx:l  ~~  n  —  iî  dx[  dx'{   »  ' 

et  il  en  est  encore  de  même  des  quantités  a,  «\  ...  et  £, ,  car  on  a 
évidemment 

_  _!_  dJLÙ 

a  ~  n\  dœ"' 


t         dus 

*     Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Tout  invariant^  contrevariant,  péninva- 
riant pur  ou  mixte  relatif  à  #,,  d' une  forme  ou  d'un  système 
de  formes  à  p  variables  homogènes,  peut  s'exprimer  comme 
fonction  entière  des  formes  du  système,  du  covariant  iden- 
tique, et  des  dérivées  tant  de  ces  formes  que  du  covariant 
identique  prises  par  rapport  à  xx  et  à  p  —  2  autres  variables 
choisies  à  volonté  t  divisée  par  une  certaine  puissance  de  la 
pième  variable.  On  obtient  l'expression  dont  il  syagit  en  rem- 
plaçant dans  la  formation  donnée  £/  par  -7—  (1  =  1,2,  ...,/* —  1); 

lp  par  ^-;    et  a/y,  ...,*,     coefficient    de    x\xJ2  ...    x*a?p-° 

J7  p  r  ' 

(t==  *  -\-J  -+- . .  .  -f-  k)  dans  la  forme  f  d'ordre  n  (supposée  écrite 

avec  les  coefficients  polynomiaux),  par  ""!«  d^ d&        dx*     ' 

n  —  a!       1      ^ 
OU  ~~nî       Zn^aJiJi  —  i*' 

'*'   •  dC  0 

XVI.  7 
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Par  analogie,  on  prévoit  que  les  covarianls  purs  et  mixtes  pour- 
ront s'exprimer  de  la  même  manière,  et  que  leur  expression  s'ob- 
tiendra en  faisant  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus  dans  le 
ji.  ri!n\  :m  i.:i:' .  source  du  covarianl  par  rapport  à  xp,  et  multipliant 
parxjj,  si  r  est  l'ordre  du  covariaul  par  rapport  aux  variables  x; 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  remplaçant  dans  le  péninvariant 
source    du    co  varia  ni    par    rapport  à  x,,    £,    par  — ;  £;,   par  jg 

(*  =  a,  3, . . ., p  —  i) ;  \,  par  ~  ;  O/,, ...,*  par  ^, /«-.,  J,...,h 

10.  Comme  exemple  des  résultais  que  donne  l'application  de 
ces  théorèmes,  voici  l'uue  des  trois  expressions  du  contre  variant 
G  de  la  forme  quadratique  ternaire  _/  =  {-£,y,  s)"  : 

!  w% 


i  \ii*j 

1  "\j,j  ay 

I  \dx  dxdy 

\         \dy  dx dy 


-imity 

__  ,    d*f  \  dm  dm 
'  dx  dy)  dx  ~3y 
df  d*f\     dm 
dy  dx*/m dy 

dx  dy* /      dx' 


il 


formule  qu'il  est  facile  de  vérifier  en  remplaçant  f,  m, 
par  leurs  valeurs  complètes. 

On  trouve  de  même  pour  la  source  (par  rapport  à  x)  du  hessien 
de  la  forme  cubique  ternairey"=(:i:,ij',  s)1 


df  d*f     d*f 
dx  dx*  dx  dy1 


\       *  dx*  xdy 
et  pour  le  hessien  complet 

■       \.  J  dx*  dy* 


I  d'f 

■\dx 


dy/   dx>       \dx*/ 


dxdy* 


d'f  d*f     d>f  df  I    d'f  V 

dx*dy       a  dx  \dx*dy) 


(afi)      II  = 


dy*         \dy)   dx* 


df  df    d*f 
dx  dy  dx  dy 
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Cette  dernière  expression  est,  comme  celle  de  G,  symétrique 
par  rapportât  et  y,  ainsi  que  cela  devait  être.  Comme  vérifica- 
tion, prenons  l'expression  du  hessien  sous  forme  de  déterminant 
où  entrent  symétriquement  les  dérivées  de/  par  rapport  aux  trois 
variables,  d'après  la  définition  connue  de  ce  co variant*,  désignant, 

pour  abréger,  par/^r  la  dérivée   .       ,      *  r  >  on  a,  à  un  facteur, 
numérique  près, 


(*7> 


H  = 


/100  /no  /101 
/no  /oîo  /on 
/101    /on    /< 


00s 


Mais  le  théorème  des  fonctions  homogènes  fournit  les  quatre 

relations 

3/      =  J'/ioo  -+■  7/010  ■+•  */ooi  » 

a/i  00  =  #/ioo  -+-  yf\  1 0  -H  -s/i 0 1  ï 


(a8) 


1  a/010  =  ^/no-+-7/oto +-5/011, 
\  2/001  =  2-/101  -h^/oii  -+-  -s/ooi- 


Si  Ton  porte  dans  la  dernière  colonne  du  déterminant  (27)  les 
valeurs  defl0l,f0Uif002  tirées  des  trois  dernières  relations  (28), 
et  qu'on  ajoute  à  cette  dernière  colonne  les  deux  premières  res- 

pectivement  multipliées  par  —  »  —  >  il  vient 


H  =  3 


/îoo  /no  /100 
/no  /ojo  /010 
/101    /on    /001 


Remplaçons  encore  dans  la  dernière  ligne  de  ce  déterminant  les 
/"par  leurs  valeurs  tirées  des  trois  premières  équations  (28),  et 
ajoutons  à  cette  dernière  ligne  les  deux  premières  respectivement 

multipliées  par  -,  -;  il  vient 


H  = 


z* 


/200       /110       /100 
/no       /010       /010 
2/100     2/010        3/ 


c'est-à-dire  précisément,  à  un  facteur  numérique  près,  l'expres- 
sion (26). 

On  pourrait  évidemment  obtenir  de  même,  au  moyen  du  théo- 


reme  des  fonctions  homogènes,  en  partant  île  l'expression  difl'é- 
renliclle  que  fournit  la  définilion  ou   la  formule  symbolique  de 
,   tout  covariant,  son  expression  telle  qu'elle  résulte  immédiatement 
de  l'application  des  théorèmes  donnés  ci-dessus. 


5m/'  une  généralisation  de  la  formule  des  accroissements  Jim 

par  T.-J.  BtUUnii 

(Scttnec  du  ■■  diicenibre  i88j.) 

1.  Soient f{u),  g(u),  fi(u),  k(u)  quatre  fonctions  réelles  de 
la  variable  réelle  U.  On  suppose  que  ces  fonctions  sont  finies  et 
continues,  ainsi  que  leurs'  dérivées  du  premier  et  dn  second 
ordre,  et  enfin  que 

/•(•v  *•(«).  *'(«).  n«). 

admettent  encore  des  dérivées 

'n*),    f-(u),    *'<«),    **(u) 

mais  qui  ne  sont  plus  nécessairement  des  fonctions  continues. 

Si  maintenant  x,  y,  z,  t  sont  quatre  nombres  inégaux,  nous 
allons  considérer  le  rapport  des  deux  déterminants 

/<*)    g{x)    K(x)     *{x) 

f(y)    g(y)    Hy)    k(y) 

fis)     g{*)     A(*>    H') 

/(')     g(')     MO     *(*) 


Nous  désignerons  ce  rapport  par  A 


Il  est  claîr  que  A  est  une  fonction  symétrique  de  x,  y,  .5    /,  ei 
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nous  pouvons  supposer 


x<y<z<t. 


On  a 

ainsi 

/(x)    g(T)    h(r)    k{x) 

l     x     x1     xz 

/O)    g(y)    h(y)    k(y) 

A 

'  y  y1  y* 

f(s)    g(z)     h(z)     k(z) 

^^^  X\ 

t        "*        •  S        — 3 

/(t)     ff(t)     h(t)     *(<) 

1                 t                  /*                  /' 

=  o. 


Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  /  par  une  variable  u, 
on  obtiendra  une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u=  z  et  pour 
h  =  £,  et  dont  la  dérivée  s'annule  par  conséquent  pour  une  va- 
leur u  =  £i  =  (z,  /),  en  désignant  par  (s,  t)  un  nombre  compris 
entre  z  et  t  (en  excluant  les  limites). 

On  a  donc 


/(x)       g(x) 

f(y)     g(y) 


A(j-)      X(^) 

h(z)      A(z) 
h'tti)    *'(Ci) 


I      j-       a**       a:3 

1-3  Z*         Z* 

O       I        2Îi       3;} 


=  O. 


Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  z  par  une  variable  u  :  on 
obtiendra  une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u=y  et  pour 
u  =  z  et  dont  la  dérivée  s'annule  pour  m  =  r,,  =  Q-,  5)  : 


/(x)       g(x)      h(x)      k{x) 

Ay)     g(y)     Ky)     Hy) 

f(rtl)     g'i^)     *'(,,,)     V(rit) 

A  (M   f'(lt)    A'«i)    *'(&) 

En  continuant  ainsi,  il  vient 


-A 


1  X  X1          X* 

i  y  y%      y* 

o  1  2T,,  3rt\ 

O  I  2$!  3Î?     f 


=  O. 


/(x)       #{x)       h(x) 

k(x) 

AU)      SU)      *'<?) 

*'(5) 

A 

/(Il)    #'<>n)     Af(i») 

*'(W 

—    » 

/(Si)     ^«1)     /i'(îi) 

*'«i) 

5  =  (',^), 

T*  1  =  O'i 

3), 

I       .T          X1 

JF3 

0     1      a£ 

35* 

0     1      arél 

3t,Î 

0     1      2;, 

3Î? 

ïi  =(-,')• 

=  o. 


•*•<£<  v<;, 


/. 


Remplaçons  maintenant  Ç,  par  une  variable  w,  on  aura  dans  le 
premier  membre   une  fonction  de  //  qui  s'annule  pour  u  =  rfcliV 


■■m;,  h^^kit  *^!Tj««r« 
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«  =  Ci  et  l'on  en  conclut 


/(*) 

>(*) 

A(x)      *(a?) 

V- 

i    a?      à?1      as* 

/'(«) 

*'<«) 

A'(î)-    **({) 

A 

o    i     ag       3|* 

/(V 

V(lll) 

A'(lt)    *'(i)t) 

^~  t\ 

o    i    atji*   Stjî 

/•(C) 

«■•(to 

o   o    a        6  Ci 

C»  =  (li»Çi)» 

*<ï<i)t<Çt< 

t. 

=?o. 


En  remplaçant  encore  7)<  par  une  variable  a,  on  trouvera,  par 
le  même  raisonnement, 


/£*)     #(*)     *(* 

)      *(*)   H 

i    a?      x*    a?* 

*                  * 

/'(È)     #'(0     *'(0     *"(«) 
/•(*))    ^Ol)    fyi)    **(*,) 

-A 

o    i    *t<  3? 

o   o    a      6i) 

i 

/"(&)    «'(Ct)    A'(Çt)    **(&)!         |o«J     6Ç, 

m 

• 

*<Ê<V<&. 

Et,  si  nous  remplaçons  enfin  Ç2  p*r  une  variable  m,  on  trouvera 

* 

/<*)     *•(*)     *(*)     *(*) 

I*      a?1    a?* 

1 

fil)     *'<0     *'(*)     ^(O 
/•(l)    éTW    h'(ri)     *"(7)) 

-A 

o    i    a£    3£» 

o    o    a      67) 

«'      1 

/"(?)    tf"(0    *"«)    *-(» 

o    o    o      6 

C  =  0!,Ci), 

*  <  ?  <  »>  <  c  <  /, 

c'est-à-dire 

/(*)      *(*)      h(x)      k(x) 

(■) 

A-       ' 

/'(O    *'(?)    A'(6)'    V(\) 

/'M  rw  a'U)  *"U) 

i!ï!3! 

• 

/"(O  *' 

'(0 

*"(Ç)    *"(» 

Ayant  £  =  (x,y),  rH  =  (y,  z)  et  tj  =  (Ç,  7j|),  on   en   conclut 
7j  =  (x,  z)  et.l'on  trouvera  de  même  Ç  =  (.r,  *). 

Le  résultat  que  nous  avons  obtenu  peut  s'énoncer  ainsi  : 


M 


Le  rapport  A  n'est  pas  plus  grand  que  —, — pr-,  et  pas  plus  petit 
que  - — pr-y>  en  désignant  par  M  la  plus  grande,  par  m  la  plus  pe- 


^^■MMi 
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tile  des  valeurs  du  déterminant, 


/(«) 


sous  les  conditions 


Ar(u)        h(u)  k (  u  ) 

ff'(u')      h'(u')  k(u') 

S'W)      h'(u')  k'(u) 

fT(um)    hn(um)  km(um) 

U     =    Xy 


u'<u   <z< 


C'est  là  un  théorème  qui  se  rapproche  beaucoup  d'un  autre 
ihéorème  donné  par  M.  IL- A.  Schwarz  (Annali  di  Matemalica 
de  Brioschi,  série  II,  t.  X).  La  limitation  que  nous  venons  d'ob- 
tenir est  un  peu  plus  resserrée  que  celle  donnée  par  M.  Schwarz. 

2.  Noire  démonstration  suppose  seulement  que  les  fonctions 

/*(w),  A''("),  A*(«0.  **(ii), 
admettent  des  dérivées 

/"(ii),  ST(*),  hm(u).  k'"(u). 

Mais  supposons  maintenant  en  outre  que  ces  dernières  fonctions 
soient  continues,  et  faisons  tendre  dans  la  formule  (i)  .r,  y,  z  et  t 
vers  une  même  limite  a\  il  viendra 


(*) 


lim  A  = 


i!a!3! 


h  (a)  k.(a) 

h' (a)  k'(a) 

h'(a)  k*(a) 

h'"  (a)  k'"(a) 


Considérons  le  cas  où  les  nombres  x,  y,  5,  t  tendent  de  telle 
façon  vers  la  limite  a,  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l'intervalle 
(#,  /).  Nous  allons  montrer  que  la  formule  (a)  subsiste  alors  sous 
des  conditions  bien  plus  larges  relatives  aux  fonctions /(w),^*(w), 
À(w),  k  (u). 

En  effet,  il  suffit  alors  que  ces  fonctions  soient  finies  ou  conti- 


#' 


"«Rft     T*i* 


*" 
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,    nues  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  et 
que  les  expressions 

* 

t'A  A 

*'(«  +  A)-A'(a)        /C(«  +  A)-  f(a) 
[ '..    — h 

.  tendent  pour  A  =  o  vers  des  limites  déterminées  que  nous  dési- 
gnerons encore  par /'"(a),  ^(à),  h"f(a),k!n(a). 

On  voit  donc  que  dans  la  suite  nous  ne  supposerons  pas 
l'existence  des»  dérivées /w(m),  ^"(w),  hm(u),  ^(u)  pour  des  va-, 
leurs  de  la  variable  autres  que  a  :  la  formule  (i)  devient  donc 

inapplicable.  Mais  nous  supposerons  toujours  * 

* 


3.  La  démonstration  de  la  proposition  que  nous  venons  d'énon- 
cer se  compose  de  deux  parties,  *  « 

D'abord  on  démontrera  que  la  proposition  est  exacte  dans  cer^ 
tains  cas  particuliers;  ensuite  on  ramènera  le  cas  général  à  ces  cas 
particuliers.  "...'. 


Posons 


(3) 


f(x)  g(x)  h(x)  k(x) 

Ax)  g(y)  h(y)  k(y) 

f(z)  g(z)  h  (m)  k(z) 

f(t)  g(t)  hit)  kyt) 


(t  —  z)B  =  o. 


En  remplaçant  /  par  une  variable  u,  on  conclura 


(4) 


Soit 


m 


f(x)  g(x)  h(x)  k(x) 
/(y)  g(y)  h(y)  k(y) 
A*)        *(*)      h(z)      k(z) 

/'«O    ^(Ct)    *'<&)    *(Ci) 

maintenant 

B=(3-j)C. 


—  B  =  o. 


Après  avoir  substitué  celte  valeur  de  B  dans  l'équation  (4),  on 
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trouvera 


(6) 


Posons 


(7) 


f(x)  g(x)  k(x)  *(.r) 

/(y)  g  (y)  h(y)  k{y) 

/'(li)  *'(ili  )  A'(iJi)  *'(li) 

/'«O  j'(Ci)  A'(Ci)  #«i> 

Tii=(^-)- 
C  =  (^-x)D 


-C  = 


o. 


et  substituons  dans  l'équation  (6)  :  on   conclura  encore   par   le 
même  raisonnement 


(8) 


Soit  encore 

(9) 

il  viendra 


/(*)      *(*)      h{x)      k(x)- 
/'(O      *'(5)      h'(l)      *'($) 
/'(il)    ^(m)    A'Oîi)    Xr'(ïu) 
/'«O    ^«i)     *'«i)     *«,) 

S  =  (^,^)- 

D  =  (Ç,-rll)E, 


—  D  =  o. 


(io) 


/(or)       ^(*)       A(«)       *(*-) 

/(S)     *''(?)     *'«)    *'(?) 

/'(11)       ^(lil)       A'(T|l)       *>„) 

/'(O    **«)     *'(«     *'(« 
ç  =  (^i,Çi)? 

et  si  nous  posons  enfin 


-  E. 


on  aura 


(12) 


/  (x)  #(x)  h(x)  k(x) 

/'(O  tf'(5)  >*'(?)  *'«) 

/'(*>)  ^(râ)  *■(*.)  **(*)) 

/'(S)  ^(î)  *'«)  **«) 


-  F  =  o. 


ïi=(?iTji)i 

^  <  5  <  1  <  ;  <  *. 

Les  équations  (3).  (5),  (7),  (9),  (1 1)  montrent  qu'on  a 

D 


F  = 


{t  -  z)(z  -y){y  -  x)(rt—  rél)(rtl  —  £)' 


•^:{- 


*.*■ 


-  *■;  i 


*    i 


et,  comme  on  a 


il  vient 
(i3) 
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* 

■i*(fe?)(îÈ4)^ 


pt,  d'après  l'équation  (12),  on  a 


0,4) 


en  posant 


/.(#)    *(*)    A.(*)    *(*) 

>*(i)  **0>>  **<*>>  **(n) 

PO  R  S 


I—*      '      v~~       <-* 

«  * 

Remarquons  d'abord  que,  à  cause  de 

•     Çi-CM)>      ii?=0%*)>      ?=(*ir)f 

*  •   ■  ■  • 

on  aura  évidemment  * 


o<Çi-l2if<,, 


o;<SÎ^|<i. 


Par  conséquent,  dans  le  cas  où  Ton  aura 


lim 


t  —  x 


=  0, 


la  formule  (i3)  permettra  d'en  conclure 

lim  A  =  o. 

Examinons  maintenant  l'expression  donnée   par   la    for- 

mule (i4)- 

La  valeur  de  P  peut  s'écrire 

\t  —  x)  Ç  —  a  \t  —  x) 


tj  —  a 


D'après  notre  supposition,  a  n'est  pas  à  l'extérieur  de  l'inter- 
valle (x}  f),  s  et  ri  sont  à  l'intérieur  de  cet  intervalle.  Par  consé- 
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Y 


quent   les   valeurs   absolues   de et  -j- 

■  t  —  X  t 

l'unité. 

D'autre  part,  d'après  notre  hypothèse, 


—  sont    inférieures   à 
x 


f(ï)-f(<>)       f'(rt)-/'{a) 


Ç-a 


t,  —  a 


tendent  Vers  une  même  limite  f"(a). 

Par  conséquent,  lorsque  f"(a)  =  o,  on  aura  certainement 

lira  P  =  o, 

et  même,  lorsque  f'"{a)  n'est  pas  nulle,  P  restera  toujours  fini. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  évidemment  aux  quantités 
Q,  R,  S,  et,  si  l'on  remarque  que  les  autres  éléments  du  détermi- 
nant (i4)  tendent  vers  des  limites  finies,  on  arrive  à  cette  conclu- 
sion : 

I.  Dans  le  cas  particulier  où  ton  a 

f~(a)=o,        ^(a)  =  o,        /r(a)=o,        *"(a)  =  o, 

la  proposition  énoncée  est  certainement  exacte,  et  Con  a  dans* 

ce  cas  * 

lim  A  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  seulement 

/"(«)=  o,        g*'ia)=o,        ^(a)=o, 

mais  K"(a)^  o.  Les  quantités  P,  Q,  R  tendront  vers  zéro,  S  restera 
fini.  Or  le  coefficient  de  S,  dans  le  déterminant  (i4)i  est 

/(*)    g(x)    h(x) 
/'(ï)    S'il)    h'{\) 

/>,)    g'iy%)   k'(rt) 

et  les  fonctions  /(m),  g{u)y  h(u)  étant  finies  et  continues,  ainsi 
que  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  ce  coefficient 
tendra  vers  zéro  dans  le  cas  où  l'on  a 


/  (a)  g  (a)  h  (a) 
fia)  g*  (a)  h'(a) 
fia)    g"ia)     h'ia) 


=  o. 


'/" 


.  -108- 

On  en  conclut  :  • 

IL  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

/"(a)  =  o,       £*(a)=o,  .     A"(a)=o 


et 


/(a)  g  {a)  h  (a) 
f(a)g>(a)  À'(a) 
f{a)    g\a)    h'{a) 


=  o, 


la  proposition  énoncée  est  exacte,  et  Von  a 

*  * 

*         *  # 

lim  A  =  o.   • 
Considérons  enfin  le  cas 

/(*)=!>  ^0*)=*,  £(*)=&. 

On  a  identiquement  * 


I  a?  a?1    *k(x) 

*  y  'y*'  *tr  ) 

i  s  s*    k(z) 

i  t  fi     k(t) 


**(a) 
i.a.3 


■      t. a. 3 


1.2    3 


i  .a. 3 


M. 


Or  on  a,  d'après  (I), 


..     M 

lira  --  =  o, 


en  sorte  qu'on  trouve  dans  le  cas  actuel 


lim  A  = 


i  .a.3 


III.  Dans  le  cas  particulier 


/a  proposition  énoncée  est  exacte  et  Von  a 


lim  À  = 


Ha) 


1.^.3 
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4.  Il  sera  facile  maintenant  de  traiter  le  cas  général. 
Pour  abréger   l'écriture,   nous    désignerons  le  déterminant  D 
ainsi 

|/(*),    *(*).    h(T),    k(T)  |. 

Comme  nous  avons  déjà  traité  le  cas 

f(a)  =  gm(a)  =  km(a)  =  àT(a)  =  o, 

nous  pourrons  supposer  que  l'un  au  moins  de  ces  quatre  nombres 

ne  soit  pas  nul,  soit 

k~(a)>o. 

Posons 

on  aura  identiquement 

D=l/i(*).  ffi(*h  Ai(*)>  *(*)!• 
et  il  est  clair  qu'on  a 

/7(a)  =  o,         ^7(a)  =  o,        A7(a)  =  o. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  où  le  déterminant 

fi  (a)  fria)  ht  (a) 
fx(a)  g\(a)  h\(a) 
/!(«)    g\(a)    h\(a) 


D|  = 


est  nul,  on  a 


lim  —  =  lim  A  =  o, 


d'après  le  lemme  II,  ce  qui  est  bien  conforme  avec  la  proposition 
générale. 

Nous  n'avons  donc  qu'à  considérer  le  cas  D^o.  Or,  dans  ce 
cas,  l'un  au  moins  des  mineurs  de  D,,  qui  sont  les  coefficients  des 
éléments  de  la  dernière  ligne  horizontale,  doit  être  différent  de 
zéro.  Supposons  que  ce  soit 

D  =     /i(«)    é't(«) 
1         fA(a)    #\(a) 

qui  n'est  pas  égal  à  zéro. 


Unj.au  moins  des  élément»/,  (a),  g, (a)  doit  être  différent  de 
zéro  ;  «apposons  que  ce  soit 

D,=./,(<f)  . 

qui  n'est  pas  nul. 
,    Calculons  encore  les  constantes 

.  R=dJ.      î-b;'       '-IV 

On  a  maintenant  identiquement 

l/.W.  «-■(*>.  *•(*).  *f»)l  =  ^l/i(»),  *,<*),(*-<■>■,  t(*)| 

+  l/i(»>.  <-i(*),  «i(*>-, £  <*-«)-,  «Mi 

!/.<*),  .-,<*),  (»-«)■,  *(»)1-  ?  l/t(«),  <*-■»>,  (*-»)•,  *(»>! 

+  |/,(x).  *■,(*)-' !(*-«.), (*-<■)■, «Ml 

et  par  des  substitutions  successive» 

+  £;?    I/i(«)-',#-«,(»-«iA*(»)I 
+  £;  !/.<*>,  *»(»)-»<•-■>.  (*-«)•,  *<*)| 

En  divisant  par  A  et  en  passant  à  la  limite,  on  trouve  directe' 
ment  les  limites  des  rapports  des  déterminants  au  second  membre 
par  les  lemmes  11  et  III.  En  effet,  ayant 

I  ■,  «,-«,  (*-«y,  «*)l-|i,  *,««,t(*)|, 

il  vient  d'abord,  d'après  III, 

lim  1 1,  r,  *",  <(*)!  :  1  -  T-^7s  «"<«>. 
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Les  trois  autres  rapports  sont  nuls  d'après  le  lemme  II;  en  effet, 
on  a 


fi(a)  —  ro  o 

/ï(«)  o  i.a 

/t(«)    g\(a)  o 

/ï(a)    rf(a)  i.a 

/i(«)    ^i(«)  A't(a) 

/î(a)     rf(a)  h\(a)-p 


=  2(D,— r)  =  o, 


=  2(0,-^0,)=  O, 


=  Dj—  pDs  =  o. 


Il  vient  donc 


..     D         par     ._.    x        A"(a) 
hm  Â  =  ÏT7T3!  A  (o)  =  ÏÏTiT! 


i!î!3! 


/î(«)    *ï(«) 


A,  (a) 
A',  (a) 

*ï(«) 

*i(«) 


*(«) 


O 


h\(a)    k'(a) 

h\(a)    A"  (a) 

o        km{a) 


ou 


..     D  i 

lim  --  =  -j — r^- 


/(<*) 
/(«) 


g  («) 


A  (a) 
A' (a) 


A-  (a) 


/'(a)    ^(a)    A' (a) 

/~(a)    *"<a)    h"  (a)    A"  (a) 


Notre  proposition  est  ainsi  démontrée  dans  toute  sa  géné- 
ralité. 

Il  est  clair  que  la  condition  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l' in- 
tervalle (x,  t)  sera  toujours  satisfaite  si  Ton  suppose  que  l'un  des 
nombres  x,  y,  z,  t  reste  constamment  égal  à  a\  les  autres  peuvent 
alors  tendre  vers  a  d'une  manière  quelconque. 

Nous  avons  considéré  des  déterminants  du  quatrième  degré, 
mais  il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu'on  peut  énoncer  un  théo- 
rème analogue  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  n  de  fonc- 
tions (n  ^  2). 


5.    Pour    montrer    une   application,    considérons   une    courbe 


1    • 

'-                •'       # 

-111- 

■  V^P^ 

gauche 

*=?('). 

rmWh     i 

=  x<<>. 

»(«).  H')> 

Soit  M 
adopterons 

-/(f)  étanl  des  fonctions  réelles  de  Invariable  réelle*. 
iu  point  de  la  courbe,  correspond  in  l  à  t  =  ta.  Mou* 
la  définition  suivante  du  plan  oscillateur  en  M  :  le  plan 

oseulateur 

n  M  est  la  pi 

sition   limite  (s'i 

jeni 

une)  d'un  plan 

passant  pai 
infiniment 

M  et  par  d 
voisins  de  M. 

*ux  aulnes  point 

de  la 

:ourbe,  qui  sont 

Les  deux 

autres  points 

correspondant  à 

r='r,  et  f  =  l„  l'équa- 

[ion  du  pla 

i  passant  par 

es  trois  points  est 

■  tw 

1  ■  ♦«.) 

JtCWI 

X('i)    [X-l 
!«■)  1  , 

1  '  'X(M 
1  •    K('i) 

[ï-t«.)l 

1  >   T(M 

•  +  '  ?('■) 

1  ■    T(W 

♦Ci) 

IÎ-XCM1-» 

Soppoio 

is  maintenant 

que  les  trois  fonctions 

. 

T>    *-    X    " 

■    £N 

soient  linie.s  et  continues 

ainsi  que  leurs  dérivées 

. 

?'.    f.    X.'- 

et  enfin  que  ces  dernières  fonctions  admettent  des  dérivées,  mais 
pour  la  valeur  particulière  t  =  t,  seulement. 
En  divisant  alors  par 


I  ■    '.    «I  I 
cl  en  faisant  tendre  t,  et  t*,  vers  /0,  il  viendr. 


I  f'(hWih)  I 


,  [X  —  B(f.)]-4    ,  , 


-Z(MI- 


Par  conséquent,  si  celle  équation  représente  un  plan  déterminé, 
c'est-à-dire  si  les  coefficients  de  X,  Y,  Z  ne  s'évanouissent  pas  à 
la  fois,  ce  plan  sera,  d'après  notre  définition,  le  plan  oscillateur 


-  113  - 

en  M.  Et  Ton  voit  que  l'existence  de  ce  plan  suppose  seulement 
que 

h  h  h 

tendent  vers  des  limites  déterminées  pour  h  =  o. 

C'est  là  un  fait  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  la  théorie  des 
courbes  planes,  lorsqu'on  définit  la  tangente  en  un  point  M  comme 
limite  d'une  sécante  passant  par  M,  et  par  un  second  point  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  M.  Alors,  si  l'équation  de  la  courbe 
est 

y  = /(**)> 

l'existence  d'une  tangente  en  M(a,  b)  suppose  seulement  que 

/(q-4-À)-/(q) 
h 

a  une  limite  déterminée,  mais  la  fonction  f( x)  peut  très  bien  ne 
pas  admettre  une  dérivée  pour  d'autres  valeurs  de  la  variable. 

Il  est  clair  que  la  proposition  que  nous  avons  établie  permet 
d'énoncer  des  propriétés  analogues  relatives  à  l'existence  du 
cercle  oscillateur,  de  la  sphère  osculatricc,  etc. 


Division  approximative  d'un  arc  de  cercle  dans  un  rapport 
donné,  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas;  par  M.  A.  Pellet. 

(Séance  du  18  janvier  1888.) 

M.  Collignon  a  proposé  au  Congrès  de  Toulouse,  de  l'Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  Sciences,  une  méthode  pour 
diviser  approximativement  un  arc  de  cercle  en  un  certain  nombre 
départies  égales.  Cette  méthode  repose  sur  la  remarque  suivante, 
qui  lui  a  été  suggérée  par  un  dessinateur.  Soient  (fîg.  1)  AM  =  a 

un  arc  de  cercle  plus  petit  que  -1  AR  =  ma,  Pjx  =  mPM  et  I  l'in- 
tersection do  OR  avec  [xv,  perpendiculaire  sur  PM.  Le  rapport 

Il    I  tjm 

p-r  >  fonction  de  a  et  de  m,  varie  très  peu  lorsque  a  va  de  oàp 
xvi.  8 
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* 

*  t 

mais  il  varie  sensiblement  lorsque  m  varie  de  o  \  £.  Si  donc  on 
connaît  la  valeur  de  ce  rapport  pour  une  valeur  de  m,  on  pourra 

construire  le  point  R,  quel  que  soit  a.  Au  lieu  du  rapport  &r» 
considérons  le  rapport  -^;  ce  rapport  est  toujours  voisin  de  § 

pli 

lorsque  m  est  compris  entre  o  et  ?  et  a  inférieur  à  -;  d'où  «ne 
construction  uniforme  pour  avoir  le  point  R,  quels  que  «oient  m 


et  a.  L'erreur  commise  peut  facilement  être  rendue  inférieure  à 

7^  du  rayon.  . 

•  * 

1.  Supposons  d'abord  ÀR  quelconque  et  désignons-le  par  x. 

On  a 

î 

dont  la  dérivée  est 


jxi  _  m  sina  cosa? —  cosasin^ 
~~     ~  "~        sin#(cosar —  cosa) 


r  = 


—  m  sinacos3a?  —  cosasin3a7  -+-  m  sina  cosa 
sinîar(cosar  —  cosa)1 


Cette  dérivée  est  négative  lorsque  a:  va  de  o  à  Tare  dont  la  tan- 
gente est  égale  à  mtanga;  on  le  voit  aisément  en  prenant  la  dé- 
rivée du  numérateur 

—  m  sina  cos3#  —  cosa  s'mzx  -+-  m  sina  cosa, 


qui  est  égale  à 


3  sinar  cos*x(m  sina  —  cosa  tango;). 


Ce  numérateur  va   donc   en   augmentant  lorsque   x  va  de  o  à 
arc  tang(/n  tanga)  ;  or  il  est  négatif  pour  ces  valeurs  extrêmes. 


8    ' 


a 
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Donc,  lorsque  R  va  du  point  v  au  point  vf,  intersection  de  la 

circonférence  avec  la  droite  Ojx,  le  rapport  ~r  va  en  diminuant 

de  i  à  o.  Il  en  résulte  que,  si  Ton  se  donne  la  valeur  de  ce  rap- 
port r,  le  point  R  est  déterminé.  Soient  Kt  un  point  de  Tare  vv', 
Ripi  sa  distance  àPM;  prenons  [xIl  =  rplRl,  la  droite  Oit  ren- 
contre  la  circonférence  en  un  point  R2  compris  entre  R|  et  R,  et 
ainsi  de  suite.  On  peut  approcher  indéfiniment  dans  les  deux  sens 
du  point  cherché  R. 

* 

2.  Pour  m  =  |et  j=  ~  '  on  a  r  =  f  • 

Supposons  m  <  £  et  posons  x  =  ma.  Le  rapport  devient 

m  sin  a  cos  ma —  cos  a  sin  ma 

r  =   ; ' 

sin  ma  (cos  ma  —  cosa) 

(1-4-  m)  sina(i  — m)  —  (i  —  m)  sina(i  -h  m) 
sin  a  ma —  sina(i  -f-  m)  -f-  sina(i  —  m) 

On  a 

(i-f-m)sina(i  —  m)  — (i  —  m)sina(i-+-m)  =  |m(i  —  m*)a*f(a), 
sin 2 am  —  sina(i -h  m)sina(i  —  m)  =    m(i  —  m,)aJ  <p(a), 

f(a)el<p(a)  représentant  les  séries 

/(a)  =  i a*    H 7-f^ -a*  — ...-+-(— i)1  A/a*' -}-..., 

10  4-5.6.7 

.    .  i-4- 3m»     ,      (i-+-3m')*    .  .       w_     _. 

1  12  3.4.5.6 


ou 


0 (1  -f-  m )*'+»—  (1  —  m)*'-*-» 
A/=  0 


B/  = 


1 . 2 . 3 .4 . . . ( 2 1  -f-  3 )  2 m 

(1  -f-  m)»'"-3  —  (1  —  zit )»'+»—  («m)»'-»-» 
I.2.3. .  .(21  -+-  3  )  m(  1  —  m1) 


A|,  R4-  sont  des  fonctions  entières  de  m  dont  la  différence  est  di- 
visible par  1  —  9#î2- 


A/ 
Le  rapport  -rr-  est  égal  à 


,  __  ptt+* 


*(x m  \ : C 

iK         }  I — p*+*  —  (  I  —  />)*'+3 


1  —  ni 


p  désignant . Pour  m  <  \,p  est  plus  grand  que  {,  p2i+2  que 


la  fraction  ^  esl  donc  plus  grande  §(i  —  m),  qui  est  supérieur!' 
à  i  et  s'en  rapproche  indéfiniment  lorsque  (' lend  vers  l'infini.  Sî 
m^>5,  on  verrait  de  même  que  =-'  est  plus  petit  que  |(i  — m), 
qui  est  inférieur  à  i  et  s'en  rapproche  indéfiniment,  i  tendant 
vers  l'infini. 

La  fonction  /'  est  égale  à 


3  <p(«)  *    ■  " 


-9  m' 


(|-H  ««)(!- 


•!_>„ 


i>«.7 

Elle  esl  égale  à  f  pour  «  =  o,  et,  a  augmentant  jusqu'à  - .  cll< 
va  en  croissant  sî    m  est  plus  grand  que  y  cl  en  décroissant  si 

'"  'Cï'  Pour  a=  -1  r  est  égal  à  -■  En  effet,  on  a,  m  étant 

pins  petit  que  \  el  u  que  '- , 

/(«>-?(«)<■>,       /'(«l-y(a)<0, 
me  /(a),  — /*(«!.  ?{«),  — f'(«)  sont  positifs,   on   en 
?(«)/'<«)-/<«)?'(<0<o. 
On  verrait  de  même  que,  pour  m  >  3,  on  a 
■?(«)/'<o)~/(0)?'(a)>p. 


y 


déduit 


Posons 


-9m'/,fa)j 
90        ç(a) 


■  V^   croit  lorsque  «  va  de  o  à  -  et  m  de  o  à  ,.  Sa  valeur  maxi- 
mum  est  donc 

/a       ^90.16 


et  r  est  compris  entre 
ï-o,oa75(i 
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3.  Cherchons  la  distance  du  point  R<  correspondant  à  x  =  ma 
au  point  R  correspondant  à  r  =  |.  Lorsque  a  =  ->  le  sinus  de  ce 

dernier  arc  est  égal  à  -7—  et  Tare  lui-même  à 

3m  1    /3m\*         i.3    /3/n\* 


2         2 
Posons 


i_/3m\*         i.3    /3/nV 
.3  \  2  /  "*"a.4.5V  2  / 


mit  3/n        .       .  .. 

arc  sm  —  =  A  m(i  —  o/n*). 

2  2  \        v       / 

A  est  une  fonction  de  m2  qui  va  en  croissant  lorsque  m2  va  de  o  à 
j.  On  le  voit  aisément  en  remplaçant  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation  m2  par  £  -f-  a  après  l'avoir  divisé  par  m.  Les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  a  sont  tous  positifs  et  le  terme 
indépendant  de  a  est  nul.  A  est  toujours  inférieur  à  0,1  et  sa  va- 
leur est  très  voisine  de  0,08  pour  m  =  £,  de  0,07  pour  m  =  o. 

Supposons  {fig.  2)  a<  ->  /w<£. 

Alors  AR,>AR.  On  a 

Llsinma        .    . 

01     =sinS' 

8  désignant  Tare  RR,. 

Or 

1,1  =  rpR   —  rpiR,, 

I1I  =  r(pR-p1R1)-+-(r-r1)p1R1; 


mais 


par  suite 
et  il  vient 


_           _            .2  ma  —  8   .    & 
p  R  —  p«  R«  =  2  sin sin  -  ; 

r  r  22 


pR  —  piRi<  sin  ma  sin  0, 


(r  —  rl)ptRlsin/iig        / r  -; 


01 


(  1 —  jrz  sin1  ma  \  sin 8; 


d'ailleurs 


et 


r»                                                    r»     •                 m(i  —  m1)    ,     .     . 
p,Rj  =  cos ma  —  cosa,  p1K1«jnma  =b  a3<p(a) 


1  —  9/71*   .  .    .     a4 


90  >(a) 


Mi 


d'après  le  a"  2;  par  conséquent, 


p-wi)/,<«) 


'V'— :»l(l-l)l»t)0.>SjnJ, 


_  c(na+f(cosAR  —  co»a) 


î(,+  «5ÏÂfi/' 


atteint  sa  valeur  maximum  pour  n  =  -  et  m  =  3  ;  /1  (  ff  )  est  d'ail- 


leurs  toujours  inférieur  à  1  et  il  vient,  en  définitive, 

o,.m(i-9m>)(i^)*>sinS. 

Si  m>£,  r,  est  supérieur  à  |,  AR]>AR,;  les  calculs  précé- 
dents subsistent  avec  quelques  modifications;  dans  le  dénomina- 
teur, 01 — rsinamn  doit  être  remplacé  par  OI  —  rsin'AR,  et 
l'on  trouve  que 

t(ci—  9"t*)"«(  —  ) 

est  toujours  plus  grand  en  valeur  absolue  que   sino  et  de  même 
signe. 

4.  Dans  la  pratique  du  dessin,  toute  distance  inférieure  à  ^  de 
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millimètre  est  négligeable.  On  pourra  donc  substituer  le  point  R 
au  point  R4  lorsque 


-/n(i-9/n*)^y 


R,  désignant  le  rayon  du  cercle,  sera  inférieur  à  0,0002.  Lorsque 
R,  le  rayon,  est  plus  petit  que  om,5o,  cette  limite  n'est  pas  at- 
teinte, quel  que  soit  m,  supposé  toujours  plus  petit  que£,  pourvu 

que  a  soit  inférieur  à  -;  en  opérant  donc  sur  le  reste  de  la  divi- 
sion d'un  arc  par  ^>  le  résultat  pourrait  être  considéré  comme 

rigoureux.  En  outre,  lorsque  m  est  voisin  de  £  ou  de  |,  il  est 
avantageux  de  diviser  Tare  dans  le  rapport  ~  —  /n,  d'où  Ton  dé- 
duira facilement  la  fraction  m. 


Sur  les  lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces  gauches; 
par  M.  Ch.  Bioche,  professeur  au  Lycée  de  Douai. 

(Séance  du   18  janvier  1888.) 

I. 

On  sait  que,  si  la  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche  est 
ligne  de  courbure  et  si  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tan- 
gents est  constant  (ce  qui  arrive  pour  la  surface  gauche  de  révolu- 
tion), le  système  des  lignes  de  courbure  auquel  appartient  la 
ligne  de  striction  divise  les  génératrices  en  segments  de  longueur 
constante,  et  l'autre  système  détermine  sur  les  génératrices  des 
divisions  homographiques  ('). 

Je  me  propose  de  faire  voir  que  ces  surfaces  sont  les  'seules 
dont  les  lignes  de  courbure  divisent  les  génératrices  en  seg- 
ments égaux  ou,  plus  généralement,  en  segments  homogra- 
phiques. 

Si  l'ou  appelle  s  Tare  de  la  ligue  de   striction   d'une  surface 


(')   Paul  Seruet,  Théorie  géométrique  et  mécanique  des  lignes  à  double 
courbure*  p.  157. 
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gauche,  /•  le  segment  de  génératrice  compris  entre  un  point  de  la 
surface  et  le  point  central  correspondaut,  une  relation  entre  r  els 
définit  une  courbe  sur  la  surface.  Si  Ton  désigne  par  8  l'angle 
d'une  génératrice  avec  la  ligne  de  striction,  par  k  le  paramètre  de 
distribution  correspondant,  paru  la  courbure  de  la  section  nor- 
male tangente  à  la  ligne  de  striction  (ces  trois  quantités  étant 
fonctions  de  Tare  s),  l'équation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure peut  s'écrire 


dr 
ds 


dr*        V  dk  1 

itsinO^-  -h  U»(i2  —  Jtsin0cos6)r*-t-sin0  gj'  +  Û 

0)    {  dk 

+  (1  +  A:,r,)(ûcosô  —  ArsinO)  -+-  cosO  sin8-y-  r  =  o. 

1  ds 


Cherchons  dans  quels  cas  les  génératrices  d'une  surface  gauche 
sont  divisées  en  segments  de  longueur  constante  par  des  lignes  de 
courbure,  ou,  autrement  dit,  dans  quels  cas  des  solutions  de  l'é- 
quation (1)  ne  diffèrent  que  d'une  constante. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (1)  est  un  trinôme  du  second 

degré  en  r  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  s  et  de  -r*  et 

par  suite  ne  changent  pas  si  Ton  augmente  r  d'une  constante. 
Pour  que  l'équation,  étant  vérifiée  par  r  =  r',  le  soit  par  r  =  /J  4-  r, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  c,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  véri- 
fiée pour  deux  valeurs  de  c.  On  a  ainsi  les  trois  équations 

dr 
(2)  (12  — AsinO  cosO)—  -h  licosO  —  XsinO  =  o> 

<3>  §sino(S+cos0)=o* 

dr*  dr 

(4)  X  sinO-ï-  +û^"  H-iicosO  — AsinO  =  o. 

Pour  une  surface  gauche  0  ^é  o,  et  les  lignes  de  courbure  ne 

pouvant  pas  être  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  tout 

dr 
le  long  d'une  de  ces  lignes  -7-  -hcosQ  est  différent  de  o,  de  sorte 

que  l'équation  (3)  ne  peut  être  vérifiée  que  si  k  =  const. 

De  plus,  en  combinant  par  soustraction  les  équations  (•*)  et 

(4),  on  a 

(dr 
\ds 


k  sin  0  (  -  r  -+-  cos  0  )  -y-  =  o  ; 
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les  trois  premiers  facteurs  étant  différents  de  o,  dans  les  condi- 
tions du  problème,  les  équations  considérées  ne  peuvent  être  vé- 
rifiées en  même  temps  que  si  -r-  =o,  c'est-à-dire  si  Ton  a,  avec 

k  =  const., 

Q  cosO  —  ArsinO  =  o. 

D'autre  part,  il  est  évident,  si  Ton  se  reporte  à  l'équation  (1), 
que  ces  conditions  sont  suffisantes.  Donc,  si  les  lignes  de  cour- 
bure  d'un  système  divisent  les  génératrices  d'une  sur/ace 
gauche  en  segments  de  longueur  constante,  la  ligne  de  stric- 
tion est  ligne  de  courbure  et  le  paramètre  de  distribution  est 

constant.  Alors  le  système  de  lignes  de  courbure  auquel  appar- 

dr 
tient  la  ligne  de  striction  étant  donné  par  -r  =  o,  l'autre  est  donné 

par  une  équation  de  Riccati  et,  par  suite,  d'après  un  théorème 
connu,  détermine  sur  les  génératrices  des  divisions  homogra- 
phiques. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  toutes  les  surfaces  carac- 
térisées par  ce  seul  fait,  d'avoir  leurs  génératrices  divisées  homo- 
graphiquement  par  un  système  de  lignes  de  courbure.  On  sait  que 
si  un  système  de  lignes  de  courbure  possède  cette  propriété,  il 
doit  être  déterminé  par  une  équation  de  Riccati 

as 
On  voit  alors  que  l'équation  (i),  considérée  comme  une  équation 

dp  di* 

du  second  degré  en  -7-,  donne  pour  -7-  deux  expressions' ration- 
nelles et  entières  en  r.  Donc,  si  l'on  résout  l'équation  (1),  la 
quantité  sous  radical,  qui  est  du  quatrième  degré  en  r,  devra  être 
carré  parfait.  La  considération  des  termes  du  quatrième  et  du 
troisième  degré  montre  immédiatement  que  sa  racine  est  de  la 
forme 

dk 
(5)  Â*(Q  —  Â-sin0cos8)r»-4-sin0-^-  r  -+-  R, 

R  étant  fonction  de  s  seulement  et  devant  vérifier  simultanément 
trois  équations  de  condition.  On  peut  éviter  la  discussion  de  ce 
système  d'équations  en  remarquant  que  le  trinôme  (5)  ne  diffère 


du  eocfficie 
l'une  des  vj 


itdo  -j-  que  par  le  terme  indépendant  U;  de  sorlc  >]»•■ 
leurs  de  -j-  serait 


Le  système  de  lignes  de  courbure  diviserait  les  géneVali'ices  en 
serments  égaux;  or  on  a  vu  plus  liaul  que  cela  ne  peut  arriver  que 
si  ce  système  est  donné  par  r  *=  consl.  On  retrouve  les  surface* 
déjà  obtenues.  Donc,  .«  1rs  lignes  de  courbure  d'un  système 
divisent  hnmographiquement  les  génératrices  d'une  surface 
gauche,  les  autres  divisent  tes  génératrices  en  segments  de 
foltgtttltr  coris/niite,  et  inverscuicnt  ('). 

On  peut  voir  facilement  que  la  division  humo^mphique  oc  peut 
pas  se  réduire  à  mie  division  en  segments  proportionnels. 


On  obtient  des  rcsullals  qui  me  semblent  intéressants  si  l'on 
exprime  les  eondilions  pour  qu'uni' courbe  suit,  à  la  fois  ligne  de 
eourbure  et  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche,  an  moyen  des 

de  la  génératrice  qui  s'appuie  sur  elle  en  chaque  point. 

Une  ligne  c  est  définie  par  ses  deux  courbures  w  et  m  ;  la  posi- 
tion d'une  droite  qui  s'appuie  sur  c,  par  les  cosinus  ~k,  p.,  v  des 
angles  qu'elle  fait  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la 
binormale.  Pour  réduire  au  minimum  le  nombre  des  paramètres, 
on  peut  poser 

X  =  cosO,        11  =  sir»9cos9,        v  =  sinOsiDo. 


Avec  ces  notations 
lion  est 


ondition  pour  que  c  soit  ligne  de  si  rie- 


(')  Ce  résultat  a  été  ■ 
Comptes  rendus  (iG  j sin 
lion  de  ce  travail. 
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la  condition  pour  que  c  soit  ligne  de  courbure  est 

(2)  *-Ts=°- 

Enfin,  lorsque  c  est  ligne  de  striction,  le  paramètre  de  distribu- 
tion est  donné  par 

(3)  k  =  ir ±  -+-  cocotOsinç. 

as  ' 

Des  cinq  quantités  Ar,  0,  cp,  «a,  it,  fonctions  de  l'arc  5  qui  entrent 
dans  ces  relations,  les  deux  premières  restent  invariables  lors- 
qu'on déforme  une  surface  gauche.  Si  8  n'est  pas  un  angle  droit, 
les  trois  équations  donnent  cp,  w  et  7?,  autrement  dit,  déterminent 
les  éléments  nécessaires  pour  définir  une  surface  gauche  sur  la- 
quelle sont  applicables,  toutes  les  surfaces  (Ar,  8)  correspondant  à 
un.  système  donné  de  fonctions  k  et  0,  cette  surface  ayant  sa  ligne 
de  striction  pour  ligne  de  courbure. 

En  effet,  si  -j-  ^  o,  les  équations  peuvent  s'écrire 

-j-  tangcp-h  à:  tango  =  o,         -=-  -+-  w  coscp  =  o,         ir  —  ~  =  o, 

équations  qui  donnent  un  système  unique  de  valeurs  pour  les  trois 
inconnues. 

Si  -y-  =  o,  8  n'étant  pas  droit,  les  équations  prises  sous  leur 

première  forme  donnent 

o  =  900,         7:  =  o,         X'  =  a»  cotO  ; 

les  surfaces  (A*,  0)  sont  alors  applicables  sur  une  surface  dont  la 
ligne  de  striction  est  plane.  En  particulier,  si  A*  =  const.,  cette 
ligne  est  un  cercle  et  la  surface  correspondante  la  surface  gauche 
de  révolution. 

Si  0  =  90°,  c'est-à-dire  si  les  surfaces  (Ar,  8)  sont  des  surfaces 
de  binormales  ou  des  conoïdes  droits,  les  équations  ne  pourraient 
pas  avoir  lieu  simultanément,  et  d'ailleurs  il  est  évident,  a  priori, 
que  la  ligne  de  striction,  étant  orthogonale  aux  génératrices,  ne 
peut  devenir  ligne  de  courbure  par  suite  d'une  déformation  de  la 
surface. 

Donc,  toute  sur/ace  gauche  qui  n'est  pas  une  sur/ace  de 
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/anormales  ou  un  cnnoïdc  droit  peut  être  appliquée  sur  une 
surface  gauche  dont  la  ligne  de  striction  est  ligne  de  cour- 
hure,  et  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Si,  dans  les  équatio'ns  (i)  cl  (a),  on  considère  -tu  et  t:  comme 
connus,  o  et  9  se  déterminent  par  des  quadratures;  ce  qui  montre 
qu'on  peut  toujours  faire  mouvoir  une  droite  s'appuvaul  sur  uoe 
courbe,  de  façon  que  celte  courbe  soit  ligne  de  striction  et  ligne 
de  courbure  de  la  surface  engendrée;  on  peut  prendre  arbitraire- 
ment une  position  de  celle  droite  et  alors  la  snrface  est  c 
ment  déterminée. 


Sur  ta  durée  du  jeu; 

(Séance  du  7 


par  M.  Dëlawboy. 


t  complète- 


sles  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences  du  *3  j»n- 
Î88  (p.  a53),  M.    Ilouclié  a  donné  la  solution  du  problème 


/'terre  et  Paul  jouent  l'un  contre  l'autre  avec  des  prohabilités 
égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d'entrer  au  jeu;  à 
chaque  partie  te  perdant  donne  un  franc  au  gagnant,  et  te  jeu 
ne  cesse  que  lorsque  l'un  des  deux  joueurs  est  ruiné.  Quelle  est 
la  probabititéV  pour  que  le  jeu  se  termine  juste  à  ta  fin  d'une 
partie  de  rang  assigné? 

M.  Rouché  arrive,  à  l'aide  de  longs  calculs,  à  la  valeur 


Reconnaissant  que  cette  formule  ne  se  prête  pas  aisément  au  cal- 
cul numérique,  il  en  donne  une  transformation,  dans  les  Comptes 
rendus  du  3o  janvier  : 


-r(^,)r(^.y 
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Cette  valeur  ne  nous  paraît  pas  exacte;  l'emploi  de  l'échiquier 
nous  en  fournit  une  différente. 

Soit  p.  le  rang  assigné  à  la  partie  finale.  Pour  que  l'un  des  joueurs 
soit  décavé  après  cette  [i.iéme  partie,  et  pas  avant,  il  faut  et  il  suffit: 

i°  Que,  pendant  le  cours  des  [jl  —  i  premières  parties,  la  différence 
entre  les  pertes  et  les  gains  de  l'un  ou  l'autre  joueur  n'ait  jamais 
dépassé  n  —  i .  Nous  obtiendrons  tout  à  l'heure,  au  moyen  de  l'échi- 
quier, la  probabilité  P4  pour  que  cette  condition  soit  satisfaite; 

2°  Que,  après  les  jji  —  i  premières  parties,  la  différence  entre  les 
pertes  et  les  gains  de  l'un  des  deux  joueurs  soit  égale  à  /i  —  i .  La 

probabilité  Pa  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  égale  à  •  Remar- 

quons,  en  passant,  que, devant  être  un  nombre  entier,  le 

JL 

problème  n'est  possible  que  si  p.  et  n  sont  de  même  parité.  Nous 
pourrons  donc  poser 

jjl  -+-  n  ==  ip,        [t.  —  /i  =  îq , 

et  nous  aurons  alors 

p  =    p+i-i  . 

3°  Il  faut  enfin  que  la  dernière  partie  soit  perdue  par  le  joueur 
qui  en  a  déjà  perdu  n  —  i  de  plus  qu'il  n'en  a  gagné.  La  probabi- 
lité pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 

11  nous  reste  à  déterminer  la  valeur  de  P< . 

Soient  x  le  nombre  des  pertes  d'un  joueur,  etjz-le  nombre  de  ses 
gains.  Représentons  les  pertes  par  des  pas  horizontaux  sur  un  échi- 
quier et  les  gains  par  des  pas  verticaux.  Le  nombre  des  arrange- 
ments des  x  et  des  y,  tels  que  la  différence  des  pertes  et  des  gains 
(  abstraction  fai  te  du  signe  )  ne  dépasse  pas  n  —  i ,  est  égal  au  nombre 
de  manières  dont  une  tour,  marchant  seulement  dans  les  sens  ->  et 
\,  peut  se  rendre  de  l'origine  O  sur  une  case  x,  y  de  l'échiquier 
OBDAEC,  déterminé  en  prenant,  sur  les  axes  OX  et  OY,  deux 
points  Bet  G,  dont  les  distances  à  l'origine  soient  égales  à  n  —  î 
pas,  et  en  menant  par  ces  points  des  parallèles  à  la  diagonale  OA. 

Désignons  respectivement  par  Hx>r,  R#îr  et  QXyy  le  nombre  de 


manières  dont  la  tour  peut  aller  du  point  O  sur  une  case  x,  y  Ae 
l'échiquier hexa gonal  OIÎDAKC,  ilo  l'échiquier  pcnLagonnlOftDA^ 


et  de  l'échiquier  carré  OXAV.  La  probabilité  P,  est  égale  à 


Il  esL  facile  de  démontrer  (')  que 
Ou  a,  d'autre  part, 


"*.y  —  Hjt.j- 


■  R»— *.r+H  -+■  R*-»».y 

"  Ry-r»*-n«,*-i-BA-iii« 


i.-Bj- 


(a//  —  i)n  et  aV(«  désignant  les  plus  grands  multiples  d 
rendent  pas  les  indices  négatifs. 
Par  suite  on  a 

H»,,  =  <Ua  -  Qa-a***  -  Qthwm  +  Qr-i».*-*..  ■*-...' 

—  Qj-d/l-iiH.i+drt-iin  +  Qi-iAb,)i-iA« 

ou  Lien  encore 

Hr,r  =  c£+.»  —  cï;j  -  ci;;  h-  c£J .*  + . . . -  c£#*-""  ■+■  <£;}*•, 

car  on  sait  que  Qj-,r  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  x  +y 
lettres  prises  x  à  x  ou  y  à  y. 

Pour  les  cases  de  l'échiquier  hexagonal  dont  les  coordonnées 
satisfont  aux  relations 


(a) 


r  +  y  =  y.- 


(  ')  La  démonstration  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  pour  l'échiquier 
triangulaire,  dans  une  Note  sur  l'emploi  de  l'échiquier  pour  la  solution  de  pro- 
blèmes arithmétiques,  [Note  cjiii  a  été  publiée  dans  les  Compta  rendus  dei'Atio- 
rfaiion  française  pour  l'avancement  des  Scîenees  (Congrès  de  Nancy,  188G). 
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on  a 

rx-kn  —  ny-(k-l)n~\. 
^x+y     —  cx+,y  î 

on  peut  donc  écrire 

H_  rr  r*-i       r>-w  .   ny-n-i    ,  py-it/i-im  ,   pv-i/t-im-i 

x,y  —  W+j         W+j         ^x+y  "+"  W+j-       "+"  •_•  •        ^x+y  "+~  U(X4-J' 

ou  bien,  en  remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  tirées  des  rela- 
tions (a), 

il         __  n  p?  3/l      p7»    ,  ,    /  x\(a^  +  0^  r/y->w 

"**  --  S-i    /,  +  «  S-i  -4--  •  •-»-(-■)*  -^tet  S-i  » 

X/i  étant  le  plus  grand  multiple  de  n  contenu  dans  q. 
Par  suite, 

Pl  =    "   \L  & L__  cn+...  +  (-i)^  !2*ii}  cH-1 . 

Cji_,  L^     ^  />-w*     *   l  p  +  ln     ^~1  J 

La  probabilité  cherchée  P  est  égale  au  produit  P,  PaPs;  on  a 
donc 

P  =  «  r i c», __?_ cp +...+( _ ,)x (î*+i> c^iH 

La  valeur  de  P  donnée  par  M.  Rouché  se  réduitau  premier  terme 
de  notre  formule.  Elle  correspond  donc  à  la  marche  de  la  tour  sur 
l'échiquier  pentagonal.  Cette  marche  assure  bien  la  condition  que 
les  pertes  de  l'un  des  joueurs  ne  surpassent  pas  ses  gains  de  plus 
de  n  —  i  ;  mais  elle  permet  à  ses  gains  de  surpasser  ses  pertes  d'une 
quantité  plus  grande.  Cela  ne  doit  pas  avoir  lieu  d'après  l'énoncé 
du  problème,  car  alors  l'autre  joueur  serait  décavé.  A  l'échiquier 
pentagonal  il  faut  donc  substituer  l'échiquier  hexagonal  qui  assure 
que  la  différence  entre  les  gains  et  les  pertes,  abstraction  faite  du 
signe,  ne  dépasse  jamais  n  —  i .  On  arrive  alors  à  notre  formule. 

Il  nous  paraît  probable  que  M.  Rouché  n'a  pas  tenu  compte, 
dans  ses  calculs,  de  cette  condition  que  non  seulement  les  pertes 
d'un  joueur  ne  doivent  pas  dépasser  les  gains  de  plus  de  n  —  i, 
mais  aussi  qu'il  doit  en  être  de  même  pour  l'excès  de  ses  gains  sur 
ses  pertes. 

La  valeur  assignée  à  P  par  M.  Rouché  correspondrait  au  cas  où 
l'on  permettrait  au  joueur,  qui  serait  décavé  le  premier  avant  la 
j^iérae  partie,  de  reconstituer  indéfiniment  sa  mise. 

Notre  solution  présente  un  des  exemples  les  plus  frappants  que 
nous  connaissions  de  l'utilité  de  l'échiquier  pour  simplifier  la  solû- 


lion  de  certains  problèmes.  L'application  de  ce  procédé  nous  a 
permis  de  trouver,  presque  sans  calculs,  la  valeur  de  P,  tandis  que  les 
méthodes  ordinaires  ne  la  fournissaient  qu'au  mojcn  de  calculs 
aussi  longs  que  compliqués. 

Celle  question  de  la  durée  du  jeu  a  élé  traitée  par  Huygeoï, 
Moivre,  Laplace,  Lagrangc,  Ampère  el  par  M.  Joseph  Bertrauil 
sous  la  forme  suivante  : 

Un  joueur  expose  à  un  jeu  de  hasard  (a  n'imt  partie  de  su 
fortune  et  renouvelle  l'épreuve  indéfiniment.  Quelle  est  la  pro- 
babilité pour  qu' il  se  ruine  et  que  la  (au.  -+-  n)iime  partie  jouit 
lui  enlève  son  dernier  écu? 

Ce  problème  est  plus  simple  que  celui  que  nous  avons  irait'-. 
La  solution  sérail  donnée  immédiatement  par  la  marche  ilr.'  Il 
tour  sur  l'échiquier  pcnlagonal.  La  probabilité  cherchée  serait 


Elle  est  égale  au  premier  terme  de  notre  formule  divisé  par  X. 
Il  était  facile  de  prévoir  qu'il  devait  en  être  ainsi,  puisque  dans 
ce  cas  on  détermine  à  l'avance  le  joueur  qui  doit  être  ruiné  après 
la  (au.  +  n)'**"  partie,  et  pas  avant. 


Propositions  et  questions  diverses;  par  M,  E.  Catalan. 

(Séance  du  iS  avril  1888.) 

1.  Sur  les  /onctions  X„.  —  Dans  mon  premier  Mémoire  sur  ■ 
celte  théorie,  j'ai  démontré  la  formule 

(i)      X„=uartie  réelle  de  ~^  f     cos"^(*cMy-i-  /~1  sin<p)"  <*=. 
Tout  récemment,  je  me  suis  aperçu  qu'on  peut  la  remplacer  par 
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celle-ci  : 

(2)  X„  = —    /      sinnîp  (j*  sin  <p -+- y  —  i  cos<p;    d<p, 

laquelle  n'est  soumise  à  aucune  restriction. 

Cette  formule  (2),  beaucoup  plus  simple  que  la  célèbre  formule 
de  Jacobi 

(3)  X„  =  -    /     {x—^x*  —  1  sin u})n dto, 

* 

est-elle    nouvelle?  Je  m'adresse  pour  le  savoir  à  mes  confrères 
de  la  Société  mathématique. 

%  De  la  formule  (2),  on  déduit,  presque  sans  calcul,  divers 
résultats,  plus  ou  moins  importants,  que  Ton  trouvera  dans  mon 
sixième  (et  dernier)  Mémoire  sur  les  fonctions  X„,  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  Belgique. 

3.  Quelques  théorèmes  empiriques.  —  Le  journal  Mathesis  a 
publié,  en  décembre  dernier,  une  Question  proposée  par  M.  O/- 
tramare.  Cette  question  m'a  fait  songer  au  théorème  empirique 
suivant  : 

n  étant  un  nombre  entier,  soit  nh  la  somme  des  diviseurs  de 
/t,  inférieurs  à  /i,  soit  n2  la  somme  des  diviseurs  de  n^  infé- 
rieurs à  nt;  etc.  Cela  posé  ;  les  nombres  /i,  /*t,  n2<, ...  tendent 
vers  une  limite\  laquelle  est  1  ou  un  nombre  parfait. 

Si  cette  proposition  (vérifiée  sur  divers  exemples)  est  vraie, 
elle  doit  être  fort  difficile  à  démontrer. 

Dans  la  Nouvelle.  Correspondance  mathématique ,  j'ai  énoncé 
divers  théorèmes  empiriques;  celui-ci,  par  exemple  : 

n  étant  un  nombre  entier,  la  quantité 
est  la  somme  de  trois  carrés,  entiers  et  positifs  (  '  ). 


(!)  Dans   le  Mémoire   intitulé  :  liée herche  sur  quelques  produits  indéfinis, 
j'ai  donné,  au  moyen  des  séries  elliptiques,  ce  théorème  remarquable  : 

Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  huit  carrés  impairs. 

Il  serait  intéressant,  me  semblc-t-il,  d'en  trouver  une  démonstration  élémen- 
taire. 


XVI. 
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Note  sur  un  théorème  de  Géométrie  cinématique  ; 

par  M.  J.  Réveille. 

(Séance  du    7   mars  1888.) 

La  courbe  M  roule  sur  la  courbe  F  en  entraînant  son  plan.  Pre- 
nons sur  M  un  point  02  infiniment  voisin  de  04  et  joignons  tous 
les  points  d'une  conique  G  passant  par  les  points  Of  et  Oa  à  ces 
deux  mêmes  points;  nous  avons  ainsi  deux  faisceaux  homogra- 
phiques  dont  les  sommets  sont  Ot  et  02. 


m 


Après  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  courbe  M,  le 
point  02  vient  en  0[2  sur  la  courbe  F  et  devient  le  centre  instan- 
tané de  rotation.  Le  faisceau  de  droites,  dont  le  sommet  est  en  0'2, 
est  maintenant  l'ensemble  des  normales  aux  trajectoires  des  points 
de  la  conique  G.  Les  points  de  rencontre  des  droites  du  faisceau 
0'a  et  du  faisceau  (),  sont  alors  les  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires décrites  par  les  points  de  la  conique  G,  et,  comme  ces  fais- 
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ceaux  sont  restés  homographiques,  ces  centres  de  courbure  sont 
sur  une  conique  passant  par  les  points  Ot  et  Oa. 

Le  faisceau  0'2  est  égal  au  faisceau  02  ;  donc  les  rayons  de  ces 
deux  faisceaux,  qui  sont  homologues  d'un  même  rayon  du  fais- 
ceau 0|,  font,  avec  les  tangentes  respectives  en  02  et  02  aux 
courbes  M  et  F,  des  angles  égaux. 

Soit  O,  t  la  tangente  à  la  conique  C  au  point  O,  ;  considérons-la 
comme  un  rayon  du  faisceau  04  ;  le  rayon  homologue  du  faisceau 
02  est  évidemment  020|,  et,  par  suite,  le  rayon  homologue  du 
faisceau  0'2,  c'est-à-dire  02/?,  forme,  avec  la  tangente  0'a y,  un 

angle  égal  à  l'angle  OiO^q.  Le  point  p  est  donc  un  point  de  la 
conique  C. 
Appelons 

ds  la  longueur  commune  des  arcs  Ot  02  et  Of  0'2  des  courbes  M, 

F,  CetO; 
RM,  Rr,  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbes  au  point  d; 

a  l'angle  0|  02q  ou  -=-  ; 
a'  l'angle  O,  0'2q  ou  ~; 
s  l'angle  020|£ou— ^; 
s'  l'angle  tp02  ou  -r^f- 

Dans  le  triangle  />0'20|.  l'angle  0'2  est  égal  àa-f  a',  l'angle  0{ 
est  égal  àa  +  a' —  s,  et  l'on  a  la  relation 

£f=(i+a')  +  (j  +  i,-î)  =  î(a  +  a')-s 
ou  encore 

(,)  w  + *  =  *(*:  +  %)' 

Les  faisceaux  02  et  0'2  étant  égaux,  l'intersection  s  de  deux 
rayons  homologues  est  sur  une  circonférence  passant  par  les 
points  02,  q  et  0'2  ;  donc  les  points  m  et  m'  ne  peuvent  se  con- 
fondre que  sur  cette  circonférence.  A  la  limite  cette  circonfé- 
rence, dont  le  rayon  deviendra  nul,  passera  par  les  quatre  points 
d'intersection  des  coniques  C  et  C,  qui  auront  alors  leurs  axes 
parallèles. 
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La  conique  C  peut  êlre  remplacée  par  un  système  formé  d'une 
droite  quelconque  D  et  de  la  tangente  au  point  O,  à  la  courbe  M. 
La  courbure  de  la  conique,  en  ce  point,  .est  alors  nulle,  et  la  rela- 
tion (i)  devient 

(2)  ï?  =  2(ïï;  +  îf,)' 

Si  la  droite  D  passe  à  l'infini  dans  le  plan,  la  conique  C,  qui 
lui  correspond,  la  coupe  alors  aux  points  cycliques  du  plan  et 
devient  le  cercle  I,  dont  le  rayon  est  donné  par  la  relation  (2)  et 
qui  contient  les  centres  de  courbure  des  lignes  décrites  simulta- 
nément par  les  points  de  l'infini. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  de  Rivais  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  de  tous  les 
points  d'une  droite  D  est  une  conique. 

Et  l'on  peut  ajouter  : 

Les  coniques  G  correspondant  à  toutes  les  droites  D  du  plan 
ont  pour  cercle  osculateur  commun  au  point  0%  la  circonfé- 
rence I. 

D'ailleurs,  les  axes  de  la  conique  C  sont  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  formés  par  la  droite  D  et  la  tangente  au  point  Ok 
à  la  courbe  M. 


Sur  le  genre  des  courbes  planes  triangulaires;  par  M.  V.  Jamet. 

(Séance  du  21   mars  1888.) 

M.  Halphen,  à  qui  l'on  doit  d'importantes  recherches  sur  le 
genre  des  courbes  planes  algébriques,  a  signalé,  dans  les  Notes 
qu'il  a  ajoutées  au  Traité  des  courbes  planes  de  Salmon,  une 
catégorie  de  courbes  planes  dont  il  est  facile  de  déterminer  le 
genre.  Ce  sont  les  courbes  définies,  en  coordonnées  polaires,  par 
l'équation 

(r)  r*=cnsÂ-0. 

où  l\  désigne  un  nombre  commensurable,  précédé  du  signe  -f-  ou 
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du  signe  — .  Ces  courbes  s'obtiennent  en  transformant,  par  voie 
d'homographie,  les  courbes  que  de  la  Gournerie  avait  étudiées 
en  1 865- 1866,  sous  le  nom  de  courbes  triangulaires.  Celles-ci 
sont  représentées,  en  coordonnées  homogènes,  par  l'équation 

(2)  X» -h  Y* -+-  Z'*  =  o, 

h  désignant  un  nombre   commensurable,  positif  ou  négatif.  Si 

l'on  y  fait 

X       x-\-yi       r  .       ft       ■  •   ûx 

7p  =  : —  =  -  (cosQ  -+-  isinO), 

L  a  a 

Y        x  —  yï        r 

=■  = —  =  -(cosO  —  isinô). 

Z  a  a 

Cette  équation  devient 

%rh  cosXrÔ  -+-  ah=  o 
ou 

r-*  = cos(—  A8  ), 

2 


et,  si  l'on  suppose =  1 ,  h  =  —  ky  on  retrouve  l'équation  (1). 

M.  Halphen  a  montré  que  le  genre  des  courbes  précitées  ne  dé- 
pend que  du  numérateur  de  la  fraction  A*;  peut-être  n'est-il  pas 
sans  intérêt  de  montrer  comment  toute  courbe  triangulaire  corres- 
pond, point  par  point,  à  une  autre  courbe  triangulaire,  dépourvue 
de  points  multiples,  et  dont  l'exposant  est  égal  au  numérateur  de 
l'exposant  dé  la  courbe  donnée  (*). 
Soient 

X  Y  A        -I-   P 

Z=*>       z=*       h  =  -ç> 

on  peut  supposer  que  les  lettres/?,  q  désignent  des  nombres  en- 
tiers premiers  entre  eux,  et  l'équation  (2)  deviendra 

(3)  x    V-t-y     7-4-1  =  0. 

Posons 

x  =  a*?,       y  =  u-p, 

nous  trouverons 

(4)  aP+ï>p+i  =  o. 


(*)  D'après  les  dénominations  adoptées  par  de  la  Gournerie,  le  nombre  h  est 
l'exposant  de  la  courbe  (2). 


-m- 

Si,  dans  cette  dernière  équation,  u,  v  désignent  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point,  mobile  sur  une  courbe,  on  voit  qu'à 
chaque  point  («,  i>)  pris  sur  la  courbe  (4)  correspond  un  point 
(ij)  de  la  courbe  (3).  Je  dis  que,  réciproquement,  à  chaque 
point  (x,  y)  de  la  courbe  (3)  correspond  un  point  (m,  i')  de  la 
courbe  '  4  '■  et  un  seul  ;  en  d'autres  termes,  que  si  les  variables  u,  i 
vérifient  l'équation  (4),  on  peut  regarder  chacune  d'elles  comme 
une  fonction  rationnelle  des  variables  x,  y  qui  entrent  dans  les 
formules  de  transformation. 

Supposons  d'abord  l'exposant  de  ta  courbe  donnée  positif  et 
écrivons  l'équation  (4)  w»us  la  forme 

—  M*  =  I-t-  W, 

puis  élevons  les-  deux  membres  de  cette  nouvelle  équation  à  U 
puissance  q\  nous  trouvons,  «»  tenant  compte  vies  formules  «le 

transformation,  . 

Pour,  abréger,  écrivons  cette  équation  sous  la  forme 
X5)  A,-t-AiP^-i-Atv^-i-...+Af_itrt-«'^  =  o.  • 

A,  désigne  une  fonction  entière  de  x  etde_v-,  de  degré  p;  A,,  À,, 
A, ,  . . . ,'  A^_,  sont  des  coefficients  numériques.  En  multipliant  le 
premier  membre  de  cette  équation  par  vP  et  tenant  compte  de  la 
condition  y  =  irf,  on  trouvera  successivement 

iA7-1/-+-Al)t"'-f-Aji>1P-t-...-*-Àï-,?l»-i>/'  =  o, 
A,-,^  +  A1-ly,vP+knv*P-h...-i-kt-,  pW-i>=  o, 

'    '  |  

'    \,y      +A1J-P'"  +  Ai/1^^  +  ...-hA|C1"-"',  =  0. 

Les  équations  (5)  et  (6)  constituent  un  système  de  q  équations 
linéaires  par  rapport  aux  q  —  i  paramètres  v?,  ixP,  v'P,  ..., 
vW~«p.  Soit  A  le  déterminant  de  tous  leurs  coefficients;  ce  poly- 
nôme est,  par  rapport  à  x,  y,  de  degré  pq,  et  l'équation  A  =  o 
n'est  autre  que  l'équation  (3),  mise  sous  forme  rationnelle;  car, 
d'après  de  la  Gourncrie,  cette  équation  doit  être  du  degré  pq.  Il 
s'ensuit  que,  si,  dans  l'un  quelconque  des  mineurs  du  premier 
ordre  -de  A,  on  considère  x,  y  comme  les  coordonnées  d'un  point 
pris  au  hasard  sur  la  courbe  {  3  ),  ce  mineur  n'est  pas  nul  ;  car,  s'il 
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était  toujours  nul,  il  y  aurait,  entre  les  coordonnées  d'un  point 
pris  arbitrairement  sur  cette  courbe  ,  une  relation  de  degré 
moindre  que  pq,  ce  qui  est  absurde.  Donc  il  est  possible  de  ré- 
soudre, par  rapport  à  vP,  v2p,  i>8*, ...,  v^'^P,  le  système  des  équa- 
tions (6).  On  trouve  ainsi  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de^. 
Mais,  f>armi  les  nombres./?,  2/?,  3/>,  -.  -,  (q  —  i)/j,  il  en  est  un 
qui,  divisé  par  q,  donne  pour  reste  1.  Soit  kp  ce  nombre,  et  soit 

kp=  aq  -+- 1 . 

•     D'après  ce  qui  précède, 

çkp=f(x,y), 

y  désignant  une  fonction  rationnelle.  On  en  déduit 

•    v*q+i  =  y*  .v  =  f(x,  y), 

d'où 

y* 
ce  qui  démontre  renoncé. 

Si  l'exposant  de  la  triangulaire  considérée  est  négatif,  on  ob- 
servera qu'elle  correspond,  point  par  point,  à  une  triangulaire 
d'exposant  égal  et  de  signe  contraire,  et  que  celle-ci  correspond, 
point  par  point,  à  une  courbe  telle  que  la  courbe  (4)* 

On  voit,  en  outre,  que  celle-ci  n'a  aucun  multiple  et  que,  par 

conséquent,  elle  est  du  genre  — **  ~~ — -•  Donc,  enfin,  toute 

Mg 

triangulaire  d'exposant  ±  -  est  du  genre  — — - -• 


Réductibilité  des  équations  différentielles  linéaires; 

par  M.  Fabry. 

(Séance  du  ai    mars  1888.) 

Soit  une  équation  différentielle  linéaire  homogène  dont  les  coef- 
ficients sont  des  fonctions  rationnelles  de  a?, 

(n  V   dmy    ■    V  dm~Xy    1         -+-P      ,^-4-P    v-o 


—  m  — 

M  s'agit  de  chercher  «'il  existe  une  équation  d'ordre  n 
même  forme,  dont  toutes  les  intégrales  vérifient  l'éijualiou  don- 
née (i),  et  de  calculer  ses  coefficients. 

Nous  exposerons  d'abord  quelques  principes  sur  lesquels  repose 
la  solution  de  la  question.  Soit  x  —  a  une  valeur  singulière,  une 
intégrale  anormale  de  l'équation  (i)  est  de  In  forme 


.  <=0 


<* 


«)Jf— '"] 


F[(* 


«)",  loB(*--  a\(x— a)\. 


I 


ç  étant  un  polynôme  entier  en  (x  —  c)    ",  v  an  nombre  entier, 

F  une  fonction  entière  en  (x —  a)"  etIog{# —  a),* dont  les  coef- 
cients  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de, 
x  —  a.  Si  log(x. —  a) 'entre  à  la  puissance  u.,  cette  intégrale  est 
d'ordre  u.v,  c'est-à-dire  que  1  on  en  déduit  u.v' intégrales  distinctes 
de  l'équation  (i).  Si  v=  i,  l'intégrale  est  normale;  si  <p==o,  elle 
est  régulière.  . 

■     Si  l'on  cherche  les  intégrales  de  forme  précédente,  on  en  trouve 
m  distinctes;  mais  les  séries  qui,  y  entrent  sont,  en  général,  diver- 
gentes. Soient  y, ,  yt,  ...,  y*  ces  fonctions  mises  sons  la  forme  - 
(a).  Si  l'on  forme  l'équation  ' 


*5Z 

dxm 

dmy, 


rf"-'r- 


dmym     dm- 


dym 


les  coefficients  peuvent  se  développer  sous  la  forme  (a)  ;  les  loga- 
rithmes disparaissent,  ainsi  que  les  exposants  fractionnaires  dans 
les  séries,  de  sorte  que  ces  coefficients  sont  de  la  forme 


<> 


,y/(râ)  ' 


.A.(* 


Mites,  mais  il  est  facile  d'en  cal- 


culer un  nombre  de  termes  déterminé.  Soient  P'„,  P'(, 
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coefficients.  Si  l'on  ramène  le  premier  à  une  valeur  P0  en  formant 

P'  P'  P' 

les  quantités  Poôf»  Poôt»  •••>  Po  -p?1'  que  l'on  ordonne  suivant 

*  o  *  o  *  o 

les  puissances  croissantes  de  x  —  a,  on  doit  retrouver  les  mêmes 

termes  que  dans  les  développements  de  Plf  P2,  . . . ,  Pm-  Si  l'équa- 

P' 
tion  (i)  a  ses  coefficients  entiers,  les  fonctions  P0,  p?  se  réduiront 

*  o 
à  des  polynômes  limites,  et  les  termes  que  l'on  pourrait  calculer 

en  plus  seront  identiquement  nuls. 

Supposons  que  l'équation  (i)  admette  toutes  les  intégrales  d'une 

équation  de  même  forme 

dn  y  dn-ly  dy 

(3)  ^d^  ^«S^T  "•—•+*-'  É+9mJ,=* °- 

Si  l'on  remplace  dans  (i)  -j—  et  les  dérivées  suivantes  de^par  les 

valeurs  déduites  de  (3),  on  doit  trouver  une  identité.  Les  inté- 
grales de  forme  (2)  que  Ton  obtient  pour  l'équation  (3)  vérifient 
identiquement  l'équation  (1),  même  lorsque  les  séries  sont  diver- 
gentes; donc  les  n  intégrales  anormales  de  l'équation  (3)  sont 
comprises  parmi  les  m  qu'on  obtient  pour  l'équation  (1). 

Connaissant  l'équation  (1)  et  l'ordre  /i<^/n,  nous  allons  chercher 
dans  quel  cas  l'équation  (3)  existe  et  comment  on  peut  calculer  ses 
coefficients.  On  peut  toujours  supposer  q0=o,  qi9  q2>,  •••,  Çn. 
étant  des  fractions  rationnelles  que  l'on  peut  décomposer  en  frac- 
tions simples.  Ainsi 

—  Av  .  Av-t  .  ,        'Ai  Bv' 

y|-(*--a)v"*"(ar-a)v-i  +'  '  '+  x-  a  "*"  (*  —  by  "*"*  *  ' 

B  \  X" 

H ^7-  -*-..  .H-  C04-  Ci  # -h.  ..-+-  Cu.XV--\ 1 ;  -h.... 

X  —  O  r  X  —  CL  X  —  flt 

a,  b9  . ..  sont  les  valeurs  singulières  de  x  dans  l'équation  (1);  a,  a', 
a",  ...  sont  des  valeurs  d'apparence  singulière  pour  (3)  qui  ne 
sont  pas  singulières  dans  l'équation  (1),  de  sorte  que  l'équation 
déterminante  de  (3),  pour  x  =  a,- 

p(p  —  1).  ..(p  —  n-h  i)-h  X  p(p  —  1). .  .(p —  /n- a) -+-...  .  =  o, 

a  n  racines  entières  différentes  et  inférieures  à  m.  Il  en  résulte  que 
\  est  un  nombre  entier  négatif,  compris  entre  —  1  et  — n(m  — n). 
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Pour  x  =  <z,  on  calculera  les  intégrales  anormales  de  l'équa- 
tion (i)  et  Ton  en  choisira  n  qui  doivent  vérifier  l'équalion  (3),  en 
remarquant  que,  si  Ton  prend  une  intégrale  de  forme  (2),  on  doit 
prendre  en  même  temps  celles  qui  s'en  déduisent. 

Soit 

d*~xy\  <ty\ 

dx 


A  = 


dx'*-1 


dx*~l 


ri 


ày_n 
dx 


yn 


=  e**(x~a)klF; 


2<p  est  un  polynôme  entier  en  >  F  une  série  dont  le  premier 

terme  n'est  pas  nul,  mais  qu'il  est  inutile  de  calculer;  l'exposant  A, 
diffère  de  2r  d'un  nombre  entier  que  l'on  peut  calculer  facilement. 
Pour  que  ces  n  intégrales  vérifient  l'équation  (3),  il  faudra 


A' 

A 


7i=—  T  =  —  £?  — 


A, 


x  —  a 


F' 
F' 


ce  qui  détermine  dans  q%  les  termes  à  exposants  négatifs  en  x — a. 

En  général,  les  m  intégrales  anormales  de  l'équation  (1)  peuvent 

se  grouper  n  à  n  d'un  nombre  limité  de  manières,  et  Ton  en  déduit 

les  valeurs  possibles  pour  les  termes  en     __     dans  qt .  Cependant, 

si,  parmi  les  m  intégrales  anormales  de  l'équation  (1),  on  en  trouve 

r      -■ n 

deux  ayant  le  même  facteur  [x  —  r/)rP?  x  a  J  et  qui  ne  se  dé- 
duisent pas  de  la  même  intégrale,  il  faudra,  dans  certains  des 
groupes  de  n  intégrales,  laisser  des  constantes  arbitraires  pour 
obtenir  tous  les  groupes  possibles.  On  pourra  toujours  former  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  A,  dans  lesquelles  Eîp  sera  complète- 
ment déterminé;  \{  sera  en  général  déterminé  et  F  sera  une  série 
contenant  un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires;  si,  pour  cer- 
taines valeurs  des  constantes,  les  premiers  termes  de  F  disparais- 
sent, l'exposant  A,  sera  augmenté  d'un  nombre  entier,  mais  dans 
tous  les  cas  on  aura,  pour  Ses  et  A0  un  nombre  limité  de  valeurs 
possibles.  Dans  le  coefficient  q^  on  pourra  donc  calculer  les  sys- 
tèmes de  valeurs  possibles  pour  les  coefficients  Av,  Av_,,  .  . . ,  At, 
Bv -,  .  .  . ,  B,,  ...  correspondant  à  chaque  valeur  singulière  de  x,  a, 
(.' .  •  •  «  • 

De   même,  pour  la  valeur  singulière  .r  =  x,  on  cherchera  les 
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intégrales  régulières,  normales  et  anormales  de  l'équation  (i)sous 
la  forme 

(s)'*  F(* *'  log*'  rl)' 

9 

On  formera  les  groupes  possibles  de  ces  intégrales  n  à  n  et,  pour 
chaque  groupe,  le  déterminant     * 

>-(;)"'Mï> 

En  ordonnant  qK  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  doit 
avoir 

~~       A  "      ~?  ^  x        F' 


d'où 


C(JL^h-...-hC,j:-hGo  =  —  S<p',        SX=  — 2A,-+-K; 


or  X,  V,  ...  doivent  être  des  nombres  entiers  négatifs. 

On  devra  donc  chercher,  parmi  les  valeurs  possibles  de  AM 
B|,  ...,  K,  s'il  existe  un  système  tel  que  H-  SAj  —  K  soit  un 
nombre  entier.  Pour  connaître  qt,  il  ne  reste  qu'à  déterminer 
X,  V, . . .  et  a,  a', . . .  ;  pour  x  =  oo,  on  développera  le  déterminant 

A  et  la  série  F(  -  );  on  doit  avoir  l'identité 


7t  = 


x  —  a 


(x  —  ay 


Ci  a? 


d-art* 


2X 
#  —  a 


F  est  en  général  une  série  divergente;  mais  cette  égalité  indique 
que,  si  l'on  développe  les  deux  membres  suivant  les  puissances 

croissantes  de  ->  les  coefficients  sont  identiques.  Cette  condition 

X 

est  équivalente  à  la  suivante  : 


2 


Av 


A, 


jt  —  a        {x  —  af* 


x  —  a 


K       F' 

x  ^  F 
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ou 

(x —  a)-*(a? —  a')-*' . . . 

(x  —  a)k*(x  —  ô)B« . . .  x~K 


>•  •  •  «_  ■  •   • 


V 


P  e     (V+ij  (x— «)>-!  jr-  tt 


\l~Zt  I~^)       •  '  '  A,  A, 

v^n   V  x  I      \  xl • ...  —  — —  .... 

—  -r-SX   x  '        «  ' p    {v— l;(.r— n?-\  jc—tt 

—  SX  est  un  nombre  entier  positif;  on  calculera  dans  la  série  F 
un  nombre  de  termes  supérieur,  et  l'on  développera  le  second 

membre  suivant  les  puissances  de -;  on  devra  trouver  un  poly- 
nôme  entier  qui  est  égal  à  (x —  a)"~*(,r  —  a')""*' . . .;  si  l'on  cal- 
cule d'autres  termes  en  ->  ils  doivent  être  identiquement  nuls. 

Remarques.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  x  =  oo  n'est 
pas  singulière  pour  l'équation  (i),  K  sera  un  nombre  entier  com- 
pris entre  n(n — i)  et  n(m  —  i);  on  pourra  toujours  développer 
les  n  intégrales  et  F  en  y  laissant  des  constantes  arbitraires,  et,  en 
exprimant  que  (x  —  a')~*(#  —  a')"*'. . .  se  réduit  à  un  polynôme 
entier,  on  aura,  en  général,  des  équations  qui  détermineront  les 
constantes. 

Dans  l'équation  (3),  on  connaîtra  ainsi  le  coefficient  qK  et  les 
développements  des  n  intégrales  anormales  pour  chacune  des  va- 
leurs singulières  «,  b,  ...,  oc.  On  se  servira  de  ces  développements 
pour  calculer  dans  les  coefficients  <ya,  ...,  qn  les  termes  ayant  des 
puissances  négatives  de  .r —  a,  x  —  />,  .  .  . ,  et  de  la  valeur  x  =  oc 
on  déduit  les  termes  entiers  en  x. 

Ainsi 

_       K  A',  h;.  B', 

.      {x  —  «;v  x  —  a        {x  —  by  x  —  b 

-r-  c;  -f-  G,  #-+-  ...  -+-  C^-i ■+• 


(x  —  cl)'1      x — a    '   (x  —  a';*       x — a'       *'"' 

où  il  ne  reste  d'inconnus  que  LU...,  MM'....  Mais,  pour  la 
valeur  a*  =  oc,  on  peut  développer  les  n  intégrales  anormales  et, 
par  suite,  le  coefficient  q2  ?  on  en  déduira  le  développement  de 


y    L    -:.  y 

^  (  x  —  ol  )H-        X* 


X 7. 
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et  il  suffit  de  calculer  un  nombre  de  termes  égal  à  deux  fois  le 
nombre  des  valeurs  a,  a', ...  pour  en  déduire  les  coefficients  L,  M. 
La  même  méthode  permet  de  calculer  tous  les  coefficients  de 
l'équation  (3);  il  faudra  ensuite  vérifier  si  l'équation  donnée  (i) 
est  une  conséquence  de  (3). 

Application.  —  Soit  l'équation 

IdmY                                   dm~~*Y                                                      fJm—lif 
2_Z-+-(A1:r-+-A'1)5— Z  +  CA,**-*- A',#h- A",)  ^ 4-+-... 
du**       v    '             l/  dxm~x       v                   *             %/ dxm-* 
+  :y(\mx'n—  K'mX^-^  -f-  A;,*™-* H-  .  .  .)  =  O, 

qui  n'a  que  la  valeur  singulière  x  =  <x>,  pour  laquelle  on  trouve  m 
intégrales  de  forme  normale 

où  B  est  racine  de  l'équation 

B'«-+-A1B'«-»H-...-f-  A„,  =  <p(B)  =  o, 


» 


A^Bm-'+A^B"»-»-»-  ... 

?'(B) 

_  B-t-C»       ?'(B) 
?  ~       a       X  <p'(B) 

C[(m—  i)A',B  "■-»+(/»— a)A',B"-»+...+A'w_i]+A'iB»'-«+...+A 

<?'(B) 


m 


Pour  que  l'équation  donnée  soit  réductible  air  premier  ordre, 
il  faut  que,  parmi  les  m  valeurs  de  p,  il  y  en  ait  une  entière  néga- 
tive; il  devra,  en  outre,  exister  m  —  2  relations  entre  les  coeffi- 


B^  +  Cx 


cients  A,  que  l'on  obtient  en  posant  y  =  e*  Z  et  en  expri- 

mant que  l'équation  en  Z  admet  pour  intégrale   un  polynôme  de 
degré  —  p. 

Par  exemple,  si  m  =  2,  pour  que  l'équation 

0+(Aia?4-A'1)^  +  (A1*«+A'1*  +  A;).r=o 
soit  réductible,  il  faut  que 

1 rv     a,     a;»     (a,  a; -a  a;)»i  , 

/ÏR Ai  l1        '  4    +    4(Aî-4At)  J  ^n"f-»' 


—  142  - 

a  étanl  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  et  cette  condition  est 
suffisante. 

On  peut  simplifier,  dans  bien  des  cas,  les  calculs,  en  remar- 
quant que,  pour  qu'une  équation  soit  réductible  à  l'ordre  n,  il 
faut  que  l'équation  adjointe  soit  réductible  à  l'ordre  m —  /i. 

Ainsi  l'équation  (4)  a  pour  adjointe 

d'+y         dm~l  dm~* 

-!—=£■  —  -5 r  (  A|d?-+-  Ai)  v-+-  -z (Af  a?» -+- À  la?  h- Al)  y -+- . . .  =  o. 

dont  les  intégrales  normales,  pour  x  =  oo,  seront  de  la  forme 


— f--c 


^[i+a+...]. 


B  et  C  ayant  les  valeurs  précédentes  et  p'  =  m  —  i  —  p. 

Ainsi,  pour  que  l'équation  (4)  soit  réductible  à  l'ordre  m  —  i, 
il  faut  que  p'  ait  une  valeur  entière  négative,  c'est-à-dire  que,  parmi 
les  ni  valeurs  de  p,  il  y  en  ait  une  entière  supérieure  à  m  —  a;  il 
doit  en  outre  exister  m  —  2  relations  entre  les  coefficients  A. 

Par  exemple,  pour  chercher  si  l'équation  du  troisième  ordre 

S+S<a"+a«>+£<a«*+a'«*+a-> 

h-7 (A3a-a  -+-  A'3  .r*  -+-  A"3  r  h-  A  J)  =  o 
est  réductible,  on  formera  les  équations 

B^h-  A,B2-h  A2B-+-  A3  =  o, 


a;  b»  +  a;b-*- a; 
~*b«-h»âTb  ■+■  a  2 


3 


_  (H-t-C»)(3BH-AQ  +  C(aA,,B+A,2)  "bî^î  B_Z^3 
p~         "  "  3  B*  ~  a  A  t  B -»- ÂT^ 

On  a  trois  valeurs  pour  p;  pour  que  l'équation  donnée  soit  réduc- 
tible, il  faut  que  Tune  de  ces  trois  valeurs  soit  entière  (positive 
ou  né«;ali\c),  mais  différente  de  i;  en  outre,  il  doit  exister  une 
relation  entre  les  coefficients  A. 
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Au  sujet  du  développement  de  cotz  en  série  de  fractions; 

par  M.  de  Presle. 

(Séance  du  18  avril  1888.) 

L'application  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  donne 

cotz  z=G(z)-h  in-  V   — r-^ -, 

z      *d  niz(z  —  niz) 

n  =  ±  1,  ±2,  ±3,   . . ., 

G(z)  étant  une  fonction  holomorphe  de  z9  dont  la  détermination 
est  le  but  de  la  présente  Note. 
Nous  avons 

G(Z)  =  C0t5—  -  —  y  7—^ 

3      +*mz(z  —  /iir) 
* 
Proposons-nous  de  démontrer  que  G  (s)  ne  tend  vers  Fin  fini 

pour  aucune  valeur  de  z  dont  le  module  tende  vers  l'infini. 

i°  Remplaçons  z  par  x  +yi,  en  supposant  que  jy  ne  soit  pas 

nul, 

~.  ..       cota7cot(  yi)  —  1  1  \^  x-\-yi 

G(x+yi)  =  — .,    .. .  —  >  — ; -. • 

J  cota?  -+-  cot(^ï)         x-hyi      +*  mz(x-hyi  —  nir) 

Le  premier  terme  du  second  membre  ne  tend  jamais  vers  l'in- 
fini; en  effet,  si  y  tend  vers  l'infini,  cot(yi)  tend  vers  1,  d'ailleurs, 
cot(  yi)  ne  tend  vers  l'infini  que  si  y  tend  vers  zéro,  et,  si  cota: 
tend  vers  l'infini,  la  limite  de  ce  terme  est  col(yi). 

Le  second  terme  du  second  membre  ne  tend  jamais  vers  l'infini. 

La  somme  qui  constitue  le  troisième  terme  du  second  membre 
ne  tend  jamais  vers  l'infini,  car  les  dénominateurs  ne  contiennent, 
comme  facteur,  aucune  discontinuité  de  la  fonction. 

a°  II  ne  nous  reste  donc  qu'à  considérer  le  cas  de  y  nul  ;  on  a 


G(x)  =  cota: >  ; r 

x      se*  niz(x  —  nie) 


Le  premier  terme  du  second  membre  tend  vers  l'infini  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  tendant  vers  /W7t,  m  étant  un  nombre  en- 
tier, positif  ou  négatif,  et  pour  celles-ci  seulement. 

Le  second  terme  est  fini  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ne  tendant 
pas  vers  zéro. 
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La  somme  qui  constitue  le  troisième  terme  ne  tend  vers  l'infini 
que  pour  les  valeurs  de  x  tendant  vers  m  t.;  et,  même  pour  ces 
valeurs,  cette  somme  est  finie,  abstraction  faite  du  ternie  corres- 
pondant à  la  discontinuité.  Pour  ce  terme,  remplaçons  x  par 
x'-h  mn  et  considérons  la  différence 

m/   ,  .       x'-t-miz 

cot(j?  -+-  nnz)  — 


mizx' 


Nous  pouvons  écrire  cette  différence 

cota: . 

x        rmz 

Si  x!  tend  vers  zéro  et  m  vers  l'infini,  cette  différence  tend  vers 
zéro. 

3°  Ainsi  G(z)  ne  tend  vers  l'infini  pour  aucune  valeur  de  z  dont 
le  module  tend  vers  l'infini  et,  par  suite,  est  une  constante. 

4°  Cette  constante  est  nulle,  car  pour  des  valeurs  de  x  égales 
et  de  signe  contraire,  G(x)  doit  avoir  des  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire  :  donc 

cotz  =  -  -+■  >  — -, 

z      se*  niz(z  —  mz) 

n  =rh  i,  ±  -2,  rh  3,   .... 


Note  sur  le  procédé  le  plus  simple  de  calcul  des  nombres 

de  Bernoulli  ;  par  M.  Williot. 

(Séance  du  G  juin  1888.) 

De  nombreuses  méthodes  ont  été  proposées  pour  simplifier, 
autant  que  possible,  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli;  mais  il 
ne  semble  pas  que  Ion  ait  tiré  un  parti  suffisant  des  remarquables 
formules  de  Seidel,  généralisées  par  M.  Stern. 

M.  E.  Catalan,  en  démontrant  le  théorème  de  Staudt  et  Clau- 
sen,  a  signalé  comme  avantageux  (4)  l'emploi  des  nombres  entiers 


(')  Hulletin  des  Sciences  mathématiques,  :ir  série,  T.  IV  (mars  1880). 


n 
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et  impairs  P„,  déterminés  par  la  formule 

Pî„  =  2(2*"-i)Bi„; 

mais  les  formules  complexes  qui  lui  servent  au  calcul  de  P2/,  sont 
un  obstacle  à  l'application  de  cette  méthode.  Déjà  M.  Edouard 
Lucas,  après  avoir  démontré  la  seconde  formule  de  Seidel  ('), 

(a)    (a«»  — i)B1„-*-/i1(a*«  J— i)Bt/î_,-+-/ij2«"-*  — i)Bîrt_v-h...  =  o, 
remarque  que  celte  formule  équivaut  à  l'expression  symbolique 

V»i  P-+-i)«  =  o, 

où  les  exposants  doivent  être  transformés  en  indices  après  le  dé- 
veloppement. 

Si  Ton  transforme,  à  l'aide  de  cette  équation,  les  P2„  en  déter- 
minants, on  constitue  le  Tableau  suivant,  formé  très  simplement 
au  moyen  des  coefficients  binomiaux  : 
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La  réduction  très  facile  de  ce  déterminant  nous  donne  aisé- 
ment dans  la   première   colonne,   en   dehors   de  P2  —  1 ,   Pt=v., 

La  simplification  résultant  de  l'emploi  de  la  formule  (a)  de 
M.  Seidel  est  donc  considérable;  mais  les  nombres  P2/f  ont  mal- 
heureusement une  croissance  bien  plus  rapide  encore  que  celle 
des  nombres  de  Bernoulli,et  nous  croyons  plus  avantageux  d'avoir 
recours  à  l'autre  formule  de  M.  Seidel,  en  la  transformant  d'une 
façon  analogue. 

Cette  formule 

B"+,(B-+-!)'t  -+-  B"(B-+-l)"+1r=  o 


(  ')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  VIII,  n°  5  (1880),  p.  172/ 
XVI.  10 


donne  par  développement 


h[jli  +  (ll  +  l)4]B„_n-...JIi"4_(B 


selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
Or  on  a,  identiquement, 

On  peut  donc  écrire,  en  faisant  (') 

Q1.=  (art  +  i)B; 


(m^m\*-+ m).*~+-  ■•  :: 


Q.     |_ 


selon  que  n  est  pair  nu  impair.  On  supprimera  le  dénominateur 
commun  (n  ■+- 1),  et  l'on  pourra,  en  remarquant  que  les  Q  d'indice 
impair  sont  nuls,  écrire  symboliquement 

Q*(i +<$)*+*  =  0. 

En  admettant  Q0  =  1 ,  Q,  =  —  1 ,  on  peut  développer  en  déter- 
minant celte  formule  cl  poser 


(»n-hl)BIn  =  Q.n  =  - 
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mbres  Q,.  dans  la  sommation  de  la  série 
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La  formation  de  ce  déterminant  avec  les  coefficients  binomiaux 
est  des  plus  simples. 

Cette  simplification  est  d'ailleurs  naturelle,  étant  donné  que, 
suivant  la  loi  de  MM.  Standt  et  Clausen,  le  dénominateur  de  B2« 
ne  doit  contenir  aucun  facteur  premier  compris  entre  (/i-f-i) 
et  (2/14-  1). 

Le  desideratum  serait  de  faire  sortir  du  déterminant  tous  les 
facteurs  non  premiers  compris  entre  1  et  (27?  4-  1);  multiplions, 
par  les  facteurs  non  premiers 


9,       i5, 


21,       27,       33,       39,       45, 
!*5,  35, 


5i 


55, 


19, 


les  colonnes  dont  le  dernier  chiflre  est  l'unité  et  correspond  au 
même  nombre  à  l'extrémité  de  la  ligne.  Nous  pourrons  alors  di- 
viser respectivement  les  lignes  par  4,  *>,  K,  9,  10,  12,  i4,  i5,  16, 
18,  et  faire  sortir  des  déterminants  tous  les  nombres  non  premiers 
qui  figurent  au  dénominateur 


/»-*-i)B,.,=  Q,„  = 


(_,)»-! 
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Nous  ne  conservons  ainsi  au  dénominateur  que  les  nombres  pre- 
miers compris  cnlre  1  et  (n  4-  1).  Mais  nous  avons  à  faire  disparaître, 
par  la  réduction,  les  facteurs  9,  i5,  21,  27,  .  . .  que  nous  ayons 
introduits,  et  nous  profiterons  naturellement  pour  celte  élimina- 
lion  de  ce  que  ces  facteurs  de  la  forme  (2/1  -h  1)  doivent  diviser  les 
déterminants  suivant  la  loi  de  MM.  Standt  et  Clausen. 

La  réduction  de  ces  déterminants  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté.  Elle  conduit  aux  formes  suivantes,  dans  lesquelles  le 
^dénominateur  comprend  les  nombres  premiers  dé  2  à  (n  -f-  1)  et 
le  nombre  (2/1-hi)  s'il  est  premier. 
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Le  calcul  ne  comprend  que  des  multiplications  et  des  additions, 
et  s'effectue  aussi  rapidement  que  le  permet  l'importance  des 
nombres  en  question. 

On  trouve  ainsi  une  confirmation  de  la  loi  de  MM.  Standl  et 
Clause  n.   Nous   avons   indiqué  ici  une  réduction  successive;  mais 


U9    - 

on  pourrait  également  calculer  directement  un  déterminant  quel- 
conque, c'est-à-dire  un  nombre  quelconque  de  Bernoulli. 

Nous  sommes  d'ailleurs  arrivé  à  ces  déterminants  en  réduisant 
l'expression  immédiate  du  coefficient  de  la  formule  d'EuIer 

AF(jr)  =  /«F'(ar)-+-AiAF,(-r)  - 


K\JAF'(2)A«-rA,AF'"(j)/<»-...  -h  Am\V'»(*)h'»-h... 


qui  est 
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i.'i.(/n  +  i)       i.2. m        i.2.(m —  i)   i.2.( m  —  a) 
déterminant  symétrique  formé  avec  les  (m  H-  i)  premières  fonc- 
lions 


r(l\> 


Nous  ne  donnons  pas  ces  calculs,  un  peu  étendus,  qui  ne  font 
que  conduire  à  la  formule  de  Seidel. 


Observations  de  M.  Rouché  en  réponse  à  une  Note 

de  M.  Delannoy  ('). 

Je  n'ai  commis  aucune  erreur  de  principe.  Mon  travail  se  com- 
pose de  deux  parties  distinctes  :  dans  la  première,  j'ai  donné  la  so- 
lution exacte  du  problème  sous  forme  trigonométrique;  dans  la 
seconde,   tout  à  fait  étrangère  au   Calcul  des   probabilités,  j'ai 
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(')  Bulletin  de  fa  Société  mathématique  de  France,  t.  XVI,  p.  n'i. 
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cherché  à  iiiiLlre  lu  solution  sons  lonue  algébrique  ;  le  raisonne- 
ment, est  juste,  mais  à  Li  deruiùre  ligue  j'hii  fait  une  faute  de 
calcul  en  effectuant  la  division  finale;  voilà  tout. 

Quant  à  la  longueur  du  calcul,  c'est  affaire  d'appréciation. 
D'aucuns  préféreront  sans  demie  avec  moi  l'emploi  des  théories 
elassiqiies'dcs  fonctions  svmiHriques  et  des  déterminants  â  celui 
de  IVchiquier  pcnUf-onal  on  hexagonal,  dont  je  ne  méronnai-  |MI 
d'ailleurs  I'utiltt6. 


Décomposition  des  nombres  en  (acteurs 
I.    Si  »it  nombre  N,  décomposé  en   ses  fadeurs  premiers,  M 

égal  à 

on  sait  que  le  nombre  de  ses  diviseurs,  IJ(N),  est 

le  nombre  N  lui-même  et  l'unité  étant  considérés  comme  dîvi- 


Cette  formule  (■)  donne  évidemment  le  nombre  de  façons  dont 
le  nombre  N  peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  {  parmi  lesquels 
N  et  l'unité  peuvent  figurer)  lorsque  l'on  considère  comme  diffé- 
rentes  les   deux    décompositions   des    formes  PQ  et  QP.  Soit 

/iI(N)  =  D(N)  ce  nombre. 

2.  Cherchons  maintenant  de  combien  de  manières  le  nombre  N 
peut  être  décomposé  en  trois  facteurs,  en  regardant  toujours 
comme  décompositions  différentes  celles  qui  différent  par  Tordre 
des  facteurs,  et  en  admettant  l'unité  parmi  les  facteurs  possibles. 

Pour  y  arriver,  nous  remarquerons  que,  si  nous  prenons  comme 
premier  facteur  un  diviseur  quelconque  3,  el  si  N  =  3o',  nous  au- 
rons un  nombre  de  décompositions  correspondantes  égal  à  celui 
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des  décompositions  de  2'  en  deux  facteurs,  c'est-à-dire  D(o').  On 
peut  en  dire  autant  de  tous  les  diviseurs,  et  par  conséquent  le 
nombre  cherché  /i3(N)  est  SD(o'),  le  signe  2  s'étendant  à  tous 
les  diviseurs. 

Afin  d'effectuer  celte  sommation,  considérons  le  développe- 
ment 

(•*)     (i  -h«-ha*-h. . .-+-  rt*)(i-t-  £-*-... -h  6P)...(i-+-/-+-...-i-  A), 

dont  les  termes  donnent  les  diviseurs. 

Soit  aPb?  ...  /r  l'un  quelconque  8'  de  ces  termes  :  nous  aurons 

D(3')  =  (i-h/>)(i-l-0)...(i-+-r). 

Si  donc  nous  remplaçons  dans  le  développement  (2)  chacun 
des  éléments  par  l'exposant  augmenté  d'une  unité,  nous  obtien- 
drons précisément  le  résultat  cherché  SD(o'). 

Les  termes  entre  parenthèses  deviennent  alors 

i-+-a-+-. ..-*-!-+-«= -- '  =  (  ih-  a)  1  1  -+-  -  J  > 


I  -h  2  -h .  .  .  -h  I  -+-  A  = 


o^)(--2) 


et  le  produit  est 

(3)  .n>(N)=sni(N)(i+ J)(i+y...(i^^. 

Un  raisonnement  identique  nous  montrera  que,  pour  avoir  le 
nombre  de  décompositions  en  quatre  facteurs  /?4(N),  il  faut 
former  la  somme  2/i3(8)  s'étendant  »  tous  les  diviseurs,  et  qu'il 
suffit  pour  cela  de  remplacer  chaque  élément,  dans  le  produit  (2), 

par  une  fonction  de  l'exposant/?  égale  à  (1  -i-  p)  (i+-  )•  Les  fac- 
teurs entre  parenthèses  deviennent  ainsi 

I.I-4-(l4-l)(l-4--j-4-(l-h2)|l-J-  -)-4-...-h(l-ha)fl-4-  -f 

=  (,  +  .)(,  +  !!)(,+  «), 


-  I-.4  - 

|,ui. 

<~»H)H> 

^,(-<-D(:-\h 

ri  lu  11..1 

H) 

ilui 

«.(»)  cherché  MH 

)• 

llnen 

ùlli 

de  luute  pareille  noua  conduirait  ù  lu 

formule  gi'-nr- 

raie 

(41      "* 

Ni- 

~**(^&)(f+&h{» 

éù 

ou 

(5') 

mhIIi    

1  le 

]  (.+|)..-(w;fiT)x„,x41+l^1 

nombre  de    manières  ds  ilrcomposoi 
Figuration  des  nombres  composés 

N    en   /.    lac- 

:i.  a 

facteur! 

e  m  arques  sur  les  décompositions  do 
s  croyons  devoir  en  ajouter  une  sur  un 

z:ïeisz 

ration  fort  simple  et  qui  n'a  cependant  pas  été  signalé  jusqu'ici, 
du  moins  à  notre  connaissance.  Il  y  aurait  peut-être  lieu  d'en  tirer 
parti  pour  l'enseignement  des  premiers  principes  élémentaires 
relatifs  à  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs  premiers,  à  la 
formation  du  plus  grand  commun  diviseur  et  à  celle  du  plus  petit 
commun  multiple  de  deux  ou  plusieurs  nombres. 

Voici  en  quoi  consiste  cette  figuration.  Supposons  que,  un  qua- 
drillage indéfini  étant  tracé  à  la  droite  d'une  ligne  verticale,  nous 
numérotions  les  bandes  horizontales  successives  3,  3,  5,  7,  11, 
[3,  17,  ...,  en  les  affectant  aux  nombres  premiers  successifs.  Si 
un  nombre  composé  contient  un  facteur  premier  a  à  l'exposant  a, 
on  comptera  a  cases,  à  partir  de  la  droite  verticale,  dans  la  bande 
qui  représente  le  facteur  a.  L'ensemble  de  toutes  les  cases  ainsi 
déterminées,  cl  que  l'on  pourra  limiter  par  le  tracé  du  contour 
extérieur,  figurera  le  nombre  on  question.  11  est  évident  que  ce 
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trace  peu!  suivre  parfois  la  ligne  verlicaleorigine,  lorsque  certains 
facteurs  premiers  font  défaut,  c'est-à-dire  ont  l'exposant  zéro. 

Nous  nous  bornons  à  donner  comme  exemple  la  figuration  des 
deux  nombres  36o  =  a3.32.  5  et  i65oo  =  a2.3.5:l.  1 1  {fig.  i  et  a). 


Fig.   i 


Fig.  a. 


EB 


s 
i 
ii 


N  -  36o. 


N  =  i65oo. 


Ce  mode  de  représentation  met  en  relief  d'une  façon  saisissante 
la  formation  des  diviseurs,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  décom- 
position en  deux  facteurs,  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus.  Le 
nombre  des  diviseurs  est  évidemment  égal  au  nombre  des  chemins 
différents  qu'on  peut  suivre  pour  aller  de  la  base  inférieure  à  la 
base  supérieure  de  la  figure  formée,  en  suivant  toujours  les  lignes 
du  quadrillage. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  se  trouve 
représenté  par  la  partie  commune  des  figures  qui  représentent  ces 
deux  nombres;  le  plus  petit  commun  multiple,  parla  figure  limitée 
au  contour  extérieur  dessinée  par  l'ensemble  des  deux  figures. 
Nous  donnons  comme  exemple  (Jfg.  3)  le  plus  grand  commun  divi- 

•    Fig.  3. 


N 

— 

1890  = 

=  3.3\5 

0* 

N' 

— : 

Mo  - 

:  2».  3. 5. 

11, 

I) 

— : 

2.3.5 

=  3o. 

V 

= 

2a.3\ 

5 .  - .  1 1  •-- 

=  '■■ 

jSo 

scur  I)  des  deux  nombres  1890  cl  ()6o,  et  leur  plus  petit  commun 


multiple  p,  en  figura rtL  les  deux  nombres  au  moyen  do  hachure» 
obliques  ou  horizontales. 

On  comprend  qu'en  représentant  par  diverses  valeurs  pluî 
nombres,  tin  peut  ainsi  figurer  leurs  diviseurs  ou  leurs  i 
Suit  d'ensemble,  snit  deux  à  deux.  Par  exemple,  si  trois  nombre 
A,  B,  C  sont  figures  : 

,V  M  rouge. 

Il  un  bien» 

C   H  jaune, 

les  plus  grands  communs  diviseurs  seront  figurés 

i  11  par  lu  |'.i 


4.  Au  tond,  ce  mode  de  iigu  ration  est  en  quelque  sorte  uu 
système  de  numération  dans  lequel  l'ordre  d'un  chiffre,  à  partir 
de  la  gauche  par  exemple,  représenterait  le  rang  d'un  nombre 
premier,  et  le  chiffre  lui-même  représenterait  l'exposant.  Ainsi, 
dans  les  exemples  cités  plus  haut,  les  divers  nombres  s'écriraient 
comme  suit  : 


■il». 


S, A 


>i3oi 


Le  produit  de  deux  nombres,  dans  ce  système,  s'obtiendrait 
par  l'addition  des  chiffres  de  même  rang  {et  il  est  bien  entendu 
qu'ici  nous  désignons  par  le  mot  chiffres  des  nombres  qui  peu- 
vent devenir  aussi  grands  qu'on  voudra). 

I.;j  formation  du  plus  petit  commun  multiple  ou  du  plus  grand 
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commun  diviseur  est  évidente;  et  il  apparaît  non  moins  claire- 
ment, par  exemple,  que  le  produit  de  deux  nombres  est  égal  au 
produit  de  leur  plus  petit  commun  multiple  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur. 

Tout  nombre   représenté   par    l'unité  précédée   d'un   nombre 
quelconque  de  zéros  est  un  nombre  premier,  et  réciproquement. 

Tout  nombre  dont  les  chiffres  sont  pairs  est  un  carré. 
*  Nous  croyons  devoir  borner  là  ces  observations,  trop  simples 
pour  mériter  d'être  plus  complètement  développées. 


Sur  une  propriété  des  systèmes  de  courbes  algébriques; 

par  M.  Weill. 

(Séance  du  G  juin  1888.) 

Si  Ton  considère  deux  courbes  algébriques  dont  aucune  ne 
présente  d'asymptotes  multiples,  on  sait,  d'après  la  théorie  de 
l'élimination,  que,  pour  calculer  les  coordonnées  du  centre  des 
moyennes  distances  de  leurs  points  communs,  on  peut  remplacer 
chacune  de  ces  courbes  par  le  système  de  ses  asymptotes.  Ceci 
posé,  considérons  une  courbe  fixe  de  degré  m  que  nous  réduirons 

à  ses  m  asymptotes 

y —  C\x  —  d\  =0, 
y  —  c%x  —dt  =0; 


y  -cfHx  —  d„,=zo} 


et  un  système  de  courbes  de  degré  p  dont  l'équation  contient  un 
paramètre  variable  \  au  degré  k\  l'équation  d'une  pareille  courbe 
peut  s'écrire 

X^S,-f-X*-»S1-h...=  o, 

St,  S2î  ...  étant  les  premiers  membres  d'équations  de  courbes 
quelconques  de  degré  p.  Soient  X\,  .r2,  .  ..  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  cette  courbe  et  de  la  droite 

y  —  cxx  —  dt  =  o, 
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on  aura 

/a) 

*-, -h  a-, -h . . .  h- a>  =  ^j , 

y  et  s  désignant  des  polynômes  du  degré  A*  en  A,  comme  un  calcul 
facile  le  montre.  Dès  lors,  l'abscisse  X  du  centre  des  moyennes 
distances  des  points  communs  à  la  courbe  variable  et  à  la  courbe 
fixe  a  pour  expression 

de  même 

D'ailleurs  aux  A*  racines  de  l'équation  en  A.  s(a)=o,  corres- 
pond pour  le  lieu  une  direction  asymplotique  multiple  d'ordre  A*, 
qui  n'est  autre  que  la  direction  de  coefficient  angulaire  c,.  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Théorèmk.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  de  degré  m  et  à  une  courbe  va- 
riable de  degré  quelconque ,  dont  l'équation  contient  un  pa- 
ramètre variable  au  degré  A\  décrit  une  courbe  unicursale  de 
degré  mk,  qui  a  pour  directions  asvmptotiques  multiples 
d'ordre  À*  les  directions  asvmptotiques  de  la  courbe  fixe. 

J'ai  déjà  énoncé  ce  théorème,  niais  dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  fixe  est  unicursale  {Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, t.  X,  p.  i3~). 

Les  conséquences  de  ce  théorème  général  sont  nombreuses. 
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Dérivées  successives   d'une  puissance   entière  (V une  fonction 
d'une   variable,    dérivées    successives    d'une  fonction    de 
fonction  et  application  à  la  détermination  des  nombres  de 
Bernoulli;  par  M.  de  Prksle  (*  ). 

(Séance  du  4  juillet  1888.) 

1.  Rappel  de  la  formule  donnant  les  dérivées  successives 
d'un  produit    de  fonctions  d'une  variable.  —   Soient   a,    &, 

c,  . .  .,  k  n  fonctions  d'une  variable  x\  on  a,  d'après  une  formule 

connue, 

m! 

(1)       X>m*(a.b.c. .  .k)  —  Zd.e . .  .# — ; — -. :  Dp* a  D«.r&  . . .  Dt*k; 

p\  q\  ...  t . 

dans  cette  formule 

p  -\-  q  -+-. .  .-h  t  =  m; 

d,  e,  . . . ,  g  sont  les  fonctions  dont  les  dérivées  ne   figurent  pas 
dans  le  terme  considéré. 

2.  Dérivées  successives  d'une  puissance  entière  d'une  fonc- 
tion d'une  variable.  —  Supposons  les  fonctions  a,  &,  c,  . .  . ,  k 
identiques  entre  elles.  Soit  u  leur  valeur  commune  :  nous  aurons 

D'^u"=7:j'nTJïy  """"'"  D''*w; 

dans  celte  formule 

2A./  =  m,         2/  =  1,  2,  . . . ,  71, 

/  est  un  coefficient  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Pour  cela,  nous  chercherons  le  nombre  des  termes  qui,  dans 
l'expression  de  Dm*(a.b,c . . .  k)  deviennent  égaux  en  vertu  de  la 
supposition  précédente,  et,  pour  plus  de  clarté,  nous  supposerons 
qu'un  de  ces  termes  soit,  en  supprimant  l'indice  #, 

D5a.Da6.D5c.D,rf.D5e.  D^/.DA*. 


(')  Pour  ne  pas  multiplier  outre  mesure  les  parenthèses,  nous  désignerons 
par  l>a#/  la  dérivée  d'ordre  a  par  rapport  à  x  de /élevée  à  la  puissance  by  que 
l'on  écrit  ordinairement  (Dx/Y* 
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Mais  on  verra  immédiatement  que  la  conséquence  du  raisonne- 
ment que  nous  allons  faire  est  générale. 
Ecrivons  le  terme  en  question 

D5a.D5c.D5e.D3  b.  Dtd.Dtf.DA. 

Nous  devons  prendre  toutes  les  combinaisons  trois  à  trois  des 
sept  facteurs  Da,  D/>,  De,  Drf,  De,  D/?  DA*  et  les  affecter  de 
Tindice  5,  puis  multiplier  chacune  de  ces  combinaisons  par  toutes 
les  combinaisons  une  à  une  d'un  facteur  restant  affectées  de  l'in- 
dice 3  ;  ensuite  multiplier  par  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux 
de  deux  facteurs  restants  affectées  de  Tindice  2;  enfin  multiplier 
par  le  facteur  restant;  donc  le  terme  proposé  donne  un  nombre  de 
termes  identiques  égal  à 

7.6.5  4   3.2    1 
1 .2.3   1    1.2    1  ' 
ou  à 

7! 


3!iï-2Îi! 

Il  est  évident  que  le  nombre  des  termes  de  Dm*u"  provenant 
d'une  semblable  analyse  est 

(S/)! 

n(/!)' 

Mais  ce  qui  a  lieu  pour  le  terme  considéré  s'applique  à  tous  les 
termes  de  même  composition  d'indices,  dont  les  lettres  ne  sont 
pas  toutes  les  mêmes,  c'est-à-dire  à  un  nombre  de  termes  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  S/  à  2/  ou  a 

m  (  m  —  1  ) . . .  (  m  —  2  l  -h  1  ) 
donc 

D'"*"  =  2à îzJyr nr/T)  ir<A!T'  u"-JnT>'**u  • 

ou 

.        (*)         ?  ^  H(/ï)  II(/lî/  «"*"', 

3.   Remarque,  —  Supposons  /w  égal  à  /? 

*d  Il(/Î)  Il  (/*!,'"  ''  "' 


mais 
donc 

(3) 
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I)v/«M'»=m(/«-  i)  ...(m  —  2/ 4-1  )«"«--', 

*  ^Zhl—niy         2/  =  i,  a,  . . .,  m. 


m! 


4.  Remarque.  —  Il  résulte  de  l'équation  (3)  que  „..,',.. 

•  "  \     /     i        ll( *  î  )  II(  A!  )' 

est  un  nombre  entier;  on  peut  le  démontrer  directement.  Re- 
marquons d'abord  qu'en  décomposant  l'expression  précédente  en 

facteurs  de  la  forme — — .t/ . ,*w ->  k  étant  un  nombre 

il  (h:)1 

entier,  il  suffira  de  démontrer  que  ces*  facteurs  sont  entiers;  en 

P         .,                .    w     •       (*-»-i)(*-H2)...(à:h-A/)         (hl)\ 
outre,  l  un  d  eux  peut  s  écrire — — ThTv — x  7T7TTT/' 

Le  premier  de  ces  nouveaux  facteurs  étant  entier,  nous  nous  pro- 
poserons de  démontrer  qu'il  en  est  de  même  du  second. 

Nous  prendrons  un  cas  particulier,  mais  il  sera  évident  que  la 
démonstration  est  générale. 

Considérons  le  quotient 

i .  -i .  3  ...  1 4  •  1 5 
(i.a.3.4.5)** .  I  .2.3 

Nous  pouvons  l'écrire 

f.2.3.4   5.i       6.7.8.9   5.2        11. 12. i3. 14   5.3 

• x    — . x   . • . 

1.2.3.4    5.i       1.2.3.4    5.2  1.2.3.4       5.3 

01       r                   1.2.3.4    6.7.8.0    u.i2.i3  14         »       .•%  1 

r  les  tractions    — ;,  — ^-i-,-7  >  r— 7— sont  entières;  donc 

1.2.5.4    1.2.5.4       1.2.3.4 

le  quotient  proposé  est  entier. 

5.  Dérivées  successives  d'une  fonction  de  fonction.  —  Con- 
sidérons une  fonction  de  w,  'f(w);  a  étant  une  fonction  de  xy 

Dxo  =  DuyDxu> 

D2*<p  =  Drtcp  Djrw  -1-  Dj«<p  Dxu, 

Dj*o  =  Duv  D3ru  -+-  3Dt»<p  Dxii  D%*u  -+-  D3««p  Dxti. 

••• i 

nous  reconnaissons  la  loi  suivante,  dont  la  généralité  s'aperçoit 
immédiatement, 

Dmry  =  At  DM©  +  A,D,«o4-. .  .4-  AwDm«<p, 
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les  coefficient  Ai,.\i,...,  V,„  éum  indépi 
nuls  ne  dépesdtnt  que  <Il-  L  (onction  </. 

Il  en  résulte  que  les  coefficients  du  I 
trouvés  (8),  sont  ceux  de  U,„-'i  ;  donc 


,  de  !"  tondions, 


! 


-m,         S/*!, 


Dft*yUD£ri 


(î.    Application .  —  Nous  allons  appiu]ucr  celle   formule-  ù 
cïjs  particulier  IJT''f  ;  nous  formerons  des  suites  de  nombre  pi 
ordre  décroissait  avec  répétition,  lellcn  que   U    somme 
becs  de  ebaque  suite  soit  J, 

7,    6.t,     5. a,     ï.i.r,    j.3.     M-'i     |.l.i..l, 


Déformeront  ces  s 


it- 


Nous  formerons  des  produits  de  dérivées  de  it  par  rapport  à  jr, 
dont  les  indices  seront  les  facteurs  précédents,  et  les  exposants 
ceux  de  ces  facteurs,  enlin  nous  multiplierons  chèque  produit  par 
une  dérivée  de?  par  rapport  à  u  d'indice  égal  au  degré  de  ce  pro- 
duit et  par  le  coefficient  que  donne  l'équation  (/j). 

Considérons,  par  exemple,  dans  la  suite  précédente  le  produit 
3.21;  il  donne  d'abord 

Da*uDJ>K; 
puis 

et  enfin 


0\*l 


io5.D,-?Dj*uDJ*k. 

En  faisant  un  semblable  calcul  pour  tous  les  termes,  nous  ob- 
tenons pour  D,<cf-  l'expression  suivante,  dans  laquelle  nous  n'indi- 
querons pas  les  quantités  par  rapport  auxquelles  les  dérivées  sont 
prises,  les  dérivées  de  u  étant  toujours  prises  par  rapport  à  «  et 


celles  de  u  par  rapport  à  x 

D<p  D7  u  -+■  7 .  D,  <p  D6  u  Du  -+-  2 1 .  Dj  cp  D5  u  D,  u  -+-  21 .  D3  ©  D5  u  D*  u 
h  35.Dj©  D4u  Djw  -h  io5.D3<p  Dku  D,w  Da  -h  35.D4<p  D4wD»m 
70.D3Ç  D|aDa-hio5.D3«pD3aDîa-f-?.io.Dto  DsaD,aD*t* 
35.DJ«pDjMD*a-f-io5.D4<pDîaD«/-*-io5.Ds<pDîwD*M 
-h  21  .D6tpDjwDa*-h  D7«p  DTw. 

On  peut  vérifier  l'exactitude  de  ce  résultat  en  formant  successi- 
vement les  dérivées  de  <p. 

7.  Application  aux  nombres  dç  Bernoulli,  —  L'expression 
•d'un  nombre  de  Bernoulli  Bn  est  la  suivante  : 

(  *«=<-  ')"+'  (a.,_")a,.-,  D,„*_,(tanga-)0 
(       =(-')"+1  (a<B_,)a,a-,  Dlnx_,(coS-'x),. 

Supposons  dans  la  formule  précédente 

nous  aurons 

D*u©  =  (—  i)*(X- -hi)!  a-^+*J,         Dj^^ja  =(—  i)*sin#,         Dj^rW  =  (_  i)*cos:r, 
D*-(<p  ),=„  =  (— !)*(*-+- 1)!,         Dj**+i(»o=o,         Drt(i«)0  =  (—i)*, 

•>«-*<«».**).=  2    n(/!)n(A!/   nD*'<w><" 

dans  laquelle  formule 

A  pair,         Zhlz=2p,         2/  =  1,  2,  . . .,  p, 
donc 

dans  laquelle  formule 

A  pair,     2A/=2/i  —  2,         S/  =  1,  2,  . .  ,,(/i  —  1). 

8.  Calcul  d'un  nombre  particulier  de  Bernoulli.  —  Propo- 
sons-nous le  calcul  de  Bfl 

XVI.  I  l 


•  W" 


-  Ma  - 


•« 


OU  *  *  •  •   : 

rf .    *      y 

On  aura  d'abord  pour  II  &'»  les  valeurs  # 

10,    8,a,    6.4,    6.%»,    4'.*>    4«*V  **> 
puis  pour  II  /  les  valeurs 

f  '»  -  •    '  i,    t.^,    ist,    i.3iis     *»i      i.3%    S. 

'  Les  valeurs  de  27  sont       ♦ 

it      a,        *        3,         3,        <,       5, 


r 


*     ** 


-.•*.-.• 


«  » 


celles  de  S /+ i  sont  *  .        * 

a,    -S»'      3,       4,        4,     '  i,       6.' 

tofal   lorst   lot  3!    iôU»      toi  41      iolSI   _  i»  j 6! 

10!    "f"8!a!"4"6!4!       a!6!l*I)»       ^(40*  al  ?  3!  4!  (a!)»       5ÎUÏ)5 

ou  '*  » 

*  .  — a-H*a7o-+-i*6o— -i5iao  —  37800-1-378000 —680400, 

ou  çntm     -,  ,  » 

\  v-  353799.. 


*     * 


On  obtient  ainsi  pour  B*  la  valeur    „   7^   • 

r  1397760 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  termes  de  Be  étant 
5 12,  on  obtient  le  résultat  connu 


•  t>«=  — =- 

2730 


Des  systèmes  des  coordonnées  qui  déterminent  le  plus 
simplement  un  point  par  une  construction;  par  M.  E. 
Lemoine. 

(  Séance  du  18  juillet  1888.) 

■ 

A  la  suite  de  la  Communication  que  j'ai  faite  au  Congrès  d'Oran, 
cette  année,  sur  la  mesure  delà  simplicité  dans  les  Sciences  ma- 
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thématiques  et,  en  particulier,  sur  la  mesure  de  la  simplicité  dans 
les  constructions  géométriques,  je  me  suis  demandé  quel  était,  au 
.point-  de  vue  graphique,  le  système  le  plus  simple  de  coordon- 
nées, c'est-à-dire  quel  était  le  moyen  le  plus  simple  de  déterminer 
un  point  par  une  construction. 

Si  un  point  M  est  déterminé  par  ses  coordonnées  x\  y\  relatives 
à  deux  axes  donnés  ox,  oy,  l'expression  de  la  construction  de  ce 
point  s'obtient  ainsi  :  prendre  la  longueur  a:' avec  le  compas,  2C1  ; 
porter  cette  longueur  en  m  à  partir  de  0  sur  ox}  C|  4-  C3;  par  le 
point  m  mener  une  parallèle  à  oy\  si  les  axes  sont  obliques, 

aRt-hRt-f-SGtH-SCj, 

ou  s'ils  sont  rectangulaires,  mener  par  ce  point  une  perpendicu- 
laire à  ox, 

4RiH-2R,-*-C1h-C„ 

prendre  avec  le  compas  la  longueur  y,  2C1,  porter  celte  longueur 
à  partir  de  m  sur  la  parallèle  à  oy, 

En  résumé,  axes  obliques  : 

1  Ri  -+-  Rj -+-  1 1  Ci  -+-  5 G3 ; 
simplicité,  19. 

Axes  rectangulaires  : 

4Ri-+-2Rr4-7C1-h3C3; 
simplicité,  16  ('  ). 

Soit   maintenant  un  point  M  déterminé  par   ses  coordonnées 

normales,   c'est  à-dire   par  les  lignes  a,  |3,  y   °lu>   représentent 


(')  Nous  rappelons  que  nous  désignons  par  : 

R,  l'opération   qui    consiste  à  faire   passer  le    bord   de   la   règle   pai*   un   point 

'donné; 
RJ  l'opération  du  tracé  de  la  droite,  quelle  que  soit  sa  longueur; 
C,  c'est  mettre  une  pointe  du  compas  en  un  point  donné; 

C,  c'est  mettre  une  pointe  du  compas  en  un  point  indéterminé  d'un  ligne  donnée; 
C,  c'est  tracer  le  cercle  complètement  ou  en  partie. 

Pour  calculer  la  simplicité  nous*  admettons  à  chacune  de  ces  opérations  une 
valeur  égale  à  l'unité  et  nous  faisons  la  son\me  du  nombre  d'opérations  ;  rien  n'em- 
pêcherait du  reste  de  leur  donner  des  coefficients  particuliers  déterminés  expé- 
rimentalement. 


4   _    '  »■  "> 
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les  rapports  de  ses  dislances  aux  trais  côtés  BC,  CÂ,  AB  d'iiM, 

•  triangle  de  référence  ABC.  * 

Voie!  là  construction  la  plus  simple  <j[ui  en  résulté  pour  obtenir 

•  le  point  M  : 

J'élève  une  perpendiculaire  sur  AC  et  pue  sur  AB  en  me  ser- 
vant pour  cela  d'une  seule  circonférence  passant  par  4-  •  ■  * 

Ce  cercle  mené  par  A  coupe  AB  en  B',  AC  en  C  et  BC.en  A' 
et  A,  ;  soit  o  son  centre.     *       *  ... 
>.  L'extrémité  du  diamètre  opposé  à  A  ept  A%  •..„.'• 


*  * 

B'A'  est  perpendiculaire  sur  BA, 

•C'A'  »  .  •    '   ■■   »* 


AC. 


Cela  exige 

*  6  Ri -4-  3  Rf-h  C|  ■+»  C*.    | 

-   J'élève  une  perpendiculaire  sur  BC  eu  A'  en  me  servant  du 
même  cercle  que  précédemment  :    .   , 

* 

i/  . .  ,  -  >  -       • 

Je  prends  avec  le  compas  la  longueur  i,  àCf. 

Je  la  porte  à  partir  de  A'  en  A"  sur  la  perpendiculaire  i  BC, 

par  A"  je  mène  une  perpendiculaire  à  A' A",  c'est-à-dire  une  pa- 
rallèle à  BC  : 

4R1+2R,-KC,-+-C,; 

en  résumant  ces  différentes  opérations,  depuis  que  j'ai  élevé  une 
perpendiculaire  sur  BC  en  A',  cela  fait 

8R1-^4Rj-+-4Ci-h?X,. 

Il  en  faut  autant  pour  mener  une  parallèle  à  ACà  la  distance  j3, 
et  autant  pour  mener  une  parallèle  à  AB  à  la  distance  y,  c'est- 
à-dire  qu'il  jaà  ajouter 

i6R,-H8R,-h8C,-f-4C3. 

La  parallèle  à  CB  à  la  distance  a  coupe  en  N*la  parallèle  à  AC 
à  la  distance  fi  et  en  M  la  parallèle  à  AB  à  la  distance  y. 
Je  trace  CL  : 

•jRi+Rs: 


—  J6:i  — 

je  trace  BM  : 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  M,  qui  est  ainsi  déterminé.  La 
construction  est  donc  exprimée  par 

34R,-hi7Rî-hi3Cl-+-7C3, 
la  simplicité  par  -i . 

Nous  ne  multiplierons  pas  les  exemples  :  nous  dirons  seule- 
ment que  la  manière  la  plus  simple  que  nous  ayons  trouvée  de  dé- 
terminer un  point  M,  c'est  de  donner  ses  distances  \  V  à  deux 
points  fixes  F  et  F'. 

La  construction  du  point  M  est  exprimée  alors  par 

6Cj-+-2C3     ou  par    8. 

La  manière  la  plus  simple  ensuite  est  celle-ci  :  je  prends 
deux  axes  fixes  CA,  CB  : 

A  est  un  point  fixe  sur  CA, 
B  »  »  CB. 

Je  joins  A  M  qiii  coupe  CB  en  A'  et  BM  qui  coupe  CA  en  B'. 

Soient 

CA'  =s  x,        CB'  =  y. 

Si  je  donne  x  et  y,  le  point  M  est  déterminé  par  la  construc- 
tion 

4R,-H2Rs-hGC,-+-aC3, 

dont  la  simplicité  est  14. 

Le  système  de  coordonnées  le  plus  simple  pour  la  détermina- 
tion du  point  est  donc  celui  où  le  point  est  déterminé  par  ses 
distances  à  deux  points  fixes;  il  est  fort  connu,  malheureusement 
il  se  prête  en  général  assez  mal  aux  éludes  analytiques;  celui  que 
nous  signalons  ensuite  Test  beaucoup  moins;  nous  ne  savons 
même  pas  s'il  a  été  remarqué  et  c'est  de  lui  que  nous  allons  dire 
quelques  mots,  parce  que  les  coordonnées  cartésiennes  usuelles 
en  sont  un  cas  particulier. 

Généralisation  du  système  cartésien  de  coordonnées. 

Soient  (Jîg.  1) 

CA  et  CB  deux  droites  fixes; 

A  point  fixe  sur  CA,  soit  C\  —  b\ 


-  M*  - 

li  point  fise  sur  CB,  suit  CB  ;=  (/; 

M  un  point  quelconque; 

AM  coupant  CU  en  X; 

BM  coupant  CA  en  Y; 

CX  et  CY  peuvent  êlre  considérées  comme    les   coordonnées 

de  M; 

CX  sera  |'di  du  point  M; 

CY  sera  Vy  du  point.  M. 

Le  sens  positif  des  t  est  le   sens  CB,  le  sens  positif  des  y  est 

le  sens  CA. 

Si  A  el  lis'él, .i^ne.it  |  l'inlini  respreliveme.il  surCAel  snrCH. 

% 

c           X 

>•  — ^. 

CX  et  CY  deviennent  les  coordonnées  cartésiennes  ordinaires. 

Cherchons,  dans  le  système  que  nous  considérons,  l'équation 
générale  de  la  droite. 

Soit  ^'B'  une  droite  quelconque  déterminée  parCB'=  a', 


B'  est  sur  CB, 


et  par  CA'=  U , 


Soil  M  un  point  quelconque  de  À'B'.  • 

Le  iriangle  A'CB'  coupé  par  la  transversale  AMX  donne 


CX  B'M  A  A' 
XB'  MA'   AC  " 
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de  même  A'CB',  coupé  par  BMY,  donne 

Bj3  ma;  YC^  _ 

(2)  GB    B'M  A'Y  ~fî 

multipliant  (1)  et  (2)  membre  à  membre,  on  a 

CX  A  A'  B'B    YG 


XB'  AG    CB  A'Y 


=  1 


ou 


x       — (b —  b')  a  —  a'         — y 

=  1 


ou 

(3) 
ou 


a' — x         — b  a       — {b'  —  y) 

xy  ab 


(a'-x)(b'-y)       (a-a')(b-b') 

xy(a'b' —  ab' —  a'6)-f-  aa'by  -4-  abb'x  —  aa' bb'  =  o  : 
c'est  l'équation  de  A'B',  elle  est  du  second  degré  et  de  la  forme 

Axy  ■+-  By-+-  C#-h  D  =  o. 

Remarquons  qu'elle  est  toujours  satisfaite  par  x  =  a,  y  =  6, 
coordonnées  qui  représentent  un  point  quelconque  de  la  droite 
AB  et  par  suite  le  point  d'intersection  de  AB  et  de  A'B'. 

L'équation  (3)  peut  s'écrire 

xy  __  1 


(a'—  x)(b'  —  y)        (         a'\  (         b'\' 


(-=)(-?) 


si  a  et  b  deviennent  infinis,  l'équation  devient 

(a'-x)(b'-y) 
ou 


=  1 


x         y 

-4-   VL    —  t 

a'        b'         ' 

ce  qui  est  en  effet  la  forme  connue  de  l'équation  cartésienne  ordi- 
naire de  la  droite. 

Si  A'B'  passe  en  C,  l'équation  (3)  devient  une  identité,  puisque 
a'=b'=o. 

Voici  alors  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine. 


-  m  - 

Soit  {fi g-  2)  N  le  point  où  CM  coupe  AB,  soit 


On  a 


mais  sinCNB  =  sin  CNA  :  doi 


l'équation  (4)  devient  donc 

x       b~y _ l 


<:>) 


zx  =  i. 


a  siD(B  —  «) 

ce  qui  est  l'équation  cherchée  d'une  droite  passant  par  l'origine. 
L'équation  (5)  peut  s'écrire 
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si  a  et  b  s'éloignent  à  oo,  elle  devient 

x  sina 


y       sin(G  —  a) 

ce  qui  est  bien  la  forme  de  l'équation  d'une  droite  passant  à  l'ori- 
gine dans  le  système  cartésien  ordinaire. 

Point  d'intersection   de  deux  droites.  —    Soient   les   deux 

droites 

xy  ^  ab 

(a'-x)(b'~=y)  ~  (ï~=V){b  -  b')  ' 

xy  ab 


(a'-x)(b'-y)       (a-a')(b-b')T 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

ab(a'b'  —  b'x)  =  y[(a'b'  -ab'  —  a' b)x  +  aa' b\, 
abia'b'—  b'x)  =  y[(a'b'-ab'—  ar b)x  -+-  aa'b  ]; 

on  tire  de  là 

x*[a'b'(b'  —  b)—  a'ù(b'  —  b)] 
-+-x[a'a'b(b'-bf  —  aa'b' '(b'-b)+  aa'b  (b'-b)] 

—  aa'a'b(b'—b')=o. 

Si  l'on  résout  cette  équation,  on  voit  que  la  quantité  sous  le 
radical  est  un  carré  parfait;  on  trouve  que  Tune  des  deux  valeurs 
de  x  qui  annulent  cette  équation  est  x=ay  et  la  valeur  corres- 
pondante dey  est  6,  ainsi  que  nous  devions  nous  y  attendre,  puisque 
l'équation  générale  d'une  droite  est  toujours  satisfaite  par 

■  • 

x  =  a,        y  =  b. 

Celte  solution  ne  donne  pas  les  coordonnées  de  l'intersection 
de  AB  et  de  A'B'. 

L'autre  valeur  de  x  qui  annule  l'équation  est 

,fi.  _  a' a*  b(  b'-b") 

'  X~  a'b'(b'—b)—a'b'(b'—b)' 

la  valeur  correspondante  dey  est 

_  ab'b"(a'—  a") 

(7)  Y  ~  a'b\a'—  a)  -  ah"  (a*-  a)1 

Yx  el  Y  y  ne  dépepdenl,  Yx  que  de  a,  Yy  que  de  b. 


Si  l'on  met  ces  valei 


<'GH-**GH 


et  que  l'on   fasse  n  tt  A  infinis,  on  retrouve  l'expression   dans  l< 
système  cartésien  ordinaire  de  l'intersection  des  deux  droites 

le 


Les  expressions  ((>)  cl  {7)  peuvent  s'écrire,  en  appelants  el  'fi 
les  points  (Jig-  3)  où  les  droites  AM,  BM  coupent  respectivement 


CA  et  CB,  M  étant  le  point  commun  des  droites  A'B',  A'B*, 

_ .  CAXB'.CB'.A'A' 

"      CB'.CA'.AA*— CB'.CA'.AA'' 
_  CB.CA'.CA'.B'B' 


relaiions  métriques  remarquables. 

.La  même  extension  du  système  de  coordonnées  cartésiennes  a 
lieu  dans  l'espace. 

Soient   trois   points  fixes  (Jig.  4)  A,  B,  C,  pris  sur  trois  axes 
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fix.cs  OA,  OB,  OC;  soit  M  un  point  quelconque  de  l'espace  : 

Le  plan  MBC  coupe  OA  en  A', 
»  MAC  »  OB  »  B', 
»        MBA      »       OC    »    G'; 

OA',  OB',  OC  sont  en  grandeur  et  en  signe  les  coordonnées  #, 
y,  s'du  point  M. 

Il  est  clair  que,  si  les  droites  BC,  CA,  AB  s'éloignent  à  l'infini 

Fig.  4. 


respectivement  dans  les  plans  BOG,  COA,  AOB,   le  système  de 
coordonnées  devient  le  système  cartésien  ordinaire. 
Si  l'on  pose 

OA=a,  OB  =  6,         OG  =  G, 

OA'=a',        OB' =6',        OC'=G', 

l'équation  du  plan  A'B'C  sera 

xyz(Zac'b'  —  iq'  b'  c')+  Zaa'yz(V  c' —  bc'—  cb') 

-f-  abc  Zxb'c'—  abc  a'b'c'  =  o; 

elle  est  toujours  satisfaite  par 

x  =  a, 

y  =  b, 

z  =  c, 

comme  il  esl  facile  de  le  prévoir. 


-  m  - 

i  foil  tendra  a.  />,  <■  van  x.  celle  équation  devient 

a'  *ù'       e'  "'' 

ce  qui  esl  l'éqnaUM  ilu   plan  dans  le  système  enté) 

.Nous  in;  nous  tiendrons  pas  davantage;  nous  n'avons  ntéfto  faii 
ces  très  simples  observa  lions  que  parce  que  celle  généralisation 
du  système  cartésien  ne  nous  sembla  pas  avoir  éié  remarquée 
cl  qu'elle  peul  être  ulite  dans  certaines  questions. 


•n  tyitènta  <l<-  demi  çoûrbetptat 

par   M.  C.-\.  ÎUSAM, 

{Si'mieetlu  iSjÔtllet  iNSN.i 


Sciieul,  dans  un  même  plan,  deux  courbes  quelconques.  \  parlir 
d'une  origine,  choisie  arUtnàremenl  sur  chacune  ■"elles,  portons 
des  arcs  égaux,  dont  les  extrémités  X,  Y  {Jîg.  i)  sont  variables 
avec  la  longueur  commune  des  ares. 

Prenons  le  milieu  Z  de  la  droite  XV.  Nous  nous  proposons  de 
déterminer  la  tangente  et  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  (Z) 
décrite  par  ce  point. 

Rapportant  les  points  à  une  origine  quelconque,  nous  avons 

(l)  2I  =  Y-HX, 

d'où 

arfz  =  dî  -\-d\. 

Mais,  les  arcs  décrits  par  X  et  Y  étant  égaux  en  longueur, 

(a)  dx  =  t\ds,        rfï  =  E1(fe; 

donc 


(3) 


La  tangente  à  la  courbe  (Z)  a  par  conséquent  pour  inclinaison 
^-'-;  c'est-à-dire  que  si  nous  menons  XP.  ZT  parallèles  aux  tan- 
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pentes  en  X  et  Y,  la  tangente  cherchée  sera  la  bissectrice  ZZ'  de 
l'angle  PZT. 

Il  est  à  remarquer  que,  si  Ton  vient  à  changer  le  sens  suivant 
lequel  sont  comptés  les  arcs  sur  Tune  des  courbes,  on  aura  pour 
la  tangente  une  direction  perpendiculaire  à  la  précédente,  puisque 


l'angle  PZT  se  trouvera  remplacé  par  son  adjacent  supplémen- 
taire. 

Soient  maintenant  X0,  Y0,  Z0  les  centres  de  courbure  en  X, 
Y,  Z  des  courbes  (X),  (Y),  (Z)  respectivement. 

Nous  avons 


(4) 


XX0  =  i  -j--  tt,        YY0  =  i  -j-  e*). 
a\  art 


De  plus,  la  longueur  de  l'élément  d'arc  dz  étant,  d'après  la  for- 


mule (3),  rfscos  - — -y  et  l'inclinaison  de  ce  même  élément 


S 


'à 


c>) 


ZZ0  =  >.  i 


ascos -    ç  +  y. 


•i 


d\  -+-  drt 


z    i 
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Des  relations  (4)  el  (5)  ou  fléduil 


'/; 


-  XV 


dy 


ds 


<«) 


ds 


ZU-i 


dâ 


respeclivenii 


<'Ysl-;i-tliie,  «   lri»ç:inl   '/.{',  7.\     resjieclivL-ment  ''•i)iii|>iillciitf*  j 
XX„YY„ 

&1 


Le  pOÎBt  £,,  centre  (le  courbure  cherché,  esl  donc  situé  sur  la 
droite  UV.  Nous  savons  en  outre  i[ii'il  esl  silué  sur  la  perpendicu- 
laire i'i  £Z',  c'esl-:'i-ilîrc  sur  la  normale,  ce  qui  le  détermine  com- 

phHement. 

Pour  lu  courbe  résultant  du  changement  de  sens  des  arcs  sur 
l'une  des  courbes    données    (X)    et    (Y),   il   n'y   aurait    rien    de 


changé,  si  ce  n'est,   eoinme  nous  l'a 


vu    pli 


;  haut, 


!  7,7.' 


deviendrait  maintenant    la  normale.  Le   nouveau  centre  de  BOUT- 
bure  Z'()  sérail  donc  à  h  rencontre  des  droites  UV  et  ZZ'. 

Celte  construction  très  simple  se  prête  à  une  généralisalion  usa 
facile  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  les  arcs  portés  sur 
les  deux  courbes  (\)  et  {\  )  soient  non  plus  égaux  comme  préo- 
dcmmettl.  niais  dans  un  rapport  constant,  el  qu'on  divise  la  droite 
XV  en  Z  dans  le  même  rapport.  On  aura  alors 


(7) 


-  -  7V  —  *, 


en  désignant  par  sx,  s7  les  arcs  de  deux  courbes. 

On  reconnaît  alors  immédiatement  que  la  tangente  en  Z,  comme 
ci-dessus,  a  une  inclinaison  égale  à  la  demi -somme  des  inclinaisons 
des  tangentes  en  X  et  Y. 

Quant  à  la  détermination  du  centre  de  courbure,  on  remarquera 
que  l'on  a 


XX, 


idsr 


ik  ds, 


lï, 


et,  par  un  calcul  tout  à   fait  analogue  à  celui  que  î 
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iliqut*  plus  haut, 


(8) 


(rffcH-rfrJZZo- 


2.XX0 

i-f-  k 


di 


ik.Y\0 
i  -h  k 


drr 


Or,  si  par  le  point  Z  nous  menons  une  parallèle  ZA  (y?^.  2) 


à  XX0  jusqu'à  la  rencontre  de  YX0,  puis  une  parallèle  ZB  à  YY0 
jusqu'à  la  rencontre  de  XY0,  et  si  nous  construisons 

ZU  =  aZA,        ZV  =  2ZB, 
nous  aurons 


ZU  = 


2.XX0 

i-f-  k  ' 


XV  = 


i-hA 


La  relation  (8)  devient  alors 

(9)  (c%  H-  </t) )ZZ0  =  rf£  ZU  -H  rfr,  ZV, 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbure  en  Z  est  situé  sur  la  droite 
joignant  les  deux  points  U  et  V,  dont  nous  venons  d'indiquer  la 
construction. 


> 

»  • 


* 


« 


r 
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Sur  la  numération  factorielle,  application  aux  permutations; 

par  M.*  C.-A.  Laisan?. 

*  •      •  *  (Séance  du  21  novembre  1888.) 


i.  Ud  nombre  entier  quelconque  étant  donqé,  il  tombe  néces- 
sairement entre  les  deu*  factoriellés  consécutives  ♦ 

(*r*-i)l  =  i.a.3..wi(n-+7i),       .    # 

ou  bien  il  est  exactement  égal  à  une  factorielle,  ce  que  nous  ne 
supposons  pas  pour  l'instant,   »  * 

En  le  divisarit  par  nlf  nous  obtiendrons  un  quotient  nécessai- 
rement inférieur  à  n  +  i,  sans  qiioi  le  nombre  donné  N  serait 
égal  ou  supérieur  à  (n -4- i)I  » 

Si  R  est  1  a' reste  de  la  division*,  nous  avons  donc: 

R  étant  inférieur  à  n!,  nous  pouvons  le  diviser  par  (h  —  i)î,  ce 
fjui  donnera  un  quotient  0Ln_i  qui  peut  être  nul,  mais  est,  en*  tous 
cas,  inférieur  à  /i,  et  un  certain  reste  R|.  Répétant  la  même  opé- 
ration surRt,  et  ainsi  de  suite,  nous  voyons  qu'en  fin  de  compte 
le  nombre  IN  peut  être  mis  sous  la  forme 

(1)  N=ïrt.n!  +  afl-|.(»-i)'+-"  +  a3-3!  +  a,.2!  +  a,, 

chacun  des  coefficients  a,,  a2,  ...  a„  pouvant  prendre  respective- 
ment les  valeurs  entières 

O,     I, 

o,    1,  a, 


"•      I»     -£f    »»«j  fl  ) 

sans  jamais  dépasser  la  valeur  de  son  indice,  c'est-à-dire  de  son 
rang,  compté  à  partir  de  la  droite. 

On  peut  convenir  d'écrire  ce  nombre  N  sous  la  forme 
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a,,  a2, ...,  a„ représentant  alors  des  chiffres, respectivement  limités 
comme  nous  venons  de  le  dire,  et  nous  avons  ainsi  un  système 
particulier  de  numération,  que  nous*  nommerons  numération  fac- 
to  rie  lie. 

Si  le  nombre  N,  ou  l'un  des  restes  obtenus  ci- dessus,  se  trou- 
vait justement  égal  à  une  factorielle,  hypothèse  que  nous  avons 
tout  d'abord  écartée,  il  est  clair  que  le  quotient  obtenu  serait  i  et 
le  reste  o,  c'est-à-dire  qu'à  partir  de  ce  reste  ce  qu'on  obtiendrait 

s'écrirait 

1000. . .  O. 

2.  Le  plus  grand  nombre  de  n  chiflres  que  nous  puissions 
écrire  dans  le  système  de  numération  factorielle  est  évidemment, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

|  n  (  n  —  i  ) . . .  3 .  a .  ]  i  =  i .  i  !  -+-  >. .  a  !  -+-  3 . 3  î  -t~ . . .  -h  n .  n  ! . 

Le  plus  petit  nombre  de  n  -f-  î  chiffrés  est 

[  (  n  +  i)o.o...o)  =  (/i  +  i]!. 
De  là,  l'identité 

i.i!  +  2.a!  +  3.3!  -H...  •+-  n.nl  =  (n  -t~  i  )  !  —  i, 

d'ailleurs  facile  à  démontrer  directement. 

3.  Dans  le  système  de  numération  factorielle,  tous  les  nombres 
pairs  sont  terminés  par  o  et  tous  les  nombres  impairs  par  î. 

L'addition  se  fera  sans  peine,  en  ayant  soin  de  bien  observer  le 
rang  de  la  colonne  sur  laquelle  on  opère.  Si,  par  exemple,  à  la 
quatrième  colonne,  on  a  trouvé  pour  somme  23,  on  décomposera 
par  la  pensée  s*3  en  4:5  -f-  3,  on  posera  3  et  l'on  retiendra  4  pour 
l'ajouter  à  la  cinquième  colonne. 

La  soustraction  se  fera  avec  non  moins  de  facilité. 

La  conversion  d'un  nombre  (  ^4  i^3  201),  par  exemple,  du  sys- 
tème factoriel  dans  le  système  décimal  se  fera  sans  peine,  soit  en 
calculant  les  diverses  factorielles  1!  =  1,  2!  =  2,  3!  ==  6,. . .  et  les 
multipliant  par  les  chiflres  correspondants;  soit,  plus  pratique- 
ment peut-être,  en  multipliant  le  premier  chiffre  à  gauche  par  son 
rang,  ajoutant  le  deuxième  chiffre,  multipliant  le  résultat  par  le 
rang  du  deuxième  chiffre,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  : 

7.84-4=00,     Go. 7  -+- 1  =  \iij     $11  .G  -+-  ">  —  2j3i,     *253i  .5 -+- 3  =  I9.G58, 
1 2658  ,}  +  ?.=  5oG3 f,     5oG34 .  3  -+■  o  =  1 5 1 902.      1 5 1902 . 2  -f-  1  =  3o38o5  =  N. 

XVI.  13 


é 


V*»  WQi 


w$~: 


* 

* 
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La  conversion  <f  un  nombre  du  système  décimal  dans  le  système 
factoriel  se  fera  en  divisant  ce  nombi*  par  a,  le  quotient  obtenu 
par  3,  et  ainsi  de  suite;  ^chiffres  cherchés  seront  précisément 
le%  restes  successifs.  L'exemple  ci-d£$sus .„  nous  donnera  de  la 
sorte  :•.*''■ 


3o38o5 


* 

• 

♦              « 

15190a 

►.3-  :. 

• 

* 

10 

'  5o6S4 

4     , 

„  '  -  -   1*58 

.5 

• 
■ 

'      •    9     8 

a$3i  "* 

[> 

II* 

'     1 

« 

• 

3. 

» 

5 

.  j 

60 

4  ! 

8 

Nous  donnons  ci-degsous  le  Tableau  des  84  premiers  nombres 
entiers  écrits  dans  le  système  factoriel  *: 


0... 

V 

0 

zz. . 

..  Ho 

«   ■■■  t 

44... 

* 

l3io 

66... 

* 

a3oo 

*... 

.  1 

*  • 

23.. 

.   3ai 

43... 

i3ir 

67... 

23oi 

2  * 

10 

M.. 

.  "■  .s  i 
IOQP 

'  '  .toi'/.' 

IÎ20 

Do.  •  • 

*     *  * 

a3io* 

« 

«  «f  ■ . . 

II 

»..' 

!  îooi 

'  47;:. 

î3ai 

69... 

23  u 

4... 

20 

26.. 

• 
IOIO 

•  48... 

2000 

70.  . 

9.320 

21 

27... 

roi  1 

49... 

2001 

71... 

9.321 

6. . . 

100 

28... 

1 020 

tH.1 ... 

20 1 0 

72... 

3ooo 

7. . . 

101 

29... 

1 02 1 

51 . . . 

20 1 1 

73... 

3ooi 

0 . . . 

1 10 

30 . . . 

1  100 

52... 

2020 

74... 

3oio 

Q 

tJ  m     m     • 

1 1 1 

31... 

1  roi 

OO ... 

2*021 

75. . . 

3on 

10... 

I20 

32... 

1 1 10 

54... 

2100 

76... 

3020 

11... 

1*21 

33... 

1 1 1 1 

«)0 ... 

2101 

77... 

302I 

12... 

200 

34... 

1 1 9.0 

56. . . 

21  IO 

78... 

3ioo 

13... 

20I 

33... 

1 12 1 

57 . . . 

2  I  I  I 

79... 

3 101 

14... 

■A  IO 

36... 

r  200 

c>0.  .  . 

2  I  20 

80... 

3 110 

i5. . . 

21  l' 

37... 

1 20 1 

t.)tf  ... 

2121 

81... 

3 1 1 1 

16... 

220 

38... 

1210 

60... 

2200 

82... 

3 120 

17... 

22 1 

39... 

1 2 1 1 

61... 

220I 

00 ... 

3 1 2 1 

18... 

3  00 

40... 

1  220 

62... 

22  1 0 

84... 

3200 

10... 

3oi 

41... 

1  22  1 

63. . . 

22  1  1 

20... 

3 10 

42... 

1 3oo 

64... 

2220 

21 . . . 

3n 

43... 

1J01 

65. . . 

222  1 

«       t 


/ 
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Permutations,  et  leur  classification. 


4.  Soient  deux  objets  a,  b,  classés  dans  un.  certain  ordre,  c'est- 
à-dire  représentés  respectivement  par  i  et  2,  nombres  qui  dési- 
gnent  leurs    rangs.    On    peut    former*  avec  ces   deux  objets  les 

•  > 

permutations  ab  et  ba. 

La  première  ne  présente  pas  de  dérangement  ou  d'inversion. 
Nous  la  figurerons  par  le  signe  o;  la  seconde  présente  une  inver- 
sion, nous  la  figurerons  par  le  signe  1 . 

Prenons  actuellement  trois  objets  classés  a,  b,  c  ou  1 ,  2,  3.  Ils 
permettent  de  former  les  six  permutations 

1-23,     i3a,     ai3,     23 1,     3 12,     3*2 1. 

Si  nous  considérons  une  permutation  quelconque,  et  si  nous 
considérons  les  inversions  qui  existent  entre  le  premier  objet  et 
ceux  qui  les  suivent,  elles  seront  au  nombre  de  0,1  ou  2;  o  si  le 
premier  objet  est  1;  1  si  le  premier  objet  est  2;  et  2  si  le  premier 
objet  est  3.  Quant  à  la  permutation  de  deux  objets  qui  suit  le  pre- 
mier, elle  présente,  comme  nous  venons  de  le  dire,  o  ou  1  inver- 
sion. Nous  pouvons  donc  figurer  chacune  des  permutations  par  un 
signe  composé  de  deux  caractères,  le  premier  étant  o,  1  ou  2  et 
représentant  le  nombre  des  inversions  par  rapport  au  premier 
objet,  et  le  second  étant  o  ou  1.  Il  en  résulte  que  les  signes  figu- 
.  ratifs  des  six  permutations  ci-dessus  seront  respectivement 

Ces  signes  représentent,  dans  le  système  de  numération  facto- 
rielle,  les  nombres 

o,     i,     2,     3:     4,     5. 

Si  l'on  écrit  les  permutations  dans  Tordre  que  nous  avons 
adopté  plus  haut,  on  voit  .donc  que  le  rang  de  chacune  d'elles 
sera  (p)  -f- 1,  en  désignant  par  (p)  son  signe  figuratif,  considéré 
comme  représentant  un  nombre  écrit  dans  le  système  factoriel. 

5.  II  est  facile  de  généraliser  cette  notion  de  proche  en  proche, 
de  Tétendre  aux  permutations  d'un  nombre  quelconque  d'objets, 
et  d'en  déduire  ainsi  un  mode  de  classification  invariable  de  ces 
permutations.  Par  exemple,  soient  quatre  objets  a,  b,  c,  clou  1, 


\ 
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2,  3,  4-  Prenons  une  permutation  quelconque  c  d  a  6,  ou  3  4  *  2. 

Le  premier  objet  étant  3,  le  nombre  des  inversions  par  rapport 
à  cet  objet  est  2.  La  permutation  4  1  2  qui  reste  à  la  droite  est 
figurée  par  20,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment.  Donc 
le  signe  figuratif  de  la  permutation  34 12  sera  220;  et  son  rang 
sera  2  20  +  1=1  7,  «11  lisant  220  dans  le  système  facto  ri  el.  11 
s'agit  donc  de  la  17e  permutation  des  4  objets  1,2,  3,  4- 

L'identité  entre  les  résultats  obtenus  ici  et  le  système  de  la  nu- 
mération factorielle  résulte  de  oe  que  le  nombre  des  inversions 
entre  un  objet  quelconque  et  ceux  qui  le  suivent  ne  peut  varier 
que  de  zéro  à  /i,  n  indiquant  le  nombre  des  objets  suivants,  c'est- 
à-dire  présente  justement  la  même  propriété  que  les  chiffres  de  la 
numération  factorielle. 

6.  Pour  que  cette  classification  des  permutations  d'un  nombre 
quelconque  d'objets  soit  véritablement  utile,  il  faut  pouvoir  ré- 
soudre facilement,  et  pour  ainsi  dire  à  vue,  ou  avec  très  peu  de 
calculs,  les  deux  problèmes  suivants  : 

Etant  donnée  une  permutation  de  m  objets,  trouver  le  rang 
de  cette  permutation  ; 

Etant  donné  le  rang  d'une  permutation ,  trouver  cette  per- 
mutation. 

Nous  allons  successivement  les  examiner  en  faisant  immédiate- 
ment application  à  des  exemples. 

Si  l'on  donne  une  permutation  quelconque  de  m  objets  1,  2, 
3,.  .  .  />/,  le  signe  du  premier  objet,  diminué  d'une  unité,  donnera 
nécessairement  le  premier  chiffre  du  signe  figuratif  de  la  permuta- 
lion.  Dans  la  permutation  restant  à  droite,  nous  diminuerons  de  1 
les  signes  des  objets  supérieurs  à  celui  du  premier,  et  nous  appli- 
querons la  même  règle,  et  ainsi  de  suite. 

Soient,  par  exemple,  6  objets  a,  />,  <\  d,  e,  fou  1,  *,  3,  4?  5,(3: 
considérons  la  permutation  d  c  f  c  a  b  ou  f\  3  (>  5  1  2.  Nous  ferons 
les  transformations  suivantes  : 

4.3  >  »  1  ; 
\.S.  i  i  1  •> 
4 . 3 . 4  . 3 . 1 .  'j 
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et  il  s'ensuit  que  le  signe  figuratif  est 

(3  x  3  a  o). 
Le  rang  est  donc 

(3  a  3  a  o)  -+■  i  =  3.5!  -f-  2.4!  ■+-  3.3!  -f-  a. 2!  +1  =  43i, 

c'est-à-dire  que  la  permutation  donnée  est  la  43  ip. 

Passons  maintenant  au  deuxième  problème.  Connaissant  le  rang 
d'une  permutation,  on  aura  immédiatement  le  signe  représentatif 
en  retranchant  une  unité,  et  convertissant  le  nombre  ainsi  obtenu 
dans  le  système. factoriel. 

Ayant  obtenu  ce  symbole,  on  en  augmentera  tous  les  chiffres 
d'une  unité;  puis  on  écrira  dans  leur  ordre  tous  les  objets.  Si  le 
premier  chiffre  du  résultat  ainsi  obtenu  est  q,  on  prendra  l'objet 
du  rang  c^  et  on  l'effacera  de  la  liste  pour  le  mettre  en  tête  de  la 
permutation  ;  si  le  deuxième  chiffre  est  c2,  on  prendra  l'objet  de 
rang  c2  parmi  ceux  qui  restent,  et  ainsi  de  suite.  Ce  procédé 
permet,  comme  on  le  voit,  d'obtenir  le  résultat  pour  ainsi  dire 
mécaniquement  et  sans  calcul,  du  moment  qu'on  a  le  signe 
représentatif. 

On  demande,  par  exemple,  la  17e  permutation  de  4  objets. 
Nous  convertissons  17  —  1=16  dans  le  système  factoriel  et  nous 
avons  (2  2  o).  Nous  en  formons  3  3  1;  puis  les  quatre  objets 

a  b  c  d 

étant  écrits  dans  «leur  ordre,  nous  prenons  le  3e,  c\  puis  le  3e  de 
ceux  qui  restent,  ou  d;  puis  le  premier  de  ceux  qui  restent,  ou  a\ 
nous  avons  donc  c  d  a  b  pour  la  permutation  cherchée. 

Prenant,  comme  seconde  application,  le  même  exemple  que 
plus  haut,  soit  demandée  la  43  ir  permutation  de  six  objets 

«,  6,  c,  d,  e,  f. 

Convertissant    43o     dans     le     système    factoriel ,     nous    avons 

(3  2  3  2  o).  Nous  écrivons  f\  3  \  3  1;  d'où  nous  déduisons,  comme 

ci-dessus, 

de  f  e  a  b 

pour  la  permutation  cherchée. 

7.    Nous  donnons  ci-dessous  le  Tableau   des  permutations  dr 


TV    * 
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quatre  objets,  avec  l'indication  de  leurs  rangs  et  leurs  signes 
figuratifs.  *  .  ; 


1234  000» 

*  * 

.  1243  .00.  1 

1  3  2  4  010 

.  1  3  4  *  011 

1  4  2  3  020 

1  4  3  2  021 
.  2  1  3  4  i  op 
.  2  *  1  4  j)  .101 

.  2  3  1  4  l  *  °. 

2  3  4>  111 
..24i3  1  a.o 

i2*;....  2  4  3i  t  2  1 


2#.. 

3-.. 

4#.. 
5V. 

#.. 

9#  • 
ioV. 

ÏI#.. 


*  ♦ 


..  3  I  2  4  200 

3142  201 

..  3  2  1  4«  2  1  o 

.  .•  3  2  4  1  211 

* 

»  .* .  3412  220 

.  ;  3  4  a  i  *  a  2  t 

4  1  2  3  3  o  o 

..  4  1  3  2  3  o  1 

. .  {ai3  3  1  o 

«  220 4  2*3  1  3  i  1 

*23?.....  4  3  1.2  3ao 

24*  ....  4  3  2  1  3  2i 


13*. 
i4V 

16*. 
l*i7*. 

1*. 

20» . 
2I#. 


8.  ^e  nombre  total  des  inversions  d'une  permutation  déter- 
minée est  évidemment  égal  à  la  somme  des  chiffres  de  son  signe 
figuratif.  £ela  résulte  de  la  définition  même  de  ce  signe.  En  con- 
sidérant le  Tableau  ci-dessus,  ou  tout  simplement  en  ayant  égard 
à  la  formation  successive  des  npmbres  entiers,  dans  le  système 
de  numération  factorielle,  il  est  clair  que  ce  nombre  d'inversions' 
est  : 

pair,  lorsque  le  rang  He  la  permutatipn  eft  de  Tune  des  formes 

4  k  ou  4^  -4- 1  ; 

impair,  lorsque  le  rang  de  la  permutation  est  de  l'une  des  formes 
Ak  -h  2  ou  4#-f-  3. 

Cette  remarque  est  de  nature  à  faciliter  beaucoup  la  construc- 
tion d'un  déterminant,  sans  qu'il  puisse  y  avoir  aucune  équivoque 
sur  les  signes.  ! 

Si,  par  exemple,  nous  avons  à  calculer 

at  bt  ci 
ai  b*  ci 
«3     ^3     c3 

nous  formerons,  dans  leur  ordre,  les  permutations 

1  2  3 ,     1  3  2,     2  1  3 ,     2  3  i,     1  1  2,     3  2i7 
auxquelles  correspondront  les  signes 
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c'est-à-dire  que  le  déterminant  est 

nlbtci  —  a^b^Ci  —  atbxcz  -'-  a^h^Ci  -+-  <73&iC,  —  a3btCi. 

Si  tous  les  éléments  du  déterminant  sont  positifs,  il  y  aura 
avantage  à  écrire  d'une  part  les  permutations  de  rangs 

i.     4,5,     8,9,     12,  ii,     16,17,     ..., 

(|ui  fourniront  les  termes  positifs;  et,  d'autre  part,  celles  de  rangs 

•2,3,     6,7,     10,11,     ii,i">,     18,19,     •••> 

qui  fourniront  les  termes  négatifs. 

On  remarquera  enfin  que  la  notation  proposée  donne  pour  ainsi 
dire  à  vue  la  décomposition  d'un  déterminant  suivant  les  éléments 
de  la  première  colonne,  par  exemple;  car,  si  Ton  a  le  déterminant 


<*l 

/>l 

Ci       . 

..   (t 

<*t 

f>* 

<J        • 

,.  u 

"n 

l>n 

cn 

'  '       'n 

toute  permutation  dont  le  signe  figuratif  commencera  par  le 
chiffre  p  correspondra  à  un  terme  contenant  apArX.  Il  n'y  aura 
donc  qu'à  grouper  ensemble  les  signes  figuratifs  commençant  par 
p  pour  avoir,  avec  leurs  signes,  les  termes  contenant  cip+i,  dans 
lesquels  on  mettra  ensuite  aP+\  en  facteur  commun. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  de  même  les  développements  par  rapport 
aux  éléments  de  la  deuxième,  de  la  troisième  colonne,  etc.,  cn 
amenant  la  colonne  considérée  au  premier  rang  par  une  permuta- 
lion  préalable  de  colonnes. 


Sur  les  systèmes  de  pé  ni  avariant  s  principaux  d 'une  forme 

binaire;  par  M.  Maurice  d'Ocagnk. 

(Séance  du  5  décembre  1888.) 

Je  commencerai  par  définir  la  notation  suivante  : 
Etant  donnée  une  suite  de  quantités  affectées  d'indices  //0,  #/,, 
//2.  ... ,  .un  •  •  •  y  jf  désignerai  par  la  même  lettre  dépourvue  d'in- 


* 
dice  une  variable  fictive  par  rapport  à  laquelle,  dans  la  suite  pré* 

cédente,  chaque, quantité  aurait  pour  dérivée    celle  qui   vient 

immédiatement  après  elle,  c'est-à-dire  telle  que 

•  *    „  ê  % 

du0  du\  *  du*  * 

Dès  lors,  on  voit  quelle  est  l'opération  à  effectuer  sur  une  fonc- 
tion quelconque  de  aa,  u% ,  «t,  . . . ,  que  symbolisera  notation  ^- • 

Cette  définition  posée,  je  rappellerai  un  théorème  que  j'ai 
obtenu  jadis  (*)  et  qui  a  été 'depuis  considérablement  généralisé 
t     d'abord  par  moi-même.  (*),  jSûis  par  M.  PeVrin  (*).  Vpicï  ce  théo- 
rème :  *: 

* 

* 

*  .      ♦        •  * 

Pour  p  çlu  moins  égal  à  a,  V 'expression* 

.        *     dHa*  *       * 

est  un  péninvariant  de  la  forme  binaire  représentée  symboli- 

'  quement  par  (x  -f-  <y)?-  •  * 

*  • 

J'ai  fait  observer  (4),  en  outre,  que  les  n — i  péninvariants 
fournis  par  cette  expression,  dans  laquelle  on  fait  />«s=p  3,  3, 
4,  ...,  nt  constituent  un  système  de  péninvariants  principaux 

de  la  forme  de  degré  n  considérée.  Eo  d'autres  termes,  **/.* 
peuvent  servir  à  exprimer  tous  les  péninvariants  de  cette 
forme. 

Or  on  sait  que  le  système  des  péninvariants  principaux  ordi- 
naires e2,  ('3,  .  .  . ,  i'/t  est  défini  par  les  formules 

i  vtp  =  a0atp  —  ipa^aip -tn rt2at/,_j— ... 

1  1     •    Mê 

(I) 

I     ïp(-2p  —  })...(p-hl)   ^ 


\  .'}....  P 


a,, 


i    ,  dvin 


(')  Comptes  rendus,  t.  CIÏ,  p.  gif». 

(a)  lbid.%  t.  CIV,  p.  961  et  i36-î. 

(')  Ibid.,  t.  CIV,  p.  1097  cl  1258- 

(*)  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XI,  p.  3i6. 
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Un  problème  se  posait  donc  tout  naturellement  :  passer  du  sys- 
tème de  péninvariants  principaux  (<p)  au  système  (v)  et  réci- 
proquement. Ce  problème  présentait  une  réelle  difficulté  en 
raison  de  la  discontinuité  de  la  loi  de  formation  des  péninvariants 
t>,  et  pourtant  des  formules  (*),  obtenues  par  un  calcul  de  proche 
en  proche,  assez  laborieux,  faisaient  soupçonner  des  formules  gé- 
nérales fort  élégantes. 

Ces  formules  générales  viennent,  pour  le  cas  des  indices  pairs, 

d'être  établies  par  M.  E.Cesaro,  avec  une  remarquable  habileté  ( 2). 

j 
Représentant  par  Ssr  la  somme  de  tous  les  produits  analogues 

p 
à  erferj  •  • . ,  er,,  où  r<  -j-  /*2  +  . .  .  +  n=p^  en  nombres  entiers  et 

positifs  (algorithme  isobarique),  M.  Cesaro  a  démontré  que 


(3)         ^"-^ïp^2à\  n  o [(■>.,'. 


\ 


i  =  i 
»-/' 


U) 


^_,v)l2|<-.^!i^St5j!]| 


11  restait  à  trouver  les  formules  générales  correspondant  au  cas 
des  indices  impairs.  J'ai  été  assez  heureux  pour  y  parvenir  en 
partant  des  résultats  mômes  de  M.  Cesaro.  En  supposant  v2p  et 
oip  remplacés  par  leurs  expressions  (3)  et  (4)  et  faisant  usage  de 
la  notation  symbolique  définie  en  commençant,  j'écris  ces  for- 
mules 


(6)  ?!#>+!   -      dv 


_    ^2/1 


Leur  similitude  est  tout  à  fait  frappante,  étant  donnée  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  les  lois  de  formation  des  systèmes  (r)  et 
(s).  Leurs  démonstrations  présentent  aussi  une  grande  analogie. 
J<*  me  bornerai  à  indiquer  celle  de  la  formule  (5). 


(')  Annales  de  la  Société  scientifique  île  firuxellcs,  t.  XI,  p.  317. 
(2)  Nouvelles  Annales,  '\<  série,  t.  VII,  p.  \ti\. 

XVI.  12. 


*" 


*  *    . 

•  Appliquant  à  l'ei pression  (3)  de  v*p  l'opération  désignée  sym- 
boliquement  par  ^ ,  on  a,  en  écrivant  $  pour  $  [  J^]  ,  ^ 


p  p 


«■     ^-UBSl^hJ-w-J-Sll-  ■ 


i=f 


Si  Ton  porte  les  valeurs  (3)  et  (7)  de  vlp  et  -~*  dans  ^ a),  il 
vient 


*=?.-_,-.  ,     «tô 


0         —^2  [£(-35-^  S) 

*=*  .  p 

i 

Si  nous  écrivons  C  L^îr  t  I  sous  la  forme 


p(*rt) 


£    Yjr,Mrt  •  •  •  fVi 


)!(*ri)!...(a/7)!* 


nous  voyons  -que 


__£  =  Ç    *=i <&* ^     • 

da       \JP  (2r1)!(2r,)!...(2^)!...(a/'/)! 
Mais  de  la  définition  même  des  cp  on  déduit 

Transformant  la  formule  précédente  au  moyen  de  celle-ci  et 
tenant  compte  de  la  condition  r,  -(-  r2  +  .  . .  -h  r,=  p,  on  voit 
que 

^  _   1    rj        <._,  «s» ,.2»,...  .2rt+l.-.  .2»-,  a/?ai  rj 

da  ~  tt0  ijp  (ar,  )!(ïa)!  ..  .(a/**)! . . .  (2/7)!  a0     iS* 

/» 

d'où 

*/S  J.  2    o,    o„         ©„  o„ 


a»'^-^a«S=(i 


(-2^1  )!(ara)!  . . .  (ar*)-' . . .  (2/7)! 
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Or  le  second  membre  de  cette  expression  n'est  autre  chose, 

avec  notre  notation,  que  -£-•  La  formule  (8)  devient  donc 
ou,  en  rapprochant  de  (3), 

__  dvip 


?tp+l 


da 


La  formule  (5)  se  trouve  ainsi  établie.  La  démonstration  de  la 
formule  (6)  est  analogue,  avec  cette  différence  que  c'est  la  for- 
mule (a)  qui  y  joue  le  rôle  rempli  ci-dessus  par  la  formule  (9). 

Exemple  d'application.  —  Les  formules  (3)  et  (4)  de  M.  Ce- 
saro  donnent 

Au  moyen  de  mes  formules  (5)  et  (6),  j'en  déduis  immédiate- 
ment 

—  ?7-*-  3o(<pt95-+-?3?»)-*-i8o<?|ç>:i 

<p7  =  a*p7  —  3oaJ(p4ps  -4-  i>3p*)  ■+-  36ot>3  p3. 
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